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Comportamento dos Zeros de Polindbmios Sujeitos
a uma Perturbacao do Coeficiente Dominante
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Resumo. Em algumas areas da Matematica, como na Analise Numérica, por
exemplo, é de fundamental importancia o comportamento dos zeros dos polindémios
algébricos na anéalise de algumas questées. Considerando uma classe de polinémios
cujos coeficientes satisfazem algumas condigoes, estudaremos o comportamento dos
zeros desses polindbmios na tentativa de encontrar um contra-exemplo para uma
conjectura apresentada por Meneguette [5].
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1. Introducao

O comportamento dos zeros dos polinémios algébricos é uma subérea cléssica da
Anélise que possui muitas questoes a serem pesquisadas. Como exemplo, temos a
seguinte conjectura, que é um problema que encontra-se em aberto em Meneguette
[5]:

n
Conjectura 1.1. Sejam P(z) = Zaizi um polinémio tal que
i=0

O<ag<a1<...<ap1 €an <apn_1,
cujos zeros encontram-se no disco unitdrio, e P'(z) com os coeficientes ordenados,
isto €,

0<a; <2a2 <...<(n—1)ap—1 < nay,.
FEntao, os zeros do polindomio

Py(2) = (an +7)2" + an_12""' + ...+ ao

encontram-se no disco unitdrio, para todo v > 0.
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Até o presente momento, o autor dessa conjectura nao obteve respostas a respeito
de sua validade ou nao no caso geral. Botta, Meneguette e Cuminato [2] provaram
sua validade no caso em que o polinémio P(z) é um polinémio reflexivo, ou seja,

a; = Gn—j, a; >0, 1=0,1,2,...,n.

Além disso, Botta [3] mostrou sua validade quando os coeficientes do polindmio
P(z) apresentado na conjectura satisfazem as seguintes condigdes:

O<apg<a; <..<lp_1>ay

pa; < (p—1aj+1, i=0,1,....,n—2, e pa, > (p— 1)an_1,

onde p é um ntmero inteiro positivo, p > 1.
Na tentativa de buscar um contra-exemplo para a Conjectura 1.1, analisaremos,
n

nesse trabalho, uma classe de polindmios P(z) = g a;z" cujos coeficientes, para

i=0
n=km—1ek,m € IN, satisfazem
O<ag=...=am-1 < An=1-...=@m-1< Ao = ... =A3m-1 < .-
< Ah—1)ym = -+ = Qkm—1 = Gn, (1.1)

ou seja, os coeficientes de P(z) sdo iguais para cada grupo de m elementos conse-
cutivos.

Como P(z) tem os coeficientes ordenados, pelo Teorema de Enestrom-Kakeya,
que sera apresentado a seguir, temos que os zeros de P(z) encontram-se em |z| < 1.
Além disso, pelo menos um zero de P(z) tem moédulo um. Portanto, qualquer
perturbagéo no coeficiente dominante de P(z) acarretara uma perturbagao nos zeros
de P(z), podendo estes entrarem ou sairem do disco unitario quando o parametro
v cresce. Experimentos computacionais revelam uma tendéncia dos zeros sairem
do disco unitario. Entdo, uma questao que surge ¢ a seguinte: sendo Py(z) =

n—1
E a;z" + (an — N)2", serd possivel os zeros de Py(z) voltarem a entrar no disco
=0

unitario dependendo de A7 Se isso ocorrer, teriamos um contra-exemplo para a
Conjectura 1.1, pois assim existiria v > 0 tal que os zeros de P,(z) definido na
Conjectura 1.1 poderiam sair do disco unitario, contradizendo a tese da Conjectura
1.1. Portanto, para responder a essa questao, apresentaremos, no decorrer desse
trabalho, uma andlise do comportamento dos zeros de Py(z).

2. Resultados Classicos

O primeiro resultado a ser apresentado é o Teorema de Enestrom-Kakeya, que
determina a quantidade de zeros de um polindémio no disco unitario.
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n
Teorema 2.1 (Enestrom-Kakeya). Seja P(z) = Zaizi um polindmio cujos coefi-
i=0
cientes a;, i = 0,1,...,n, satisfazem 0 < ag < a1 < ... < a,. Entdo, P(z) possui
seus zeros em |z| < 1.

Um resultado mais amplo e equivalente ao Teorema de Enestrom-Kakeya, que
pode ser encontrado em Anderson, Saff e Varga [1], é o seguinte:

n
Teorema 2.2. O polinémio P(z) = Zaizi, a; >0,9=0,1,...,n, tem todos 0s seus

. . a; ai
zeros na regigo a < |z| < 8, onde « = min e = max .
’ 0<i<n—1 | a 0<i<n—1 | a
<i<n— i+1 Si<n— i+1

Consideremos

S={j=1,...,n+1 : Bapy1—j —an—; >0}, onde a_; := 0,

[

={j=1,..,n+1 : aj_1 —aa; >0}, onde an41 :=0,
k=mde{j : j€S}ek=mdc{j : j€ S},

onde mdc é o maximo divisor comum.

Teorema 2.3. Seja P(z) = Zaizi, a; >0,i=0,1,..,n. Todos os zeros de P(z)
i=0

1=
encontram-se na regido o < |z| < 3. Além disso, P(z) pode se anular em |z| = (3
se, e somente se, k > 1. Se k > 1, os zeros de P(z) em |z| = 8 sao simples e dados
por

{ﬁeQWij/E,j — 1, 1} .

Da mesma forma, P(z) pode se anular em |z| = « se, e somente se, k > 1. Se
k > 1, os zeros de P(z) em |z| = o sdo simples e dados por

{ae%ij/ﬁ,j 1,k 1} .

A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em Anderson, Saff e Varga
[1].
O resultado a seguir mostra que se um polinémio P(z) tem coeficientes a;,
i =0,1,...,n, satisfazendo (1.1), entdo P(z) tem m — 1 zeros simples de modulo
um.
n
Teorema 2.4. O polinomio P(z) = Zaizl tal que seus coeficientes satisfazem
i=0
(1.1) possui m — 1 zeros simples de mddulo um.

Demonstragiao. Como P(z) satisfaz (1.1), podemos escrevé-lo da forma
P)=(1+z+ ..+ 2" Hap+ amz™ + ... + a(k_l)mz(k_l)m) = Q(2)R(z).

Para o polindomio Q(z), temos que a = 8 = 1. Logo, pelo teorema anterior, todos
os seus m — 1 zeros estdo em |z| = 1 e, além disso, como k = m, sdo simples. O
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Utilizaremos também uma das formulas de Vieta, dada por

ao
= (-2
2122 ... 2% (1) o

n
onde z1, 29, ..., 2, sdo os zeros do polindmio P(z) = E a; 2"
=0

Suponhamos que o polindémio P(z) tenha p (p < n) zeros em |z| < 1.
Associado a ele sera considerado o polindomio

n

P(z) = 2"P (i) = iz:;aiz"_i =ao[J(z - 2)),

j=1
sendo seus zeros zj, em relagdo ao disco unitério, os inversos dos zeros z;, de P(z),
s
isto é, z;, = —.

z
Logo, quaicquer zero de P(z) que possui médulo um é também zero de P*(z) e
se P(z) nao tem zeros em |z| =1, P*(z) também ndo tem zeros em |z| = 1.
Além disso, se P(z) nio tem zeros em |z| =1 e p zeros em |z| < 1, entdo P*(z)
possui n — p zeros em |z| < 1.
Seja, agora, a sequéncia de polinémios

n—j )
Pi(z) =" all)2",
k=0

onde Py(z) = P(z) e

Pjii(2) = af Py(2) — aff

3
d
<

Entao,

I+ — g0 _ (@ @ (2.2)

n—j - n—j—k*

Se em cada polindmio P;(z) o termo constante aéj )¢ representado por d;, entdo

a P~ =af ™V, j=0,.n -1,

j41 = |

Lema 2.1. Considerando ag # 0, se P; tem p; zeros em |z| < 1 e se ;41 # 0,
entdo Pjy1 tem

pj+1 = %{n —j = [(n—j) — 2pjlsinal(d;11)}

zeros em |z| < 1. Além disso, Pj11 tem os mesmos zeros em |z| = 1 que P;.

A demonstragao deste lema pode ser encontrada em Marden [4].

Teorema 2.5. Se |ag| < |ay|, ap # 0, P(2) tem todos os seus zeros no disco
unitdrio se, e somente se, Py (z) tem também todos os seus zeros em |z| < 1.

A demonstragdo deste resultado segue do Lema 2.1 e mais detalhes podem ser
encontrados em Schur [6], [7].
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3. Analise dos Resultados

Sejam
Py\(z)=ap+ar1z+...+ Ap_12""1 + (an —A)2", A>0
e
P(z)=ap+ar1z+...+ an_12"" '+ a,2"
cujos coeficientes a;, i = 0,1, ..., n, satisfazem (1.1).

Vamos considerar A < a,, — ag, pois se A > a, — ag pela formula (2.1) ja segue
que Py(z) possui pelo menos um zero fora do disco unitéario.

Seja, primeiramente, o caso em que a9 = a1 = ... = a,. Entao, para A > 0 e tal
que a, — A > 0, temos que pelo menos um zero de Py (z) encontra-se fora do disco
unitario, pois

ap = ap, = Gg > Gp, — A = |ag| > |an — Al

e, pela expressao (2.1),

|ao|
|z1||22] - - - |2n| = T >1,
|an — Al
onde z1, 22, ..., z, sd0 os zeros de Py(z), indicando que pelo menos um zero de
Py (z) encontra-se fora do disco unitéario. Portanto, se ag = a3 = ... = a,, nao foi

possivel encontrar um contra-exemplo para a conjectura.
Analisaremos agora os seguintes casos:
1. m é par e n é impar:

Observe que
P(-l)=ay—a1+as—as+...+ap_1 —a, =0,

ou seja, z = —1 é um zero de P(z).

Além disso,
Py(-1)=P(-1)+A=X1>0.

Como, para z € R™, lim Py(z) <0e Py(—1) > 0, entdo existe pelo menos

z——00
um zero real de Py(z) em (—oo, —1), ou seja, pelo menos um zero encontra-se
fora do disco unitério. Portanto, com essas condi¢oes sobre os coeficientes,
nao existe um contra-exemplo para a Conjectura 1.1.

2. m e n sao pares:

Este caso é impossivel de ocorrer, pois como n é par, o polindémio Py(z) tem
um numero impar de coeficientes, sendo impossivel agrupé-los em conjuntos
com m coeficientes, pois m é par.

3. Analisaremos ao mesmo tempo os casos em que m é impar e n é par e m e n
sao impares:
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Considerando a expressao (2.2) para o polindmio Py(z), temos que

aéli = af—(an—N)?<0
a'Enl—)l,)\ = agan—1—ai(a, — A) = Aay > 0.
Entao,
\a&h - ‘ag—)m\‘ =A% — (a1 + 2a,)\ + a2 — al. (3.1)

Resolvendo a equagio A\? — (a1 + 2a,)\ + a2 — a3 = 0, segue que

5= a1 + 2a, £ \/ap(4a,, + 5ap)
= 5 .

2a, — 4a, +5
Consideremos A1 = Got2a ao(dan + Sao) > 0 (observe que

ag + 2a, + v/ aop(4a, + 5ap)

5 > 0 os

ap + 2a, > /ao(4an, +5ap) ) € A2 =

zeros reais de (3.1).

Para A\ < A < Ag, segue que |a((f;\| — |a£}21,>\| < 0, ou seja, |aé%/)\| < |a;17)1’>\ ,
o que implica que o polinémio P; . (2) tem zeros fora do disco unitério, pois

. 1) e 1
considerando wi, wa, ..., w,_1 0 zeros de Pl*ﬁ(z) = a(() A)/zn T+ agl_)l v

temos, de (2.1),
(1) |

la,
wr||wa] ... Jwp | = —2E > 1,

1
Jag|
Logo, pelo Teorema 2.5, Py(z) tem zeros fora do disco unitério.

Mas Ay > a, — ag. Portanto, é conveniente considerarmos o intervalo
A1 < A < ap, —ag. Logo, para \; < A < a, — ag, P\(z) tem zeros fora
do disco unitario.

Analiticamente, para 0 < A < Ay, onde |a(()3| - |a£2LA| > 0, os calcu-

los mostraram-se complicados, sendo necessario um estudo mais complexo
e detalhado do assunto, que nao serda abordado nesse trabalho. Mas, atra-
vés de simulagbes numeéricas, é possivel verificar que os zeros de Py(z), para
0 < A < A1, encontram-se fora do disco unitario, como podemos observar nos
Exemplos 4.4 e 4.5 da proxima segao.

Exemplos

Nessa secao apresentaremos alguns exemplos de polindmios cujos coeficientes satis-
fazem as condigOes apresentadas na secao anterior. Nas figuras seguintes mostrare-
mos o comportamento dos zeros do polindomio Py(z) (representados pelos pontos)
para A real, A > 0. Os zeros de P(z) estdo representados pelos pontos maiores e
mais escuros. A medida que A\ aumenta, os pontos nas figuras que representam os
zeros de Py\(z) vao diminuindo e tornando-se mais claros.
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Conjectura 4.1. Seja
Pl)=2"+ 23+ 224241,
cujos zeros encontram-se em |z| = 1.
Nesse caso, o polinémio
Pa(z)=(1-Nz*+22+22+2+1

possui zeros fora do disco unitario, como podemos observar na Figura 1.

Figura 1: Comportamento dos zeros de Py(z) = (1 —=N)z?+ 22 + 22+ 24+ 1, A =0, 0.2,
0.4, 0.6 ¢ 0.8.

Conjectura 4.2. Consideremos
P(2) =322 +322 + 2+ 1,
cujos zeros encontram-se em |z| < 1.

Observe que
Py(2)=(3-N22+322 + 2+ 1.

O polindémio Py(z) possui zeros fora do disco (zero real negativo), como podemos
ver na Figura 2. Além disso, conforme andlise do item 1 da segdo anterior (caso em
que m é par e n é impar), temos a garantia de que Py(z) possui zeros fora do disco
unitario.
Conjectura 4.3. Seja
P(z) =227 +25 +225 + 220 4+ 23 + 22 4 2 4+ 1,
cujos zeros encontram-se em |z| < 1.
O polinémio
Py(z)=(2-N)2"4+25 4225 + 220 4+ 23 422+ 241

possui zeros fora do disco unitario (zero real negativo), conforme podemos ver na
Figura 3 e cujo resultado esté garantido pela andlise feita na segao anterior para o
caso em que m € par e n é impar.



26 Botta e Meneguette

Figura 2: Comportamento dos zeros de Py(z) = (3 —A)z® + 322+ 241, A =0, 0.2, 0.4,
0.6 ¢ 0.8.

Figura 3: Comportamento dos zeros de Py (2) = (2— )27 +228 +22° 422 + 23 + 22 42 +1,
A=0,02 04,06, .., 1.8

Conjectura 4.4. O polinémio
Pl2) =78+ 72" + 725 4425 4+ 42" + 423 + 22 + 2+ 1,
possui seus zeros em |z| < 1.
O polinémio
Pa(2) = (T— N2 +72" + 725 +42° + 42" + 422 + 22 + 2+ 1

possui zeros fora do disco, como podemos observar na Figura 4.

Pelo resultado encontrado na se¢do anterior (caso em que m é impar e n é par),
temos a garantia de que os zeros de Py (z) encontram-se fora do disco unitario para
4.6 < A < 6 (para A > 6, o resultado esta garantido pela formula de Vieta). Para
0 < A < 4.6, através da Figura 4 podemos observar que Py(z) possui zeros fora do
disco unitario, mas a anélise algébrica desse caso sera objeto de estudos futuros.

Conjectura 4.5. Seja
P(z) = 102" +102"° +102° +62% 4627 +62° + 325 + 322 4323 + 22 4 2 + 1,

cujos zeros encontram-se em |z| < 1.
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Figura 4: Comportamento dos zeros de Py(z) = (7—\)2® + 727 + 728 + 425 + 42* +42° +
224+241,2=0,06,12,18, ..., 6.

O polindémio
Py(2) = (10 = N\) 2" 41020 +102° + 6284627 +62° 4325 + 32" +323 + 22 + 2+ 1

possui zeros fora do disco, como podemos observar na Figura 5. Nesse caso, m e n
s@o impares. Entdo, temos a garantia de que os zeros de Py(z) encontram-se fora
do disco unitario para Ay = 7.1 < A < 9 (para A > 9, o resultado esta garantido
pela formula de Vieta). A anélise algébrica para o caso em que 0 < A < 7.1 sera
estudada futuramente.

Figura 5: Comportamento dos zeros de Px(z) = (10 — M\)z'" 4+ 102'° 4 102° +62° + 62" +
62°+32° +321+3234+224+2+1,1=0,0.5,1.0, 1.5, ..., 7.

5. Conclusao

Analisamos, nesse trabalho, o comportamento dos zeros do polinémio Py(z) cujos
coeficientes satisfazem as condi¢oes apresentadas na Se¢ao 3. No caso em que ag =
a1 = ... = ap, pelo menos um zero de Py(z) encontra-se fora do disco unitério.
Quando m é par e n é impar, foi possivel mostrar que sempre existird um zero
real negativo cujo médulo é maior que um. Nao existird o caso em que m e n sao
pares. O caso em que m e n sdo impares e m é impar e n é par foi verificado
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para A\ =
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aop + 2a,, — +/ao(4a,, + da 5 .
0 o o(4an 0) < A\ < a, — ag. Portanto, nao foi possivel

encontrar um contra-exemplo para a Conjectura 1.1 nos casos citados, sendo cada
vez mais fortes as evidéncias de que ela é verdadeira.

Abstract. In some areas of Mathematics, for example in Numerical Analysis, the
behavior of perturbed polynomial zeros is relevant to answer some questions. Con-
sidering a class of polynomials under certain coefficients conditions, we study the
perturbed zeros behavior in an attempt to find a counter-example to a conjecture
by Meneguette [5].
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