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Resumo. Neste trabalho apresentamos as generalizagoes do problema de empare-
lhamentos de arestas relativos aos Casos I e IV, incluidos na Fig. 2, onde mostramos
que todos os ciclos de vértices dos correspondentes poligonos tém comprimento 3,
ou seja, os emparelhamentos das arestas dos poligonos <D|129_6 e ®£\£g76 tem todos os
ciclos de vértices com comprimento 3 (Teoremas 3.1 e 3.1.1 da segao 3.). Além disso,
como todos os ciclos de vértices tém comprimento 3 decorre que tais poligonos sao
dominios fundamentais da tesselagdo {12g—6,3}. Uma das motivagbes para o es-
tudo de emparelhamentos das arestas de poligonos hiperbdlicos com 12g— 6 arestas
associados a tesselagdo {12g— 6,3} é que tais tesselagoes fornecem empacotamentos
esféricos com densidade méxima e, portanto, estdo relacionadas com a construgéo
de cédigos 6timos cuja probabilidade de erro é minima.

Palavras-chave. Emparelhamento de arestas de poligonos hiperbdlicos, Cédigos
geometricamente uniforme, Empacotamento de esferas, Geometria hiperbdlica.

1. Introducao

O problema de empacotamento de esferas tem como principal objetivo a busca
pela maior densidade possivel de empacotamento. Dentre os possiveis empacota-
mentos de esferas, destacamos os associados a reticulados, ou seja, aos conjuntos de
esferas cujos centros fornecem um reticulado. Nestes casos, temos que a densidade
de empacotamento é o volume da esfera dividido pelo volume do poligono que a
contém.

Assim, quando consideramos um reticulado da forma {p,q}, temos um empa-
cotamento de esferas associado. A busca por empacotamentos reticulados 6timos,
no sentido da maior densidade possivel, estd ligada a busca de cédigos étimos, pois
maior densidade de empacotamento implica em menor probabilidade de erro.

Em [10, p. 241], Toth apresentou o limitante superior méxin;o para a densidade

de empacotamento no plano hiperbélico, sendo este igual a 7. Em [2, Cép. 4
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Teorema 4.1.1] apresentamos estudos assintGticos para reticulados do tipo {p,q}.
Demonstramos que assintoticamente® a densidade de empacotamento nio atinge o
valor % Porém, esta densidade é atingida por empacotamentos de horobolas {co, 3}.

A relevancia de tais resultados para empacotamento de esferas, esta no fato que
um reticulado hiperbdlico do tipo {12g— 6,3} fornece um empacotamento 6timo
com relagao a densidade de empacotamento no plano hiperbdlico. Além disso, para
g — o temos que as densidades, de empacotamento e de cobertura, do referido
reticulado atingem o valor maximo apresentado por Toth. Dai, nosso interesse em
explorar os emparelhamentos de arestas de poligonos, em particular os poligonos
com 129 — 6 arestas.

Neste trabalho apresentamos as generalizagoes que fizemos dos casos I e IV (se¢ao
3.), incluidos na Fig. 2, onde mostramos que todos os seus ciclos de vértices tém
comprimento 3 e, portanto, sdo dominios fundamentais da tesselacao {12g— 6,3}.

2. Emparelhamento de Arestas de um Poligono

Seja P um poligono e considere 4 o conjunto de arestas de P. Um emparelha-
mento de arestas de P é definido da seguinte forma.

Definigao 2.1. Um emparelhamento de arestas de P é um conjunto ® = {T;|t € 4}
de isometrias que, para toda aresta T € A : 1) existe aresta U € A com Ty (') =1, 2)
as isometrias Ty e Ty satisfazem a relagao Ty = T{l; 3) se T for aresta de P entao
U=PNT 1(P).

O emparelhamento @ de um poligono P gera um grupo . Com este grupo
podemos obter superficies de Riemann R de um dado género g através do quociente
de E por I, denotado por E/I', onde E pode ser o plano euclidiano, ou o plano
eliptico, ou o plano hiperbdlico. Se I' é um grupo finitamente gerado do primeiro
tipo*, podemos denotar a assinatura de [ por (9: kM, myp,...,m), onde g denota
o género, k o nimero de elementos elipticos e/ou parabdlicos. Caso I' ndo tenha
elementos parabdlicos nem elipticos, entdo denotamos a assinatura de I' por (g: 0).

Seja um grupo finitamente gerado do primeiro tipo com assinatura (g: 0). Entao
o numero N de arestas do poligono emparelhadas pelas fungoes geradoras estéd entre
4g e 12g—6 [1].

Os emparelhamentos para poligonos com 4g arestas foram bem explorados na
literatura [2, 6, 7, 9, 12]. A Figura 1, ilustra dois destes emparelhamentos.

Com relacao aos emparelhamentos de arestas de poligonos com 12g— 6 arestas
que representam uma superficie de Riemann compacta, orientdvel de género g, para
o caso do género ser dois (g = 2) sabemos que existem somente oito emparelha-
mentos, [7] (veja Fig. 2) (salvo conjugagoes por isometrias preservando orientagao).
Para os géneros 3,4 e 5 o nimero de possiveis emparelhamentos tem 5,7 e 10 digitos
respectivamente, conforme observou Girondo e Gonzalez-Diez em [8]. Em [3], um
dos emparelhamentos foi generalizado para qualquer valor do género g.

3 Assintoticidade no sentido de p e g tenderem a infinito, onde p e q determinam um ladrilha-
mento {p,q} .
Dizemos que um grupo I' é do primeiro tipo se o conjunto dos pontos de acumulacao das
érbitas I (2),.p2 6 igual & fronteira do disco de Poincaré aD?.
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Figura 1: (a) Hustracdo do emparelhamento para género g =4
(b) Emparelhamento para g =4 com arestas diametralmente opostas

Na préxima se¢ao apresentamos as generalizagoes dos casos I e IV, [4].

3. Emparelhamentos Generalizados ¢|129—6 e Cbll\ég_G

Considere um poligono Pipg_g C D? com 12g— 6 arestas, g > 2, onde D? repre-
senta o plano hiperbdlico. Denotamos seus vértices no sentido anti-horédrio por
{Vl,vz,...,vlzg_g} e suas arestas por {Tl,Tz,...,leg_e} onde Tj é o segmento geo-
désico iniciando em V; e findando em Vviy1, imod(12g—6). Denotando os vértices
inicial e final de uma aresta T por | (T) e F (1), temos pela construcao do poligono
que | (Ti) =vieF (Ti) =Vit1.

Se o género g for igual a 2 temos um poligono com 18 arestas, Pig. O caso
I apresentado em [7] fornece um emparelhamento que representa uma superficie
de Riemann compacta, orientdvel de género 2 e é dado pelos pares de arestas,
emparelhadas da seguinte forma:

AT11,Ta}, {15, g}, {T12, Tae} 5 {113, Taz}

{ {11,120} . {12, T5}, {13, 77} . {14, T8}, {T6, To} J (3.1)

Nesta segao, exibimos a generalizacao do emparelhamento correspondente ao
caso | que é descrita por:

e Dado o poligono Pipg_g descrito acima, assumimos, para permitir emparelha-
mento de arestas por isometrias, que os seguintes pares de arestas possuem o
mesmo comprimento:
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Figura 2: Os oito tipos de emparelhamento, de poligonos com 18 arestas, existentes
para género g = 2. Figura reproduzida da pagina 267 em [7].
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{11,110} {12, 15} {16, To}; {13, T7}: {14, Ta};

{T11+10k, T1a+10k }; {T15410k, T12g—6-2k }5 { T16+10ks T19+10k } 5 { 1204 10k, T12g—7—2k ;5
{t121 10k, T17 20k} {13110k, T1g 110k ) S8 0<k<g-—-3.

{T109-9,T109-6}; {T109-5, T10g-2}; {T109-8, T10g-4}; {T109-7, T10g-3}

Considere as isometrias hiperbdlicas (tinicas) que identificam os pares conforme
segue:

a1 (T1) = T10; 02(T2) = Ts; A3(Te) = T,
04(T3) = 17, 05(T4) = Ts;
B1tek (T11+10k) = T1a+10k: B2tek (T15410k) = T12g-6-2k; Ba+ek (T16+10k) = T19+10k:
Barek (T20+10k) = T12g-7—2k; Bsrek (T12410k) = T17+10k; Berek (T13+10k) = T18+10k;
06 (T10g-9) = T10g-6; 07 (T109-5) = T10g—2; Og(T109-8) = T10g—4; A9 (Ti0g-7) = T10g-3
se0<k<g-3

Dizemos que o conjunto

qJIlZg—G = {C(J ) Bl+6k7 BZ+6ka B3+6k7 B4+6k7 B5+6ka Bﬁ+6k7 ; k = 07 17 27 ceey g - 3 e ] = 1a 27 crey 9}

¢ um emparelhamento para o poligono Pipg_g. Particularmente, se tomarmos g = 2
teremos o emparelhamento apresentado em (3.1).

3.1. O emparelhamento Cbllzg_s

Esta subsecao contém resultados que nos permitem conhecer um pouco mais
sobre o emparelhamento CD'12976. Neste sentido, apresentamos um resultado que

estabelece que todo ciclo® de vértices tem comprimento trés. Antes, seja ¢ € ¢|1ng6
e suponha que ¢ (Tj) =Tj. Entao temos que ¢ satisfaz

¢ (1(ti)) =F (¢ (1)) =F (j) e ¢ (F (1)) =1(¢ (1)) =1 (1)-

Em outras palavras, como | (Tj) =V e F (T/) = V41, disso decorre que ¢ (Vi) =Vjy1 e
¢ (Viq1) =v;j.

Teorema 3.1. Seja q3'12976 um emparelhamento do poligono Piog_s. Entao todos
os ciclos de vértices tém comprimento 3 conforme verificamos a sequir:

{Vv2,V6,v10}; {V3,Vs5,ve}; {Va,v7,Vo};

{Vi1:+5k, V55K, Vi-k}; k=0,1,...,29—5
{V121 10k, V141 10ks Vis+ 10k }; {Vi3+10ks Vi7+10k: Vior1ok); K=0,1,...,—3

{V10g-9,V10g-5,V_2g+5}; {Viog-8,Viog—6;Viog-3}; {Viog—7;Viog—4,Viog—2}

5Seja Mog6= <¢12976>- Um ciclo é uma classe de equivaléncia de vértices congruentes, ou seja,
é um conjunto da forma

{T(2)|T €T12g-6 e ze T(2) sio vértices de Piog ¢} .
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Demonstracao. Iniciamos obtendo o ciclo que contém o vértice Vo. Note que
Vo =F (Tl) =1 (Tz) .

Pela definicao das fungoes de emparelhamento, temos que Tz é emparelhada a aresta
Ts através da transformacao 0. Segue entao que

az(v2) =0z (I (12)) = F (02(12)) = F (15) = Ve,

de modo que Vg pertence ao ciclo determinado por V2. Mas, além de ser o vértice
final de Ts, temos que Vg é o vértice inicial de Tg e como Tg é emparelhado a Tg por
a3, obtemos

az(ve) = az(l (16)) = F (a3(Te)) = F (T9) = Vio,

de modo que Vi pertence ao ciclo determinado por Vo e Vg. Novamente, temos que
vio = | (T10) e T1p é emparelhada a Tz através da isometria O(Il. Segue que

apt(vio) = ag (I (ta0)) = F (a7 (T10)) = F (12) = 2,
completando um ciclo. Assim, o ciclo determinado por Vo é

{VZ,VG,Vlo} . (3.2)

Seguindo este raciocinio, temos os demais 49— 3 ciclos. OJ

Seja F'12g76 o grupo gerado pelo emparelhamento CD'12976 associado ao poligono
Piog—6. A partir do Teorema 3.1 concluimos que o nimero de ciclos de vértices é
49— 2.

Desse modo, concluimos que o quociente de H? pelo grupo gerado pelo empare-
lhamento @'12976, isto é, r|129767 denotado por H? / |"129767 nos fornece uma superficie
de Riemann compacta orientavel de género @.

s

Corolario 3.1.1. Se a soma dos angulos em cada ciclo é 2T, entao r|12976 é
um grupo propriamente descontinuo, isomorfo ao grupo fundamental Ty (Rg), e
}D)Z/I_'lzgf6 ¢ difeomorfo a superficie de Riemann Ry.

Demonstra¢do. Assumindo que a soma dos angulos em cada ciclo é 21T e sendo
as arestas emparelhadas de mesmo comprimento concluimos, pelo teorema de Poin-
caré, que F'12976 é discreto. Como r'12976 C PSL (2,R) temos um grupo propriamente
descontinuo®. Além disso, pelo Teorema de Poincaré, segue que o poligono é domi-
nio fundamental do grupo gerado pelas fungdes de emparelhamento, de modo que
0 quociente ]D)Z/ r'lzg_a ¢ difeomorfo a uma superficie de Riemann, Ry, compacta

orientdvel de género g e Ty (Rg) ¢ isomorfo a r|129—6' O]

5Um subgrupo I' C PSL,(R) é discreto se, e somente se, sua agdo em H? for propriamente
descontinua, [1] e [6].
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Resta apenas determinar seu género, que pode ser obtido através da caracteris-
tica de Euler-Poincaré. Do Teorema 3.1 temos que o nimero de ciclos de vértices
é 4g— 2. Sendo 6g— 3 o numero de arestas identificadas, concluimos que o empa-
relhamento q3'12976 representa uma superficie de Riemann compacta orientavel de
género g pois a caracteristica de Euler-Poincaré é dada por

X (Piog—6) =1— (6g—3)+ (49— 2) = 2—2g.

3.2. Emparelhamento generalizado Cbll\ég_G

O caso IV apresentado em [7] também fornece um emparelhamento que repre-
senta uma superficie de Riemann compacta, orientavel de género 2 e é dado pelos
pares de arestas, emparelhadas da seguinte forma:

[ {11,110}, {12, T22} . {13, T6} , {14, T15} , {T5,T16} J (3.3)

A7, T}, {18, T1g}, {To, 13}, {114, 117}

Se consideramos que os seguintes pares de arestas possuem o mesmo compri-
mento:

o {13,T6};{T4,Tag-1}; {15, Tag};
{T748k Ta1r8k}: {T8+8k, T12g-6-4k )5 { Totak: T1zrek )}
{T101 8 T1-ak}s {T124 8k, T2-ak )} {T1a1 8k, T12g-7- 4k}
se O S k S g - 27

e que as isometrias hiperbdlicas (inicas) identificam os pares conforme segue:

01 (13) = Te; 02(T4) = Tgg—1; 03(T5) = Tag;
116k (T718k) = T111ek; &2+6k (Tatak) = T12g—6-4k: &3+6k (Torek) = T134ek;

&avok (T1048k) = T1-ak; E5vek (Tr2ek) = To—ak; &6+6k (T14+8k) = T12g-7-4k;
se 0 S k S g - 27

temos que o conjunto
Pl 6= {0}, 16k E2r6k E346k Easbk, E546k: Eorens K=0,1,2,...9—2 € j=1,23}

¢ um emparelhamento para o poligono Pipg_e. Particularmente, se tomarmos g = 2
teremos o emparelhamento apresentado em (3.3).
Os resultados apresentados a seguir para o emparelhamento CD'l\égf6 podem ser

demonstramos de maneira andloga ao feito para o caso @'12g76 .

Teorema 3.2. Seja CD'1\£976 um emparelhamento do poligono Piog_s. Entao todos
os ciclos de vértices tém comprimento 3 e sao da sequinte forma:

{Va,Ve,Vag}; {V5,Veg—1,Veg+1};

{V718k, V1248 Va—ak}; {Ve+8k, Vi1+8k, Vi-ak}: {Vo+8ks Vid+8k, Vi2g—6-4k )

{Vio+8k; V138K, Vo—ak}; k=0,1,..,0—2
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Seja F'l\ég% o grupo gerado pelo emparelhamento CD'1\£976 associado ao poligono
Piog-6.

Corolario 3.2.2. Se a soma dos angulos em cada ciclo € 2Tt entao rll\égffj € grupo

3

propriamente descontinuo, isomorfo ao grupo fundamental Ty (Ry), e ID)Z/F%%G é
difeomorfo a superficie de Riemann Ry.

Analogamente se conclui também que

X (Pi2g—6) =1— (6g—3)+ (49— 2) = 2—2g.

4. Conclusoes

Os emparelhamentos generalizados que apresentamos neste trabalho estao asso-
ciados a poligonos que sdo dominios fundamentais de tesselagdes do tipo {12g— 6, 3}.
Estas tesselagoes por sua vez, fornecem empacotamentos de esferas com a méxima
densidade, ou seja, empacotamentos 6timos. Além disso, a busca por outros em-
parelhamentos relacionados a esta tesselacao auxiliard na determinacao de grupos
fuchsianos aritméticos relacionados a {12g— 6,3} (veja [11]).

Além disso, os casos III e VI foram resolvidos e podem ser encontrados em [5].

Abstract. In this paper we generalize the edge-pairings problem regarding the
Cases I and 1V, see Fig. 2, where we show that all the cycles of vertices of the
corresponding polygons have length 3, that is, the edge-pairings of the polygons
<D|12976 and q3'1\4976 have all the cycles of vertices with length 3 (Theorems 3.1 and
3.1.1 of Section 3.). Furthermore, since all the cycles of vertices have length 3 it fol-
lows that the polygons are the fundamental domains of the tessellation {12g— 6, 3}.
One of the motivations to study the edge-pairings of regular hyperbolic polygons
with 12g— 6 edges associated with the tessellation {12g— 6,3} is that such tessel-
lations lead to sphere packings with maximum density and so are related to the
construction of optimum codes whose error probability is minimum.

Keywords. Edge-pairings of hyperbolic polygons, Geometrically uniform codes,
Sphere packings, Hyperbolic geometry.
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