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Resumo. Este trabalho teve por objetivo estimar o efeito que diferentes regi-
mes de temperatura exercem sobre o crescimento de microrganismos em alimentos.
Para tal fim, foi desenvolvido um modelo matematico que consiste de um sistema
composto por duas equagdes diferenciais de primeira ordem, os quais descrevem di-
ferentes aspectos do crescimento de populages. A temperatura foi incluida através
do modelo da raiz-quadrada, o qual é utilizado com frequéncia na microbiologia e
expressa a dependéncia da taxa de crescimento dos microrganismos com a tempe-
ratura. Foram avaliados regimes de temperatura isotérmicos e regimes dindmicos,
nos quais a temperatura variava com o tempo. Dados experimentais de crescimento
de Pseudomonas em leite num regime isotérmico foram ajustados ao modelo e for-
neceram bom ajuste indicando que o modelo consegue reproduzir com boa precisao
o crescimento deste microrganismo. N&o foi possivel avaliar o modelo para regimes
dinamicos da temperatura pela indisponibilidade de dados experimentais devido a
dificuldade de realizagdo de tais experimentos. Entretanto, foram feitas simulagoes
com perfis teoricos de temperatura, os quais podem fornecer indicios importantes do
crescimento de microrganismos em situagées mais realisticas de coleta, transporte
e armazenagem de alimentos nos quais ha uma grande flutuagdo da temperatura.

1. Introducao

Muitos géneros alimenticios sao excelentes meios para o desenvolvimento de di-
ferentes microrganismos e, se as condigoes forem favoréveis, o crescimento destes
produziré alteragoes no sabor, odor e aspecto dos alimentos. Do ponto de vista nu-
tricional, o leite é considerado um dos alimentos mais completos, por apresentar em
sua composicao alto teor de proteinas, vitaminas e sais minerais tornando-se assim
um excelente meio de cultura para os microrganismos devido a estas caracteristicas,
além da alta atividade de 4gua e do pH proximo ao neutro [3].

A microbiologia preditiva estd baseada na hipotese de que o efeito das pro-
priedades dos alimentos como, por exemplo, o pH e a atividade de agua, sobre o
crescimento microbiano pode ser previsto através de modelos matematicos derivados
de estudos quantitativos dos microrganismos [7]. A aplicacdo deste ramo da micro-
biologia foi estimulada pela necessidade de se garantir a qualidade dos alimentos
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e a seguranca do consumidor, pois tanto a espécie, quanto o comportamento dos
microrganismos no alimento depende desses fatores e das condigoes ambientais as
quais o alimento esta sujeito (por exemplo, a temperatura) [7]. Um dos fatores
apontados como responsaveis por esse crescente interesse na aplicacao da microbi-
ologia preditiva reside na conscientizagao por parte de muitos microbiologistas de
alimentos de que os métodos de anélise tradicionais, para determinagao da quali-
dade e seguranga dos alimentos eram limitados pelo tempo necessario para se obter
um resultado e tinham, portanto, pouco valor preditivo, e que os métodos indiretos
baseados em mudangas quimicas, fisicas ou fisico-quimicas exigiam um nivel muito
elevado de células para fornecer uma resposta. [6].

O emprego de modelos matemaéaticos para a previsao/explicagao do crescimento
biolégico contribui de forma significativa para o estudo e desenvolvimento de novos
testes e teorias a respeito do fenémeno envolvido. Ou seja, pode-se avaliar o efeito
dos principais parametros envolvidos no fené6meno e assim buscar equacionar tais
comportamentos, com o objetivo de estabelecer projegoes futuras e seguras em
relacao ao fendémeno quanto a variagao dos pardmetros envolvidos.

Os principais modelos de crescimento frequentemente estudados e utilizados sao
os modelos sigmoides de Gompertz e o modelo logistico. A equacgao logistica, pro-
posta originalmente por Verhulst no século XVIII, tem sido um modelo ilustrativo
da dindmica do crescimento em um habitat de recursos finitos. A equagao logistica
baseia-se na nogao de que a taxa de crescimento da populacao em um ambiente é
proporcional a populacao e a quantidade de recursos disponiveis no habitat para a
exploracao [8]. Em 1825, Benjamin Gompertz propos uma fungdo que expressava a
taxa de mortalidade de seres humanos. Apos alguns anos o modelo de Gompertz,
comegou a ser utilizado por diversos autores como uma curva de crescimento, tanto
para descrigoes economicas quanto para fendémenos biologicos [12].

Os modelos preditivos podem ser usados como ferramenta de investigacao e ava-
liacao dos processos de conservagao de alimentos, proporcionando uma resposta
rapida e econémica para se obter informagoes confidveis sobre o desenvolvimento
microbiano no alimento, onde este pode estar sujeito a diferentes condi¢oes ambien-
tais. A aquisicao de tais informacoes poderia proporcionar a geracao de uma base
de dados, a qual poderia ser uma ferramenta util para a elaboragao de sistemas de
informacao para monitorar a qualidade do alimento em diversas situagoes.

O objetivo deste trabalho consiste em estudar e propor um modelo matematico,
baseado em hipoteses fisicas e biologicas de modelos de crescimento e o emprego do
mesmo para descrever o crescimento de Pseudomonas em leite UHT. Outro objetivo
consiste na verificacao do efeito da temperatura sobre o crescimento teérico de
microrganismos, propondo um modelo matematico para situagoes nao isotérmicas.

2. Apresentacao e Resolucao do Modelo

A Figura 1 apresenta um grafico tipico do crescimento de microrganismos em ali-
mentos. Em geral sao observadas 4 fases: a fase “lag”’, na qual o microrganismo
estd se adaptando ao meio, a fase exponencial, na qual o microrganismo ja esté
adaptado ao ambiente em que esta exposto e dirige todo o seu metabolismo para
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a reprodugao, a fase estacionaria, na qual j4 comegam a escassear os nutrientes e a
taxa de reproducao é equivalente & taxa de mortes e a fase de declinio, na qual os
microrganismos produzem toxinas e o niimero de mortes supera o nimero de novos
microrganismos.
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Figura 1: Curva de crescimento tipica de microrganismos em alimentos expressa em
logaritmo de unidades formadoras de colonia/gramas/hora.

O modelo proposto para descrigao da curva de crescimento de microrganismos
emprega um sistema de duas equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem. A
primeira equagao descreve o aumento do nimero de células em funcao do tempo e
a segunda a taxa com que isso ocorre em func¢ao da populagdo microbiana, sendo
que nesta segunda equagao estao incluidos termos relacionados com caracteristicas
fisiologicas e ambientais as quais os microrganismos estao sujeitos no leite.

A primeira equagdo que compoe o sistema é descrita pela equacao diferencial
ordinaria bésica, conhecida do estudo da dinAmica populacional [5]:

AN (t)

o = MIVIN(), (2.1)

onde N(t) é a populagdo no instante t e u(N) é a taxa de crescimento especifico do
microrganismo (variagdo da populagdo por unidade de tempo por individuo). Essa
equagao propoe que a velocidade de crescimento da populagao é proporcional a taxa
de crescimento especifico do microrganismo.

Baseada na equagdo (2.1), a taxa de crescimento especifico do microrganismo é
descrita pela seguinte equacao diferencial:

dp(N)

NG = N (2.2)

onde m é, por hipdétese, um paradmetro relacionado & espécie do microrganismo e
«a é um pardmetro positivo que engloba as condigoes ambientais sob as quais o
microrganismo esta sujeito. Na Equagao 2.2 se prop6s que a taxa de crescimento
especifico (velocidade de crescimento por individuo) decresce em func¢do do aumento
do ntimero de microrganismos, isto porque conforme a populagao aumenta, ha um
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maijor numero de individuos disputando uma quantidade limitada de nutrientes,
além da produgao de toxinas por parte dos proprios microrganismos servir como
fator de inibi¢do do crescimento. Do ponto de vista matematico, foi introduzido o
sinal negativo na Equagao 2.2 para assegurar que a taxa de crescimento especifico
fosse uma fungdo decrescente da populagéo (pois a derivada é negativa). Por hipo-
tese, a derivada de u(N) com relagdo a N é proporcional a uma poténcia, m, da
populagao.

Como condigGes iniciais das Equagoes 2.1 e 2.2, foi considerado que a populagao
inicial, N,, e a taxa de crescimento especifico inicial, p,, eram conhecidas e dadas
pelas expressoes N(0) = N, e p(N,) = po. Como a taxa de crescimento proposta
decai com o aumento da populagao, isso indica que a taxa de crescimento inicial
é equivalente & taxa de crescimento maxima do organismo, ou seja, o modelo esta
trabalhando apenas com a fase exponencial de crescimento. Algumas das equagoes
tradicionais na descrigao de crescimentos biolégicos trabalham com este principio,
a equacao logistica e a equacao de Gompertz modificada nao consideram a fase de
adaptacao (fase lag), mas apenas o aumento do nimero de células, uma vez iniciado
o crescimento exponencial [1], o que justifica a hipdtese empregada, além de que no
desenvolvimento microbiano a fase lag e exponencial sdo as de maior interesse para
os microbiologistas de alimentos, pois para a maioria dos alimentos, a deterioragao
ocorre antes dos microrganismos chegarem a fase estacionaria [7].

O modelo proposto pelo sistema de equagoes 2.1 e 2.2 foi resolvido analitica-
mente, iniciando a resolucao pela Equacao 2.2. Este procedimento resultou na
expressdo para a taxa de crescimento especifico, u(N), a qual apos inserida na
expressao 2.1 forneceu a seguinte fungao para a populacao:

1
Dt N™+H AT
N, uO(m+1)+aN, ,m#—1
+aNom+1

O(ma1 —t[;LO(7n+1)+(xN;;n+1
N(t) = HotmDe (2.3)
uo(emfl):|

aect

Noe{ ,m=—1.

A Figura 2 apresenta uma curva tedrica obtida com o emprego da Equacao
2.3, sendo que foram empregados os seguintes valores para os parametros: m = 1,
N, = 1000, o, =1 e a =0.001. O grafico expressa o aumento da populagao em fun-
¢ao do tempo, onde a ordenada representa o aumento populacional (em centenas) e
a abscissa representa o tempo (em horas). Conforme pode ser visualizado, o grafico
tedrico apresentado na Figura 2 se comportou de forma similar ao gréafico apresen-
tado na Figura 1, fato este que justifica as hipéteses empregadas na formulagao do
modelo.

Conforme previamente mencionado, o parametro « esta relacionado com o meio
no qual o microrganismo esté inserido. Como o ambiente exerce grande influéncia
sobre o crescimento do microrganismo, este pardmetro esta explicitamente associado
4 populagdo méaxima a qual o organismo ira atingir, Ny. Usando como base esse
principio, é possivel relacionar o parametro a & populagao méxima através do calculo
da assintota horizontal da curva que descreve N (t). Usando este procedimento, a
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Figura 2: Curva teodrica de crescimento dada pela expressao 2.3 para os seguintes
valores dos pardmetros: m =1, N, = 1000, 4, =1 e a = 0.001.

Equacao 2.3 pode ser re-escrita como:

. |:uo(m+1)N}n+1:| ~we
Nl ymtl Y| ymFT_gmFT
Ny ( ’ Ngn?lo > e L N +1 ym# —1
N(t) = (2.4)

tio
In(Ny/N,) {1—6 l"<le/No>}
Nye ,m=—1.

A Figura 3 apresenta um esbog¢o do grafico da Equacao 2.4 para diferentes
valores de m, sendo os demais parametros mantidos fixos. Observa-se que como a
populacao final esta fixada em N; = 100, o valor de m afeta a velocidade com que a
assintota da curva é atingida, sendo que quanto maior for o valor deste parametro,
mais rapido a populacao alcancara seu valor maximo.

3. Ajuste do Modelo a Dados Experimentais

O ajuste do modelo aos dados experimentais foi realizado através do emprego do
software Origin 6.0. Os dados experimentais foram obtidos na base de dados COM-
BASE (www.combase.cc), a qual é a fonte de referéncias mais importante da area,
contendo dados referentes ao crescimento de diferentes microrganismos em alimen-
tos, sujeitos a diversas condi¢oes de temperatura, pH e atividade de agua. Foram
selecionados dados experimentais de crescimento microbiano de Pseudomonas em
leite UHT, a uma temperatura constante de 25°C, com pH de 6,5 e atividade de
agua de 0,997, sendo que os dados selecionados foram medidos no Australian Food
Safety Centre of Excellence da Universidade da Tasménia, localizada em Hobart,
Austrélia.
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Figura 3: Curva teorica de crescimento microbiano para I) m =1, II) m = 0 e III)
m = —1, sendo Ny = 100 e p, = 1 nas trés situacoes.

A funcado obtida (com m # —1) foi empregada para descrever dados do cres-
cimento de Pseudomonas em leite UHT. A Figura 4 mostra o ajuste do modelo
proposto neste trabalho para os dados experimentais:
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Figura 4: Curva de crescimento ajustada a dados experimentais de Pseudomonas
em leite UHT, utilizando a expressao 2.4.

Na Figura 4 estao representados dois conjuntos de dados experimentais, os quais
foram ajustados pelo modelo proposto. Em ambos os casos o coeficiente de determi-
nacao, R2, foi superior a 0,99, indicando um bom ajuste. Os parametros calculados
através do ajuste foram: Dados 1- N, = 3,9934, Ny = 9,4587, 1, = 0,0665 e
m = 2,9447; Dados 2- N, = 3,1395, Ny = 9,5146, u, = 0,0747 e m = 2,2884.
Apesar do bom ajuste dos dados, o modelo pode nao apresentar o mesmo desempe-
nho quando aplicado a dados de crescimento em que a fase lag se faz nitidamente
presente, o que nao foi observado nos dados da Figura 4. Isto se deve ao fato de
que o modelo foi proposto levando apenas em consideracao a fase de crescimento
exponencial.
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4. Modelagem para Regimes Dinamicos da Tempe-
ratura

Em estudos envolvendo o crescimento de microrganismos, é bem reconhecido que a
temperatura exerce uma influéncia muito grande na duracao da fase lag, na veloci-
dade de crescimento e na populagao final de células, sendo assim um fator que deve
ser considerado para avaliagao da taxa de crescimento especifico das populagoes
microbianas [10].

A maior parte dos modelos encontrados na literatura, geralmente assume que
a temperatura se mantém constante durante todo o processo de crescimento [4,
2]. Entretanto, em situagdes reais de processamento, transporte e armazenamento,
a temperatura do alimento nao se mantém constante. Por essa razao, o modelo
proposto foi incrementado a fim de se obter um novo modelo, o qual fosse capaz de
predizer a vida 1til dos alimentos em condi¢oes dindmicas de temperatura.

Como « é, por hipdtese, o pardmetro relacionado as condi¢ées ambientais as
quais o microrganismo esta sujeito e a temperatura é um dos principais fatores que
influenciam a taxa de crescimento do microrganismo, o seguinte fator que relaciona
essas duas variaveis foi incluido na Equacao 2.2 [9].

Va = T(t) = Tin {1 — 7O Tmesly, (4.1)

onde Typin € T S0 as temperaturas minima e maxima, respectivamente, onde
ocorre o crescimento, sendo uma caracteristica intrinseca de cada espécie de micror-
ganismo, b é ¢ sdo pardmetros ajustaveis e T'(t) representa a temperatura a que o
alimento esta sujeito.

Com a inclusao da equacgao a equacgao 2.2, tem-se um modelo de crescimento, o
qual possibilita que a temperatura nao seja constante, conforme pode ser visualizado
no sistema de equagoes 4.2:

P = w(N)N (1)

(4.2)

du(N T Y-
W) — (BT (t) ~ Tonin][L — =T O-Tnex)]} 2N,

O modelo de crescimento proposto pelo sistema de equagoes 4.2 foi resolvido
analiticamente, sendo empregado procedimento analogo ao utilizado para a situagao
isotérmica. Os resultados para a populagdao no instante ¢, encontram-se expressos
na Equacao 4.3:

1
m+1

6[; 1o (mA+1)+a(t) N+ dt

N(t) =

) 4.3
—r + ft a(t) efot [to(m+1)+a(t) N dt (4.3)
N 0 .

onde a(t) = {b[T(t) — Tpin][1 — e*T O =Tmaz)]} =2,

Para simulacao da curva tedrica de crescimento dada pela Equacao 4.3 sob um
perfil dindmico de temperatura foi empregado o software Machcad Professional.
Neste estudo foram empregados dois perfis tedricos, os quais se encontram descritos
na Figura 5, sendo a temperatura expressa em graus Celsius e o tempo em horas.
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Figura 5: Dois perfis tedricos da temperatura para analise da Equagao 4.3.

A Figura 6 apresenta os resultados obtidos com a curva teérica de crescimento
dada pela Equacao 4.3, sob regimes de temperatura constante e de temperatura
variavel, sendo estes dados pelos perfis de temperatura da Figura 5. Esta figura
mostra graficos obtidos para o crescimento de um microrganismo hipotético cujas
temperaturas caracteristicas, Ty,in € Thaz, SA0 respectivamente iguais a 4°C e 20°C.
Os perfis apresentados referem-se as seguintes condigoes: I) temperatura constante
igual a 5°C; II) perfil de temperatura I da Figura 5; III) temperatura constante
igual a 19°C; IV) perfil de temperatura II da Figura 5; V) temperatura constante
igual a 15°C. O eixo das ordenadas representa a quantidade de microrganismos em
centenas e o eixo das abscissas o tempo, em horas.
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Figura 6: Gréficos da populacao de microrganismos em func¢ao do tempo para
diferentes perfis da temperatura.

Pode-se observar na Figura 6 que quando foram empregadas condigoes de cresci-
mento sob um regime isotérmico, as curvas de crescimento microbiano apresentaram-
se na forma sigmoidal, correspondendo ao comportamento padrao de curvas de
crescimento. Para o perfil dinAmico de temperatura, nota-se que para o perfil de
temperatura II ilustrado na Figura 5 (temperatura variando de 10°C até 5°C ao
longo do tempo), a velocidade de crescimento imediatamente apos a fase lag é alta
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(curva nimero IV na Figura 6). Com o decorrer do tempo a temperatura decai de
10°C para 5°C, o que gera como resposta uma queda da taxa de crescimento em
virtude da temperatura aproximar-se da temperatura minima de crescimento. No
perfil de temperatura I ilustrado na Figura 5 (curva nimero II na Figura 6), ocorre
um comportamento diferente, sendo que a velocidade de crescimento da populagao
ap6s a fase lag é baixa, pois a temperatura é proxima a T,;,, sendo observado
um aumento dessa velocidade no momento em que a temperatura atinge 10°C. Tal
comportamento esta ilustrado na curva continua em negrito na Figura 6, onde o
comportamento da fase exponencial de crescimento é alterado. Observa-se que ape-
sar do modelo nao isotérmico responder de forma eficiente as situagoes propostas,
sa0 necessarios mais estudos para confirmagao da eficiéncia do mesmo. Dentre es-
ses, incluem-se estudos envolvendo diferentes microrganismos e diferentes perfis de
temperatura, que visem & descricao de situagoes realmente observadas na industria.

5. Conclusoes

Os resultados obtidos pelo ajuste dos dados de crescimento de Pseudomonas em
leite UHT indicam que o modelo empregado consegue reproduzir com precisao as
diferentes fases presentes no crescimento deste microrganismo. Estes resultados ten-
dem a fortalecer a convicgao que os padroes de crescimento observados nos regimes
dindmicos de temperatura correspondem a um comportamento préoximo do que é
observado em situacoes reais. Estudos adicionais e a inclusao de um termo explicito
para a presenca da fase lag sao passos importantes para que o modelo proposto
possa ser utilizado com confianca pela industria de alimentos.

Abstract A mathematical model for evaluation of growth of microorganisms in
food is presented. Growth is estimated under different temperature regimes. The
new model is composed by two differential equations of first order which account for
different features of population growth. Temperature was included by employing a
square-root dependence with growth rate as is usually found in food microbiology
field. There were evaluated isothermal and dynamic temperature regimes in order
to fit model parameters. Experimental data from growth of Pseudomonas in milk
with temperature kept constant were fitted and results showed good accuracy. Ex-
perimental data from growth in a dynamic temperature profile were not available
due to the difficulty in obtaining such data. Simulations with theoretical profiles
of variable temperature were conducted. Data obtained from such simulations can
provide useful information about microorganism growth in situations where many
temperature fluctuations occur.
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