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Resumo. A partir do conceito de função de Green relativa à equação diferencial

fracionária associada ao problema do telégrafo, apresentamos novas relações e um

teorema de adição envolvendo as funções de Mittag-Leffler.
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1. Introdução

O cálculo fracionário é uma das ferramentas mais precisas para se refinar a descrição
de fenômenos naturais. Uma maneira bastante comum de se utilizar esta ferramenta
é substituir a derivada de ordem inteira de uma equação diferencial parcial, que
descreve um determinado fenômeno, por uma derivada de ordem não-inteira. Vários
resultados importantes e generalizações foram obtidos através desta técnica, em
diversas áreas do conhecimento, tais como: mecânica dos fluidos, fenômenos de
transporte, redes elétricas, probabilidade, biomatemática, dentre outros [3].

Por várias razões esperadas, a solução de uma equação diferencial de ordem não-
inteira costuma ser mais complexa do que a da respectiva equação de ordem inteira.
Uma das dificuldades advém do fato de o conhecimento das funções inerentes ao
cálculo fracionário, não ser tão desenvolvido quanto o conhecimento das funções
relacionadas ao cálculo de ordem inteira. Em particular, mencionamos que uma
equação diferencial ordinária, linear, de segunda ordem com coeficientes constantes
apresenta, como solução, uma função exponencial o que não é o caso de uma equação
diferencial fracionária, de onde emergem as funções de Mittag-Leffler [8].

No presente trabalho, utilizando o conceito de função de Green relativa à equação
diferencial fracionária associada ao problema do telégrafo [4], apresentamos e de-
monstramos um teorema de adição para as funções de Mittag-Leffler.

1Agradecemos ao CNPq e à FAPESP 06/52475-8 por terem financiado este projeto.
2rubens@fc.unesp.br
3ary@ime.unicamp.br
4capelas@ime.unicamp.br



2 Camargo, Chiacchio e Capelas

2. Preliminares

Para resolver nossa principal equação diferencial parcial fracionária5, utilizamos a
metodologia da justaposição de transformadas [5], ou seja, aplicamos a transfor-
mada de Fourier na parte espacial e a transformada de Laplace para eliminar a de-
pendência temporal. Sendo assim, nesta seção apresentamos a derivada fracionária
no sentido de Caputo [1], bem como suas transformadas de Laplace e Fourier. Além
disso, recuperamos alguns resultados envolvendo as funções de Mittag-Leffler.

2.1. Derivada Fracionária

Provavelmente a existência de várias definições não equivalentes para a derivada
de ordem fracionária, bem como a falta de uma interpretação geométrica evidentes
fizeram com que o cálculo fracionário não fosse utilizado em larga escala [11]. Ape-
sar disto, como foi mencionado na introdução, inúmeros resultados importantes e
generalizações foram obtidos graças ao cálculo fracionário.

Há várias formas de se introduzir a derivada de ordem não-inteira como uma
generalização para a derivada de ordem inteira, dentre elas podemos citar a definição
de Riemann-Liouville, que é a mais conhecida e a de Caputo, que é mais restritiva,
mas parece ser mais adequada para o estudo de problemas f́ısicos [4]. Além disso,
destacamos a definição de Grünwald-Letnikov que é mais apropriada para se utilizar
em problemas numéricos e a definição de Weyl que, dentre várias aplicações, é de
fundamental importância para o cálculo da derivada fracionária, por exemplo, da
função6 f(x) = 1/x. Estas e outras definições podem ser encontradas em detalhes
no livro de Podlubny [11].

No presente trabalho estamos interessados na resolução de uma EDPF relaci-
onada a um problema f́ısico, por esta razão apresentamos apenas a derivada no
sentido de Caputo.

A derivada de ordem µ no sentido de Caputo é definida da seguinte maneira [1]

D
µ
t f(t, x) ≡ ∂µ

∂tµ
f(t, x) =















1

Γ(n − µ)

∫ t

a

f (n)(τ, x)

(t − τ)µ+1−n
dτ , n − 1 < µ < n ,

f (n)(t, x) , µ ≡ n ∈ N,

na qual f (n)(t, x) denota a derivada usual de ordem n em relação à variável t.
Deste ponto em diante, consideramos o limite inferior a como sendo −∞ na parte

espacial e zero na parte temporal. O primeiro e segundo casos estão associados,
respectivamente, às transformadas de Fourier e de Laplace [5, 9].

Sendo s, com Re(s) > 0, o parâmetro da transformada de Laplace sabemos que
[11]

L

{

∂µ

∂tµ
f(t, x)

}

= sµF (s, x) −
n−1
∑

k=0

sµ−1−kf (k)(0+, x),

5Vamos utilizar a notação EDPF para designar uma equação diferencial parcial fracionária.
6Tanto a definição de Caputo quanto a de Riemann-Liouville para a derivada fracionária diver-

gem, por exemplo, para a função f(x) = 1/x.



Teoremas de Adição 3

com n − 1 < µ ≤ n e n ∈ N. Nesta equação, F (s, x) denota a transformada de
Laplace de f(t, x). Além disso, sendo ω o parâmetro da transformada de Fourier
podemos escrever para a derivada fracionária de Caputo

F {Dµ
xf(t, x)} = |ω|2µF (t, ω),

na qual F (t, ω) é a transformada de Fourier da função f(t, x).

Enquanto a transformada de Laplace da derivada fracionária de Caputo depende
de condições iniciais que possuem interpretação f́ısica, a derivada fracionária se-
gundo Riemann-Liouville depende de condições dadas em termos de aD

µ−k−1
t f(t)|t=0.

Outra importante diferença entre estas duas abordagens é que a derivada fracionária
de Caputo de uma constante é zero, o que não ocorre com a definição de Riemann-
Liouville.7 Isto justifica a utilização da derivada de Caputo e não a de Riemann-
Liouville, quando estamos interessados em resolver uma EDPF.

2.2. Funções de Mittag-Leffler

Nesta seção introduzimos a clássica função de Mittag-Leffler, denotada por Eα(x),
bem como a função de Mittag-Leffler de dois parâmetros, denotada por Eα,β(x), a
partir da função de Mittag-Leffler com três parâmetros, também conhecida como
função de Mittag-Leffler generalizada, proposta por Prabhakar [12], isto é,

Eρ
α,β(z) =

∞
∑

k=0

(ρ)k

Γ(kα + β)

zk

k!
, (2.1)

na qual (ρ)k é o śımbolo de Pochhammer,

(ρ)k =
Γ(ρ + k)

Γ(ρ)
≡ ρ(ρ + 1) · · · (ρ + k − 1)

e z ∈ C, Re(ρ) > 0, Re(α) > 0 e Re(β) > 0. Esta função generaliza a função
de Mittag-Leffler clássica e também a de dois parâmetros [6, 10], pois E1

α,1(x) =

Eα(x) =

∞
∑

k=0

zk

Γ(kα + 1)
e E1

α,β(x) = Eα,β(x) =

∞
∑

k=0

zk

Γ(kα + β)
, conseqüentemente

para α, β, ρ = 1 temos E1
1,1(x) = ex.

Nesta seção estamos interessados apenas na transformada de Laplace da função
de Mittag-Leffler. Diversas relações envolvendo a função de Mittag-Leffler de um
parâmetro podem ser encontradas em [11].

A fim de calcular a transformada de Laplace inversa da função (sα±a)−1 utiliza-
mos uma expansão em torno de s = ±∞ e uma divisão longa, desta forma podemos
escrever

L [Eα(∓a tα)] =
1

s

[

sα

sα ± a

]

=
sα−1

sα ± a
,

7Note que desta forma a derivada segundo Riemann-Liouville não pode ser interpretada como
a taxa de variação.



4 Camargo, Chiacchio e Capelas

na qual |a/sα| < 1. Para a respectiva transformada inversa temos

L−1

[

sα−1

sα ± a

]

= Eα(∓a tα),

com α > 0. Hartley-Lorenzo [7] discutem a solução geral de uma EDPF linear e
obtêm diversas relações envolvendo a função de Mittag-Leffler de um parâmetro.

Para a função de Mittag-Leffler com dois parâmetros, temos que a transformada
de Laplace é dada por [11, 13]

L
[

tβ−1Eα,β(∓atα)
]

=
sα−β

sα ± a
(2.2)

e a correspondente transformada inversa

L−1

[

sα−β

sα ± a

]

= tβ−1Eα,β(∓atα), (2.3)

a qual é válida para |a/sα| < 1.
Enfim, podemos escrever a transformada de Laplace da função de Mittag-Leffler

generalizada [8], ou seja,

L

[

tβ−1Eρ
α,β(±λtα)

]

=
sαρ−β

(sα ∓ λ)ρ

cuja transformada inversa pode ser escrita da seguinte forma

L−1

[

sαρ−β

(sα ∓ λ)ρ

]

= tβ−1Eρ
α,β(±λ tα), (2.4)

com Re(s) > 0 e Re(β) > 0. Note que para ρ = 1, isto é, E1
α,β(x) = Eα,β(x)

recuperamos o resultado da equação (2.2). Destacamos por fim que recentemente
Chamati-Tonchev [2] introduziram a função de Mittag-Leffler generalizada na teoria
de “finite-size scaling”.

3. A Equação do Telégrafo Fracionária

A assim chamada equação diferencial do telégrafo fracionária é dada por

(D2α
t + 2λ D

α
t − D

2γ
x )Gγ

α(x, t) = λ1δ(t)δ(x), (3.1)

na qual 0 < α ≤ 1, 0 < γ ≤ 1, Dξ = ∂/∂ξ, λ e λ1 são constantes positivas. Esta
equação generaliza a clássica equação do telégrafo e também, para valores espećıficos
dos parâmetros, a equação de difusão. A função de Green associada à equação (3.1)
foi recentemente discutida [4].

Em [4] discute-se a solução para a equação diferencial fracionária associada ao
problema do telégrafo através de dois métodos diferentes. Comparando os resulta-
dos obtidos podemos escrever novas relações matemáticas e um teorema de adição
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envolvendo as funções de Mittag-Leffler. Apresentamos os principais passos que le-
varam ao nosso resultado principal e posteriormente propomos uma demonstração
formal para um novo teorema de adição associado à função de Mittag-Leffler gene-
ralizada.

Consideramos condições iniciais homogêneas e convenientes condições de con-
torno, de tal forma que a transformada de Fourier possa ser calculada. Utilizando
a justaposição de transformadas, Fourier na parte espacial e Laplace na parte tem-
poral, obtemos a partir da equação (3.1), a seguinte expressão

Gγ
α(ω, s) =

λ1

s2α + 2λ sα + Λ
, (3.2)

na qual Λ = −|ω|2γ , ω e s são, respectivamente, os parâmetros da transformada de
Fourier e de Laplace. Podemos reescrevê-la na forma

Gγ
α(ω, s) =

λ1

Λ

Λ s−α

sα + 2λ

1

1 +
Λ s−α

sα + 2λ

= λ1

∞
∑

k=0

(−1)kΛk s−αk−α

(sα + 2λ)
k+1

,

com |Λ s−α/(sα + 2λ)| < 1.
Calculando a transformada de Laplace inversa podemos escrever

G
γ
α(ω, t) = λ1

∞
∑

k=0

(−Λ)k t2αk+2α−1Ek+1
α,2αk+2α(−2λ tα), (3.3)

onde Eρ
α,β(x) é dada pela equação (2.1).

Por outro lado, considerando o denominador da equação (3.2) escrito da seguinte
forma

s2α + 2λsα + Λ = (sα − µ1)(s
α − µ2),

onde µ1 = −λ −
√

λ2 − Λ e µ2 = −λ +
√

λ2 − Λ, podemos calcular a transformada
de Laplace inversa de uma maneira distinta, de modo a obter

G
γ
α(ω, t) = λ1

t2α−1

µ1 − µ2
{µ1Eα,2α(µ1t

α) − µ2Eα,2α(µ2t
α)}.

4. Teorema de Adição

Comparando as duas expressões para G
γ
α(ω, t), obtidas anteriormente, podemos

escrever um novo teorema de adição para as funções de Mittag-Leffler. Note que
a demonstração para o teorema que se segue é uma conseqüência natural das duas
formas de se calcular a função de Green, contudo aqui apresentamos uma demons-
tração formal.

Teorema 4.1. Sejam x, y ∈ R com |x| < 1 e |y| < 1. Se x 6= y então

∞
∑

k=0

(−xy)kEk+1
α,2kα+2α(x + y) =

xEα,2α(x) − y Eα,2α(y)

x − y
, (4.1)

onde Ek+1
α,2kα+2α(x + y) é dado pela equação (2.1) e E1

α,β(ξ) = Eα,β(ξ) é a função
de Mittag-Leffler com dois parâmetros.
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Demonstração. Sejam |x| < 1 e |y| < 1. A partir da equação (2.1) podemos escrever
para o primeiro membro da equação (4.1)

Ω ≡
∞
∑

k=0

(−xy)kEk+1
α,2kα+2α(x + y) =

∞
∑

k=0

(−xy)k

∞
∑

ℓ=0

(k + 1)ρ

Γ(αℓ + 2αk + 2α)

(x + y)ℓ

ℓ!
.

Utilizando a expressão do binomial e rearranjando os somatórios podemos es-
crever

Ω =
∞
∑

k=0

(−xy)k

k!

∞
∑

n=0

∞
∑

ℓ=n

Γ(k + ℓ + 1)

Γ(αℓ + 2αk + 2α)

xℓ−nyn

n!(ℓ − n)!
.

Introduzindo a mudança de variável ℓ → ℓ + n na equação anterior obtemos

Ω =

∞
∑

k=0

(−xy)k

k!

∞
∑

n=0

yn

n!

∞
∑

ℓ=0

Γ(k + ℓ + n + 1)

Γ(αℓ + αn + 2αk + 2α)

xℓ

ℓ!
.

Fazendo a mudança de ı́ndices, n → n − k e ℓ → ℓ − k temos

Ω =
∞
∑

k=0

(−1)k

k!

∞
∑

n=k

yn

(n − k)!

∞
∑

ℓ=k

Γ(ℓ + n − k + 1)

Γ(αℓ + αn + 2α)

xℓ

(ℓ − k)!

que pode ser escrita da seguinte maneira:

Ω =
∞
∑

n=0

yn

∞
∑

ℓ=0

xℓ

Γ(αℓ + αn + 2α)

n
∑

k=0

(−1)k

k!

(ℓ + n − k)!

(n − k)!(ℓ − k)!
,

com n ≥ k e ℓ ≥ k, nos demais casos Ω = 0.
Para efetuar a soma em k, utilizamos a seguinte relação para os coeficientes

binomiais:
n

∑

k=0

(−1)k

(

n
k

) (

a − k
m

)

=

(

a − n
m − n

)

.

Desta forma conclúımos, para o primeiro membro da equação (4.1), que

∞
∑

k=0

(−xy)kEk+1
α,2kα+2α(x + y) =

∞
∑

n=0

∞
∑

ℓ=0

xℓyn

Γ(αℓ + αn + 2α)
.

Por outro lado, o segundo membro da equação anterior pode ser escrito da
seguinte forma

∞
∑

n=0

∞
∑

ℓ=0

xℓyn

Γ(αℓ + αn + 2α)
=

∞
∑

ℓ=0

xℓ

Γ(αℓ + 2α)

ℓ
∑

n=0

(y

x

)n

.

Utilizando a sequinte expressão

xℓ+1 − yℓ+1

x − y
= xℓ

ℓ
∑

n=0

(y

x

)n
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válida para x 6= y, podemos escrever

∞
∑

n=0

∞
∑

ℓ=0

xℓyn

Γ(αℓ + αn + 2α)
=

1

x − y

∞
∑

ℓ=0

xℓ+1 − yℓ+1

Γ(αℓ + 2α)

=
1

x − y

{

x
∞
∑

ℓ=0

xℓ

Γ(αℓ + 2α)
− y

∞
∑

ℓ=0

yℓ

Γ(αℓ + 2α)

}

.

Utilizando a equação (2.1) com ρ = 1 temos

∞
∑

n=0

∞
∑

ℓ=0

xℓyn

Γ(αℓ + αn + 2α)
=

xEα,2α(x) − y Eα,2α(y)

x − y

onde E1
α,β(z) ≡ Eα,β(z) é a função de Mittag-Leffler com dois parâmetros. O

teorema está provado

5. Aplicações

Utilizando a regra de l’Hôpital e a equação (4.1), obtemos, como corolário, o im-
portante resultado que se segue, isto é, uma regra de soma envolvendo uma função
de Mittag-Leffler com dois parâmetros.

Corolário 5.1.

∞
∑

k=0

(−x2)kEk+1
α,2αk+2α(2x) =

(

1 + x
d

dx

)

Eα,2α(x). (5.1)

Demonstração. Utilizando a regra de l’Hôpital e tomando o limite y → x na equação
(4.1) segue-se o resultado

Como um particular caso desta relação, tomamos α = 1 na equação (5.1) de
modo a obter uma nova regra de soma para a função hipergeométrica confluente,

∞
∑

k=0

(−x2)k

(2k + 1)!
1F1(k + 1; 2k + 2; 2x) = ex. (5.2)

Além disso, apenas como uma verificação do teorema, consideramos o caso em que
y = −x. Utilizando a equação (4.1) podemos escrever

∞
∑

k=0

x2k Ek+1
α,2αk+2α(0) = E2α,2α(x2). (5.3)

Enfim, substituindo α = 1 na equação anterior, recuperamos a clássica expansão de
MacLaurin para a função co-seno hiperbólico.
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6. Conclusões

Neste trabalho, utilizando o conceito de função de Green fracionária associada à
equação do telégrafo fracionária, escrita em termos da função de Mittag-Leffler de
dois parâmetros, estabelecemos novas relações envolvendo as funções de Mittag-
Leffler.

Uma continuação natural deste trabalho é generalizar os resultados advindos do
cálculo das funções de Green e propagadores para a equação geral de difusão (de
onda) com derivada temporal fracionária, em uma, duas e três dimensões, isto é,
substituindo o operador diferencial de Laplace por sua generalização fracionária.

Abstract. Through the concept of the Green’s function associated with the fracti-

onal differential equation related to the telegraph’s problem, new relations and an

addition theorem involving the Mittag-Leffler functions are presented.
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