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Resumo. A partir do conceito de fungdo de Green relativa a equagado diferencial
fracionaria associada ao problema do telégrafo, apresentamos novas relacées e um
teorema de adicado envolvendo as fungées de Mittag-Leffler.
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1. Introducao

O calculo fracionario ¢ uma das ferramentas mais precisas para se refinar a descricao
de fend6menos naturais. Uma maneira bastante comum de se utilizar esta ferramenta
é substituir a derivada de ordem inteira de uma equagao diferencial parcial, que
descreve um determinado fenémeno, por uma derivada de ordem nao-inteira. Varios
resultados importantes e generalizagoes foram obtidos através desta técnica, em
diversas areas do conhecimento, tais como: mecanica dos fluidos, fenémenos de
transporte, redes elétricas, probabilidade, biomatematica, dentre outros [3].

Por vérias razoes esperadas, a solugao de uma equacao diferencial de ordem nao-
inteira costuma ser mais complexa do que a da respectiva equagao de ordem inteira.
Uma das dificuldades advém do fato de o conhecimento das fungdes inerentes ao
calculo fracionario, nao ser tao desenvolvido quanto o conhecimento das fungoes
relacionadas ao calculo de ordem inteira. Em particular, mencionamos que uma
equagao diferencial ordinaria, linear, de segunda ordem com coeficientes constantes
apresenta, como solugao, uma fungao exponencial o que nao é o caso de uma equagao
diferencial fraciondria, de onde emergem as fung¢oes de Mittag-Leffler [8].

No presente trabalho, utilizando o conceito de fungao de Green relativa a equagao
diferencial fracionéria associada ao problema do telégrafo [4], apresentamos e de-
monstramos um teorema de adigdo para as fungoes de Mittag-Leffler.
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2. Preliminares

Para resolver nossa principal equacao diferencial parcial fracionaria®, utilizamos a
metodologia da justaposi¢do de transformadas [5], ou seja, aplicamos a transfor-
mada de Fourier na parte espacial e a transformada de Laplace para eliminar a de-
pendéncia temporal. Sendo assim, nesta se¢do apresentamos a derivada fraciondria
no sentido de Caputo [1], bem como suas transformadas de Laplace e Fourier. Além
disso, recuperamos alguns resultados envolvendo as fungoes de Mittag-Leffler.

2.1. Derivada Fracionaria

Provavelmente a existéncia de varias definicoes nao equivalentes para a derivada
de ordem fracionaria, bem como a falta de uma interpretacao geométrica evidentes
fizeram com que o célculo fraciondrio nao fosse utilizado em larga escala [11]. Ape-
sar disto, como foi mencionado na introducao, inimeros resultados importantes e
generalizagoes foram obtidos gragas ao calculo fracionario.

Ha varias formas de se introduzir a derivada de ordem nao-inteira como uma
generalizagao para a derivada de ordem inteira, dentre elas podemos citar a defini¢ao
de Riemann-Liouville, que é a mais conhecida e a de Caputo, que é mais restritiva,
mas parece ser mais adequada para o estudo de problemas fisicos [4]. Além disso,
destacamos a definicao de Griinwald-Letnikov que é mais apropriada para se utilizar
em problemas numéricos e a defini¢go de Weyl que, dentre varias aplicagdes, é de
fundamental importancia para o cdlculo da derivada fraciondria, por exemplo, da
fungao® f(z) = 1/x. Estas e outras definigoes podem ser encontradas em detalhes
no livro de Podlubny [11].

No presente trabalho estamos interessados na resolu¢ao de uma EDPF relaci-
onada a um problema fisico, por esta razao apresentamos apenas a derivada no
sentido de Caputo.

A derivada de ordem pu no sentido de Caputo é definida da seguinte maneira [1]

1 ! f(n)(T,:E) B
Dé‘f(t,w)za—”f(t,m): F(n—u)/a(t—ﬂuﬂ—nd“ n—l<p<n,

otH
(@), p=neN,

na qual f() (t,z) denota a derivada usual de ordem n em relacéo a variavel t.

Deste ponto em diante, consideramos o limite inferior a como sendo —oo na parte
espacial e zero na parte temporal. O primeiro e segundo casos estao associados,
respectivamente, as transformadas de Fourier e de Laplace [5, 9].

Sendo s, com Re(s) > 0, o pardmetro da transformada de Laplace sabemos que
[11]

o Ty - u—1=k (k) 0+
S{Wf(t,x)}—s (s,ac)—zg 07, ),

k=0

5Vamos utilizar a notagio EDPF para designar uma equagdo diferencial parcial fracionaria.
6Tanto a definicio de Caputo quanto a de Riemann-Liouville para a derivada fracionaria diver-
gem, por exemplo, para a fungdo f(z) =1/z.
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comn—1< pu<nen €N. Nesta equagdo, F(s,z) denota a transformada de
Laplace de f(t,z). Além disso, sendo w o pardmetro da transformada de Fourier
podemos escrever para a derivada fracionaria de Caputo

F{DLf(t.2)} = W[ F(t,w),

na qual F(t,w) é a transformada de Fourier da fungao f(¢,x).

Enquanto a transformada de Laplace da derivada fracionaria de Caputo depende
de condigoes iniciais que possuem interpretacao fisica, a derivada fracionaria se-
gundo Riemann-Liouville depende de condi¢oes dadas em termos de oD~ £(#)],—0.
Outra importante diferenga entre estas duas abordagens é que a derivada fracionéria
de Caputo de uma constante é zero, o que nao ocorre com a defini¢cao de Riemann-
Liouville.” Isto justifica a utilizacio da derivada de Caputo e ndo a de Riemann-
Liouville, quando estamos interessados em resolver uma EDPF.

2.2. Funcoes de Mittag-Lefller

Nesta segao introduzimos a cldssica funcao de Mittag-Leffler, denotada por E, (),
bem como a funcao de Mittag-Leffler de dois parametros, denotada por E, g(z), a
partir da funcdo de Mittag-Leffler com trés parametros, também conhecida como
fungéo de Mittag-Leffler generalizada, proposta por Prabhakar [12], isto é,

Eg,ﬁ(z) = Z F(k(g)i 3) o (2.1)

k=0
na qual (p)r é o simbolo de Pochhammer,

(P)kZWEp(p+1)-~-(p+k—1)

ez € C, Re(p) > 0, Re(a) > 0 e Re(8) > 0. Esta funcao generaliza a funcao
de Mittag-Leffler cldssica e também a de dois parametros [6, 10], pois E} ;(x) =
E.(x) = I;J That D) e Eéﬁ(ac) = E,p5(x) = 2 Thatd) conseqilentemente
para a, 3, p = 1 temos E} | (z) = e”.

Nesta secao estamos interessados apenas na transformada de Laplace da funcao
de Mittag-Leffler. Diversas relagoes envolvendo a fungao de Mittag-Leffler de um
parametro podem ser encontradas em [11].

A fim de calcular a transformada de Laplace inversa da funcao (s®+a)~! utiliza-
mos uma expansao em torno de s = oo e uma divisao longa, desta forma podemos
escrever

£lEa(rar)] = 1 |

e sa—l
S

5%+ aq s*+a’

"Note que desta forma a derivada segundo Riemann-Liouville ndo pode ser interpretada como
a taxa de variagao.
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na qual |a/s®| < 1. Para a respectiva transformada inversa temos

gt s = E,(Fat®)
< tal alF )

com « > 0. Hartley-Lorenzo [7] discutem a solugdo geral de uma EDPF linear e
obtém diversas relacbes envolvendo a funcao de Mittag-Leffler de um parametro.

Para a funcao de Mittag-Leffler com dois parametros, temos que a transformada
de Laplace é dada por [11, 13]

L[t° 7 Eq p(Fat®)] = j;a (2.2)
e a correspondente transformada inversa
g1 [ st } = "' B, p(Fat®), (2.3)
s*+a ’

a qual ¢ vélida para |a/s%| < 1.
Enfim, podemos escrever a transformada de Laplace da fungao de Mittag-Leffler
generalizada [8], ou seja,

81 o gap—p
L [t Ea,ﬁ(i/\t )] = W
cuja transformada inversa pode ser escrita da seguinte forma
ot gap—p
(s* FA)P
com Re(s) > 0 e Re() > 0. Note que para p = 1, isto é, E,, 3(x) = Eqap(x)
recuperamos o resultado da equacgao (2.2). Destacamos por fim que recentemente

Chamati-Tonchev [2] introduziram a fungao de Mittag-Leffler generalizada na teoria
de “finite-size scaling”.

] =77 ER S(£A1Y), (2.4)

3. A Equacgao do Telégrafo Fracionaria
A assim chamada equacao diferencial do telégrafo fracionaria é dada por
(DF* +2ADY — D2)G(z,t) = Md(t)d(z), (3.1)

naqual 0 < o <1,0 <y <1, De =0/ X e A sdo constantes positivas. Esta
equacao generaliza a classica equacdo do telégrafo e também, para valores especificos
dos parametros, a equacao de difusdo. A funcdo de Green associada a equagao (3.1)
foi recentemente discutida [4].

Em [4] discute-se a soluco para a equagao diferencial fraciondria associada ao
problema do telégrafo através de dois métodos diferentes. Comparando os resulta-
dos obtidos podemos escrever novas relacoes matematicas e um teorema de adigao
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envolvendo as fungoes de Mittag-Leffler. Apresentamos os principais passos que le-
varam ao nosso resultado principal e posteriormente propomos uma demonstragao
formal para um novo teorema de adicao associado a fungao de Mittag-Leffler gene-
ralizada.

Consideramos condicOes iniciais homogéneas e convenientes condigbes de con-
torno, de tal forma que a transformada de Fourier possa ser calculada. Utilizando
a justaposicao de transformadas, Fourier na parte espacial e Laplace na parte tem-
poral, obtemos a partir da equacao (3.1), a seguinte expressao

A1

J =0 3.2
Galw,s) 520 42X s + A’ (3.2)
na qual A = —|w|?7, w e s sdo, respectivamente, os parametros da transformada de
Fourier e de Laplace. Podemos reescrevé-la na forma
)\1 Asia ]. > kAk Siakia
Galw,s) = — =M ) (DA g,
ASO‘—I—Z)\l As™@ kz—o (sa+2/\)k+1
SX 42X
com |As™¥/(s* +2))| < 1.
Calculando a transformada de Laplace inversa podemos escrever
oo
Gl(w, ) = A Y (A gPert2eantpht o oa(—2X1%), (3.3)
k=0

onde E, ;(z) é dada pela equagao (2.1).
Por outro lado, considerando o denominador da equagao (3.2) escrito da seguinte
forma
§2 208" + A = (% — 1) (s™ — p2),
onde ;3 = —A — VA2 — A e pus = —A+ VA2 — A, podemos calcular a transformada
de Laplace inversa de uma maneira distinta, de modo a obter

2a—1

GZ[(W,t) = Ali{ulEa,Qa (.ulta) - M2Ea,2a(ﬂ2ta)}~
H1 — H2

4. Teorema de Adicao

Comparando as duas expressoes para G} (w,t), obtidas anteriormente, podemos
escrever um novo teorema de adi¢ao para as fungoes de Mittag-Leffler. Note que
a demonstracao para o teorema que se segue é uma conseqiiéncia natural das duas
formas de se calcular a funcao de Green, contudo aqui apresentamos uma demons-
tragao formal.

Teorema 4.1. Sejam xz,y € R com |z| <1 e |y| < 1. Sex #y entao

mEa, o(®) =y Eq 20y
S () Bl g o+ y) = el 28 Enaell)
k=0

oo

onde Eﬁg}mﬁa(z +y) € dado pela equagio (2.1) e E} 5(€) = Eqp(€) € a funcdo
de Mittag-Leffler com dois parametros.
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Demonstragao. Sejam |z| < 1e|y| < 1. A partir da equagao (2.1) podemos escrever
para o primeiro membro da equagao (4.1)

o0

- a3 (k+1),  (z+y)
Q = k:Ek—‘rl .
];) a 2ko¢+2a x+ y ];) ZZ O(g + 2ak + 20() 0!

Utilizando a expressao do binomial e rearranjando os somatérios podemos es-

crever
k oo 00

k_;'_g_;'_ ) x@—nyn
0=
Z k" g;Fa£+2ak+2a)n'(€—n)

Introduzindo a mudan(;a de variavel £ — ¢ 4+ n na equagao anterior obtemos

() Sy s Dk+l+n+1) ot
LN Mt ekt

Q

Fazendo a mudanca de indices, n - n — k e £ — £ — k temos

Fl+n—-k+1) 2°

Q:
Z;) k' Z:: (n—k ' I‘a€+an+2a)(€—k)!

~
Il

que pode ser escrita da seguinte maneira:

NN ! "(—1)F (C4n— k)
Q_;y ;F(a€+an+2a)’; K (n— k) — k)

com n > k e f >k, nos demais casos 2 = 0.
Para efetuar a soma em Fk, utilizamos a seguinte relagao para os coeficientes

binomiais: .
S (1)(5)- (370

Desta forma concluimos, para o primeiro membro da equagao (4.1), que

1;) kEzglkaHa (@ +y) 2:: 22:: aé —|— an + 2a)’

Por outro lado, o segundo membro da equagao anterior pode ser escrito da
seguinte forma

14

ZZ a€+an+2a ;Faf—i—Qa nz()( >

n=0 ¢=0

Utilizando a sequinte expressao

l
ARV SO
Tr—y T

n=0
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valida para x # y, podemos escrever

>3 rort ey — oL e
e § a€—|— om—|—2a) r—y <~ I'(al +2a)

Il

)

| | =
NS
—N—
=3

]

8
—+ | ¢
[\)

£

NS

=3

R

<
+

[\}

L
——

Utilizando a equagdo (2.1) com p = 1 temos

ZZ _ T Eo20(%) — Y Eo2a(y)
nMOFaéJroerQQ) xT—y

onde E;g(z) = E,p(2) é a fungdo de Mittag-Leffler com dois parémetros. O
teorema estd provado O

5. Aplicacoes

Utilizando a regra de I’'Hopital e a equagdo (4.1), obtemos, como corolario, o im-
portante resultado que se segue, isto é, uma regra de soma envolvendo uma fungao
de Mittag-Leffler com dois parametros.

Coroléario 5.1.

= d

Z Eg—gakﬁa(%) = (1 + $d$) Eo20(7). (5.1)
=0

Demonstragdao. Utilizando a regra de ’'Hopital e tomando o limite y — x na equacao
(4.1) segue-se o resultado O

Como um particular caso desta relagdo, tomamos o = 1 na equacdo (5.1) de
modo a obter uma nova regra de soma para a funcao hipergeométrica confluente,

Fi(k+ 1,2k + 2;22) = €. 2
;) 2k+1 1 1( + I + i 'CL.) € (5 )

Além disso, apenas como uma verificacdo do teorema, consideramos o caso em que
b b)
y = —z. Utilizando a equagao (4.1) podemos escrever

o0
Z 2 BEL 90 (0) = Bag 0 (). (5.3)

Enfim, substituindo o = 1 na equagao anterior, recuperamos a cléssica expansao de
MacLaurin para a funcao co-seno hiperbdlico.
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6. Conclusoes

Neste trabalho, utilizando o conceito de funcao de Green fracionaria associada a
equagao do telégrafo fracionaria, escrita em termos da funcao de Mittag-Leffler de
dois parametros, estabelecemos novas relagoes envolvendo as funcoes de Mittag-
Leffler.

Uma continuagao natural deste trabalho é generalizar os resultados advindos do
cdlculo das funcoes de Green e propagadores para a equacao geral de difusao (de
onda) com derivada temporal fraciondria, em uma, duas e trés dimensoes, isto é,
substituindo o operador diferencial de Laplace por sua generalizagao fracionaria.

Abstract. Through the concept of the Green’s function associated with the fracti-
onal differential equation related to the telegraph’s problem, new relations and an
addition theorem involving the Mittag-Leffler functions are presented.
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