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Resumo. Recentemente foi apresentada uma nova versao do método LTAn para
resolver problemas de transporte lineares homogéneos em uma placa. Esta for-
mulacgdo foi denominada método ELTAN e é baseada na diagonalizacdo de uma
matriz N X N, em oposi¢io a matriz (2N) x (2N) do método LTAy original. Neste
trabalho estendemos essa formulagao para resolver problemas de transporte nao ho-
mogéneos. Simulagoes numéricas sdo apresentadas e os resultados sdo comparados
aos resultados obtidos pelos métodos LTSn e LTAN.

1. Introducao

O método Ay foi proposto por Coppa e Ravetto [11] como uma aproximacao da
forma integral da equagdo mono-energética de transporte de Boltzmann [16], consi-
derando espalhamento isotrépico e consiste em reduzir essa equagao a um sistema de
equagoes diferenciais de segunda ordem na variavel espacial, as quais sao denomina-
das equagbes An. Alternativamente, as equagoes Ay [12] foram obtidas da equacio
integro-diferencial linear de Boltzmann [16] através da aplicagdo da transformada
de Fourier sobre a varidvel espacial do fluxo angular de néutrons. Posteriormente,
o método Ay foi estendido para o caso de espalhamento anisotrépico [13], com a
devida demonstragao da convergéncia, bem como se demonstrou a sua equivaléncia
com os métodos Pon_1 [14], Son [15] e SPan.1 [10].

Posteriormente, Cardona e Vilhena [3, 7, 8] apresentaram uma nova derivagao
para as equagoes Ay em uma placa, considerando um grupo de energia e anisotropia
de grau arbitrario. Estas equagoes foram obtidas aplicando-se a transformagao de
Kuznetsov [23] no fluxo angular de néutrons e utilizando-se a idéia do método Sy
[22]. A transformagao de Kuznetsov consiste em decompor o fluxo angular em duas
fungdes dependentes da varidvel p € [0, 1] e, conseqiientemente, decompor a equagao
de transporte em duas equagoes integro-diferenciais acopladas nestas func¢ées. Aqui,
as equagoes Ay s@o obtidas aproximando o termo integral das equagdes resultantes
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por quadratura de Gauss e usando-se o método da colocacao. Nestes trabalhos,
também foi proposta a solucdo destas equagdes pelo método LTAy. Esse método
consiste na aplicacdo da transformada de Laplace nas equacgoes Ay, resolucao da
equagao algébrica resultante e inversao do fluxo transformado pelo método de Tr-
zaska [28]. O método LTAy foi apresentado como uma opgdo ao método LTSy
[29, 30], mas como se conseguia resolver no maximo as equagoes Ag e, como para
estes valores nao se encontrou vantagem numérica em relagao ao método LTS [6],
de formulagao mais simples, optou-se por abandonar temporariamente esta meto-
dologia.

Baseados nos avangos obtidos pela formulagao LTSy [18, 19, 26, 27], nos quais
foram superadas as limitagoes computacionais para trabalhar com problemas de
transporte nao-homogéneos que exigem altas ordens de quadratura, em trabalhos
recentes, Cardona et al. [4, 9] propuseram uma formulagdo melhorada do método
LTAy, extremamente robusta do ponto de vista computacional, pois permite tra-
balhar com problemas de transporte com uma fonte arbitraria e com altas ordens
de quadratura (N variando até 650). Seguindo a idéia do método LTSy, este ob-
jetivo foi alcancado através da diagonizagao da matriz LTAy, a qual é uma matriz
(2N) x (2N) resultante da aplicagdo da transformada de Laplace no conjunto das
equacoes An. Nestes trabalhos, a formulacdo LTAy foi comparada com o método
LTSy na resolucao de problemas benchmark encontrados na literatura [21], sendo
que se observou uma maior velocidade de convergéncia desta formulagao em relagao
ao método LTSy. Esta maior taxa de convergéncia deve ser confirmada e o caminho
para tal reside no estudo da convergéncia da formulacao LTAy, da mesma maneira
que foi feito para a formulagao LTSy [24, 25].

Visando reduzir o tempo de computagao da formulagao LTAy, recentemente foi
proposta uma nova versao deste metédo para resolugao de problemas homogéneos
de transporte, denominada ELTAN [5]. Esta nova formulagao é baseada na inversao
do fluxo angular transformado através da diagonalizacdo de uma matriz N x N, a
qual é obtida apds algumas manipulagoes algébricas sobre as equagoes Ay transfor-
madas. Neste trabalho, essa formulagao é estendida para resolugao de problemas
de transporte nao-homogéneos, no nosso caso, problemas dotados de uma fonte.

2. As Equacoes An

Inicialmente discutiremos a derivacao das equacbes Ay através da aplicacdo da
transformacao de Kuznetsov [23]. Para tanto, consideremos a equacio de transporte
[16]:

0
u% (2, 1) + ovp (2, 0) =

US < / ! / !/ (21)
%S BPul) [ Pl ot i+ S(op). 0 < v < a
k=0 ]

sujeita as seguintes condicoes de contorno:

(0, ) = f(p), sep >0, (2.2)
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cp(a, _:u) = 07 se > Oa (23)
onde ¢(x, 1) denota o fluxo angular, S(x, 1) o termo de fonte, Py (1) os polinémios
de Legendre e L o grau de anisotropia.

Aplicando a transformacao de Kuznetsov, respectivamente, para o fluxo angular
e termo de fonte,

] u(z,p) Fo(z,p), sepup >0
e, ) = { u(z, —p) —v(r,—p), sepp <0 (2:4)

_J Se(z,p) +Si(x, p), sepp >0
S = { Sp (e, ) — S1(ar. 1), sepr < 0 25)

substituindo na equagédo (2.1) e fazendo algumas manipulagoes algébricas, obtemos

ov
pg (@) + UtU(w,lu) =

L
7 Y OuPul) [ Pulul, )i + S ), > 0 (26)
k=0 0

par

u%(%/ﬁ) + Utv(%li) =
L

Os Z BkPk(,u/) /Pk</,6/)’l}(l‘,/.l/l)d/,bl + SI(I‘7M)7 p>0 - (27)
k=0 0

impar

Entao, aplicando o método da colocagao na varidvel angular e aproximando as
integrais que aparecem no lado direito das equagoes (2.6-2.7) por um esquema de
quadratura gaussiana, obtemos:

d
ﬂné(xmun) + ovu(, pin) =

L N
Os Z ﬁkpk(ﬂn) Z mek(NM)u(xaMm) + SP(xa Nn) (2'8)
k=0 m=1

par

du
Mn%(xv Mn) + O't’l)(w7 Nn) =

L N
Os Z BrPr(tin) Z Win P (e )0(2, ) + St(, pin) (2'9)

k=0 m=1

impar
paran =1: N (N > 2), as quais sdo conhecidas como equagoes Ay de transporte.
Aqui, pr e wi denotam, respectivamente, as raizes e os pesos da quadratura de
Gauss para o dominio p € [0, 1].
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3. O Método ELTAN

Para obter a nova formulacdo LTAy, denominada ELTAy, inicialmente reescreve-
mos as equagoes (2.8-2.9) na forma matricial e aplicamos a transformada de Laplace
na variavel espacial, resultando:

stu(s) = u(0) + Bu(s) + Sy(s) (3.1)

50(s) = v(0) + Cu(s) + Sp(s), (3.2)

onde os vetores u(z), v(x), Si(z) e Sp(z) sdo respectivamente definidos como

[U(l‘,/,&l) s u(xqu)]T7 [’U(xvlfél) s ’U(Z‘,/,LN)]T,

Si(, ) sl<x,uN>re{sp<x,m> Se(z,ux) ]
R i S

A barra denota a transformada de Laplace destes vetores, I é a matriz identidade
N x N e as matrizes N x N B e C tém, respectivamente, os coeficientes:

L
g o
ij = /78 > BiPrlpa)wiPr(p;) — jdi,j (3.3)
‘ k=0 !
impar
€
_0s - o
Cij= m > BePrps)w;Pr(ps) — ;51',3'- (3.4)
k=0

par

Entao, substituindo a equagao (3.2) em (3.1), depois de algumas manipulagoes
algébricas, obtemos:

(s°I—BC) u(s) = su(0) + Bv(0) + BSp(s) + sSi(s). (3.5)

Finalmente, fazendo BC = XDX !, onde X é a matriz dos autovetores e D é a matriz
diagonal contendo os autovalores de BC e, utilizando propriedades da transformada
de Laplace, apds a solucao da equagao (3.5) e inversado da transformada de Laplace,
obtemos:

1 1 1
u(z) =X [ eP?E-IA £ e P2 4 /eD2 @=DF(r)dr (3.6)

a

+ / e P2 (”E*T)G(T)dr
0
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€
v(z) = CXD? [eP?(@-a)p o DZop 4 /eDW*T)F(r)dT (3.7)
f/e*DE(I*T)G(T)dT ,
0
onde
1 1
F@) =3 [X‘lsl(:v) + D—ax-lBsp(x)} : (3.8)
1 ,
Glx) = 5 {X’lsl(x) - D*aX*lBsp(z)} , (3.9)

e os vetores desconhecidos A e I' sdo obtidos pela aplicacao das condicbes de con-
torno (2.2-2.3). Assim, obtemos a solugdo ELTAx dada pela equacdo (2.4) nas
direcoes discretas ug, onde u(z, ug) e v(x, ux) sdo expressos, respectivamente, pelas
componentes das equagdes matriciais (3.6) e (3.7).

4. Resultados Numeéricos

Com o objetivo de mostrar a eficiéncia sob o ponto de vista computacional da
formulacao ELTAyN comparada & da formulacao LTAy, vamos apresentar simulagoes
numéricas para dois problemas de transporte com diferentes fontes e altas ordens
de quadratura. Inicialmente, vamos considerar um problema de transporte numa
placa com espessura a = 1, vidcuo em x = 0 e em = = 1, com o termo de fonte

L
S(a.) = G D BrPi()Prlm)e ", (4.1)
k=0

espalhamento anisotrépico de grau L = 299 com [j assumindo os valores consi-
derados em Gongalves et al. [19], o, = 1 e 05 = 0.95. Problemas similares a esse
aparecem na solucao da transferéncia radiativa em nuvens pelo método de Chandra-
sekhar [2, 17]. Na tabela 1, apresentamos resultados numéricos para as formulagoes
LTAy e ELTAy para o fluxo escalar em £ = 0 e em 2 = 1, com N variando de 150 a
500. Devido ao carater idealizado deste problema, fizemos uma comparagao com os
resultados numéricos do método LTSy, com N variando de 300 a 1000, uma vez que
sua convergéncia ja foi demonstrada [24, 25] e a equivaléncia entre as formulagoes
Ay e Sy foi estabelecida [15]. Ademais, o método LTSy foi utilizado com sucesso
em uma ampla classe de problemas de transporte [18, 19, 26]. Neste problema,
as integrais de convolugao provenientes das solugoes LTAy, ELTAy e LTSy foram
calculadas analiticamente.
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Tabela 1. Resultados numéricos para o fluxo escalar pelos métodos LTAyn, ELTAn
e LTSy (L =299, a =1, 05 = 0.95, 0y = 1.0 e termo de fonte dado na equagao

(4.1)).

Método

Fluxo escalar

em x=0

Fluxo escalar
em x=0.5

Fluxo escalar

em x=1

Tempo

(s)

LTA 150

1.1159321527x10~ 1

3.8860733962x10~1

3.4840605528x10~1

4.06

LTA0

1.1159321527x10~ 1

3.8860733962x10~1

3.4840605528x10~1

11.28

LTAs50

1.1159321527x10~ 1

3.8860733962x10~1

3.4840605528x10~1

21.64

LTA300

1.1159321527x10~ 1

3.8860733962x10~1

3.4840605528x10~1

37.36

LTA350

1.1159321527x10~1

3.8860733962x10~1

3.4840605528x10~1

61.46

LTA 400

1.1159321527x10~ 1

3.8860733962x10~1

3.4840605528x10~1

103.82

LTA 50

1.1159321527x10~1

3.8860733962x10~1

3.4840605528x10~1

132.85

LTA500

1.1159321527x10~1

3.8860733962x10~1

3.4840605528x10~1

179.32

ELTA150

1.1159321368x10~ 1

3.8860733783x10~ 1

3.4840605357x10~ 1

0.66

ELTA 200

1.1159321974x10~ 1

3.8860734466x10~1

3.4840605999x10~1

1.53

ELTA250

1.1159321863x10~*

3.8860734324x101

3.4840605960x10~1

3.19

ELTA 00

1.1159318481x10~ 1

3.8860730624x10~1

3.4840601982x10~1

5.28

ELTA350

1.1159316634x10~1

3.8860728572x10 1

3.4840599869x10~ 1

8.33

ELTA 400

1.1159318821x10~1

3.8860730976x10~1

3.4840602446x10~ 1

13.14

ELTA .0

1.1159319019x10~ 1

3.8860731162x10~1

3.4840602652x10~1

17.47

ELTAx00

1.1159343808x10~ 1

3.8860758817x10~1

3.4840629830x10~1

23.49

LTSBO()

1.1159794477x10~1

3.8860571600x10~1

3.4841194710x101

5.55

LTS400

1.1159580545x10~ 1

3.8860644424x10~1

3.4840929142x10~1

13.67

LTSs00

1.1159484851x10~ 1

3.8860677330x10~1

3.4840809848x10~1

24.66

LTSGQO

1.1159433878x10~ 1

3.8860694941x10~1

3.4840746178x10~1

41.54

LTS700

1.1159403532x10~1

3.8860705453x10~1

3.4840708231x101

67.41

LTSg00

1.1159384012x10~1

3.8860712225x101

3.4840683804x10~1

110.48

LTSg00

1.1159370717x10~1

3.8860716843x10~1

3.4840667161x10~1

143.20

LTS1000

1.1159361256x10~1

3.8860720131x10~1

3.4840655313x10~1

191.69

O segundo problema de transporte em uma placa a ser considerado apresenta
os mesmos dados e condigoes de contorno do problema anterior, exceto pelo tipo de
fonte utilizada, nesse caso uma gaussiana

S(z,pu) =e

0.5(x—0.5)2

(4.2)

Na tabela 2, apresentamos resultados numéricos para as formulagoes LTAy e
ELTAy para o fluxo escalar em z =0, x = 0.5 e em & = 1, com N variando de 150
a 500. Também apresentamos comparagoes numéricas com os resultados obtidos
pelo método LTSy, com N variando de 300 a 1000, pelas mesmas razoes expostas
acima. Aqui, as integrais de convolugdo foram calculadas numericamente usando
quadratura gaussiana com 50 pontos.
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Tabela 2. Resultados numéricos para o fluxo escalar pelos métodos LTAyn, ELTAn
e LTSy (L =299, a =1, 05 = 0.95, 0y = 1.0 e termo de fonte dado na equagao

(4.2)).
Método | Fluxo esca- | Fluxo es- | Fluxo esca- | Tempo (s)
lar em x=0 | calar em | lar em x=1
x=0.5

LTA;50 | 1.2260309145 | 1.7033491796 | 1.2260309145 2.66
LTAzp | 1.2260271537 | 1.7033734812 | 1.2260271537 7.55
LTAg50 | 1.2260259146 | 1.7033736206 | 1.2260259146 13.58
LTA3p | 1.2260264917 | 1.7033708057 | 1.2260264917 23.42
LTAg50 | 1.2260265481 | 1.7033703702 | 1.2260265481 38.63
LTA4p0 | 1.2260264719 | 1.7033707669 | 1.2260264719 68.79
LTA450 | 1.2260264659 | 1.7033709661 | 1.2260264659 83.65
LTA5p0 | 1.2260264770 | 1.7033709468 | 1.2260264770 113.34
ELTA ;50 | 1.2260309046 | 1.7033491689 | 1.2260309046 0.77
ELTAgy | 1.2260271795 | 1.7033735094 | 1.2260271795 1.91
ELTAg50 | 1.2260259364 | 1.7033736413 | 1.2260259364 4.14
ELTAg3y | 1.2260263037 | 1.7033706152 | 1.2260263037 6.92
ELTA3zs50 | 1.2260262469 | 1.7033700622 | 1.2260262469 10.95
ELTA 00 | 1.2260263067 | 1.7033705958 | 1.2260263067 17.05
ELTA450 | 1.2260263090 | 1.7033708025 | 1.2260263090 23.13
ELTAgy | 1.2260278055 | 1.7033723635 | 1.2260278055 31.52
LTSs00 | 1.2262043399 | 1.7034827849 | 1.2262043399 3.56
LTS400 | 1.2261869724 | 1.7034881057 | 1.2261869724 9.14
LTS500 | 1.2261791862 | 1.7034905099 | 1.2261791862 16.39
LTSe00 | 1.2261750342 | 1.7034917966 | 1.2261750342 27.13
LTS700 | 1.2261725610 | 1.7034925646 | 1.2261725610 44.33
LTSs00 | 1.2261709694 | 1.7034930594 | 1.2261709694 74.50
LTSgpp | 1.2261698848 | 1.7034933968 | 1.2261698848 92.91
LTS1000 | 1.2261691114 | 1.7034936371 | 1.2261691114 123.01

Analisando os resultados obtidos, podemos verificar que o tempo de processa-
mento, quando se faz uso da formulacao ELTAy, é bem menor que o tempo deman-
dado com a utilizagao da formulagao LTAy. Essa constatagao ja havia sido feita
quando os dois métodos foram utilizados na resolucao de problemas homogéneos de
transporte [5]. Ademais, podemos observar uma coincidéncia de quatro algaritimos
significativos entre as formulacoes e que dentre as trés formulagoes estudadas, a do
método LTSy foi a que apresentou o pior desempenho, com uma convergéncia mais
lenta e maior esforgo computacional.

No nosso conhecimento, a construcao de uma solugao particular para uma fonte
arbitrdria e altos graus de anisotropia no método LTAy é uma novidade proposta
por Cardona et al. [4, 9]. Convém ressaltar que o método dos coeficientes a deter-
minar [20], utilizado para encontrar solugoes particulares, é aplicado apenas para
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algumas fontes especiais. Embora utilizamos uma fonte exponencial no primeiro
problema e uma fonte gaussiana no segundo, é oportuno salientar que poderiamos
ter utilizado diversos tipos de fontes, desde que as integrais de convolugao tenham
solucao. E mais, na construgao de solugoes particulares pelo Método das Fungoes de
Green [1, 10, 12] necessita-se da construcao da funcdo de Green para cada condigao
de contorno, enquanto que na técnica da transformada de Laplace, constroi-se uma
unica solugéo, a qual é vélida para qualquer tipo de condigdo de contorno. A in-
fluéncia destas condigbes aparece em constantes de integragao arbitrarias, as quais
sao obtidas do sistema algébrico linear resultante da aplicacao de uma condigao
especifica.

Finalizando, podemos dizer que o objetivo deste trabalho foi alcancado, uma vez
que o método proposto apresenta um significativo ganho no tempo de processamento
sem implicar numa maior complexidade na elaboragao dos cédigos computacionais.
Dessa forma, caminhamos na diregao de resolver problemas de transporte em uma
placa, em tempo real.

Como trabalho futuro, pretendemos resolver problemas de transferéncia radia-
tiva em nuvens e problemas transientes de transporte pelo método exposto neste
artigo.

Abstract. Recently a new version of the LTAx method was presented to solve
homogeneous linear transport problems in a slab. This approach was called ELTAyn
method and it is based on the diagonalization of a N X N matrix, instead of a
(2N) x (2N) matrix as in the original LTAx method. In this work, we extend this
formulation to solve non-homogeneous transport problems. Numerical simulations
and comparisons with the LTSy and LTAx methods are presented.
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