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Resumo. Conjuntos nebulosos são usados para descrever conceitos vagos ou incer-
tos. Sistemas de regras nebulosas (SRNs), por sua vez, é uma poderosa ferramenta
matemática para modelar fenômenos usando uma linguagem natural. Métodos
de inferência, como o método de Mamdani e a regra composicional de inferência
(RCI) de Zadeh, são usados para avaliar um SRNs. Nesse artigo introduzimos os
conceitos de espaço reticulado e operadores reticulados, que são análogos aos con-
ceitos de espaço vetorial e operadores lineares. Sobretudo, mostramos que existe
uma correspondência uńıvoca entre operadores reticulados e a RCI. Desse resultado
conclúımos que RCIs descrevem apenas um subconjunto dos métodos de inferência
para SBNs.
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1. Introdução

Conjuntos nebulosos, também chamados conjuntos fuzzy, representam uma pode-
rosa ferramenta para descrever conceitos vagos e/ou incertos como a noção de pes-
soa jovem, temperatura confortável e erro pequeno [7, 12, 23]. Além disso, a teoria
dos conjuntos nebulosos e a lógica nebulosa oferecem uma metodologia eficiente
e transparente para modelagem matemática - transparente no sentido de descre-
ver fenômenos usando uma linguagem natural [18, 25]. De fato, muitos problemas
práticos podem ser descritos usando um conjunto de regras nebulosas, i.e., regras da
forma “se-então” onde os antecedentes e/ou consequentes são conjuntos nebulosos
[12, 24]. Chamamos método de inferência a técnica usada para fazer conclusões
usando um conjunto de regras nebulosas. Aplicações de conjuntos nebulosos inclue
dinâmica populacional [1, 9, 10], diagnóstico [3], controle [4, 13], otimização [5] e
previsão de séries temporais [21, 22].

É importante esclarecer, entretanto, que a teoria dos conjuntos nebulosos e a
lógica nebulosa não são teorias nebulosas ou vagas [18, 25]. Em outras palavras,
embora usadas para descrever conceitos que não são claramente definidos, tanto
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a teoria dos conjuntos nebulosos como a lógica nebulosa possuem uma rigorosa
base matemática [7, 12]. Especificamente, essas duas teorias podem ser muito bem
conduzidas numa estrutura algébrica chamada reticulado [17].

Um reticulado possui duas operações binárias conhecidas por junção e reunião
[2]. Nesse artigo, estabelecemos uma analogia entre essas duas operações e as
operações usuais de soma e multiplicação. Além disso, apresentamos o conceito
de espaço reticulado - um conceito semelhante à noção de espaço vetorial mas defi-
nido usando as operações de junção e reunião. Introduzimos também o conceito de
operadores reticulados, que são análogos a noção de operador linear e observamos
que muitos métodos de inferência, incluindo o método de Mamdani, são exemplos de
operadores reticulados [1, 12, 18]. Sobretudo, enunciamos um teorema que carac-
teriza operadores reticulados. Em termos gerais, tal resultado é análogo ao clássico
resultado que afirma que todo operador linear definido sobre espaços finitos corres-
ponde a uma matriz, e vice-versa.

O artigo está organizado da seguinte forma. A próxima seção revisa a teoria dos
reticulados e introduz conceitos análogos as noções de espaço vetorial e operador
linear. A seção 3, apresenta os conceitos básico da teoria dos conjuntos nebulosos e
sistemas de regras nebulosas. Essa seção mostra que muitos métodos de inferência
representam operadores reticulados e termina com o teorema que caracteriza esses
operadores. O artigo termina com as considerações finais e as referências bibli-
ográficas.

2. Conceitos Básicos da Teoria dos Reticulados

A teoria dos reticulados4 tem suas origens nos estudos de Dedeking sobre álgebra
booleana, no final do século XIX [2]. Muitos outros matemáticos eminentes contri-
buiram para o desenvolvimento dessa teoria, incluindo Ore, Von Neumann, Tarski
e, principalmente, Birkhoff [2, 15, 20]. Essa teoria está baseada apenas em conceitos
matemáticos elementares e possui um papel importante em diversas aplicações mo-
dernas. Por exemplo, reticulados completos formam a base para muitas técnicas de
processamento e análise de imagens [8, 16] e inteligência computacional, incluindo
redes neurais artificiais e a teoria dos conjuntos nebulosos [7, 11, 17].

Um reticulado é um conjunto parcialmente ordenado onde todo subconjunto fi-
nito possue supremo e ı́nfimo [2]. Denotamos um reticulado por L ou M. O supremo
e o ı́nfimo de X ⊆ L serão representados pelos śımbolos

∨

X e
∧

X, respectiva-
mente. Obtemos um reticulado completo se todo subconjunto, finito ou infinito,
possui supremo e ı́nfimo. O intervalo fechado [0, 1] é um exemplo de reticulado
completo. O conjunto dos números reais R representa um reticulado, mas não é um
reticulado completo.

As operações de supremo e ı́nfimo definem duas operações binárias, chamadas
junção e reunião5, e denotadas respectivamente pelos śımbolos ∨ e ∧. Especifica-
mente, definimos essas operações através das seguintes equações, para todo x, y ∈ L:

x ∨ y =
∨

{x, y} e x ∧ y =
∧

{x, y}. (2.1)

4Tradução do termo inglês “lattice theory”.
5Tradução dos termos “join” e “meet”, respectivamente [2].
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Pode-se mostrar que as operações de junção e reunião satisfazem as seguintes
propriedades para todo x, y, z ∈ L:

1. Comutatividade: x ∨ y = y ∨ x e x ∧ y = y ∧ x.

2. Associatividade: x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z e x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z.

3. Absorção: x ∧ (x ∨ y) = x ∨ (x ∧ y) = x.

4. Idempotência: x ∨ x = x e x ∧ x = x.

Reciprocamente, um conjunto equipado com duas operações que satisfazem os 4
itens anteriores é um reticulado [2].

Existe na teoria dos reticulados um importante conceito chamado prinćıpio de
dualidade [2, 8]. Em poucas palavras, esse prinćıpio afirma que existe um reticulado
dual associado a todo reticulado L. Com efeito, se L é um reticulado com uma
ordem parcial ≤, então L é também um reticulado com a ordem parcial ≤′ dada
por x ≤′ y se e somente se y ≤ x, para todo x, y ∈ L. O reticularo (L,≤′) é chamado
dual de (L,≤). As operações de junção (∨′) e reunião (∧′) de (L,≤′) correspondem
às operações de reunião (∧) e junção (∨) do reticulado (L,≤). Consequentemente,
toda sentença em (L,≤) implica uma sentença em (L,≤′) que é obtida substituindo
as operações de junção por reunião, e vice-versa. As duas equações em (2.2) e (2.3)
exemplificam o prinćıpio de dualidade onde a segunda equação corresponde ao dual
da primeira. Note que podeŕıamos definir apenas as primeiras equações em (2.2)
e (2.3), e deduzir as demais usando prinćıpio de dualidade. Essa observação será
usada nas próximas seções, por exemplo, na definição do espaço reticulado inf-∨.

Dizemos que um reticulado L é distributivo se as seguintes equações valem para
todo α, x, y ∈ L:

α ∧ (x ∨ y) = (α ∧ x) ∨ (α ∧ y) e α ∨ (x ∧ y) = (α ∨ y) ∧ (α ∨ y). (2.2)

Analogamente, um reticulado completo L é infinitamente distributivo se as seguintes
equações valem para todo α ∈ L e X ⊆ L [2, 8]:

α ∧
(

∨

X
)

=
∨

x∈X

(α ∧ x) e α ∨
(

∧

X
)

=
∧

x∈X

(α ∨ x). (2.3)

2.1. Espaços reticulados

As duas Eqs. em 2.2 são análogas a distributividade do produto com a soma, i.e.,
α (x + y) = αx + αy. Por outro lado, as duas Eqs. em 2.3 podem ser identificadas
com a equação α

(∫

X
dx
)

=
∫

X
(αdx). Desse modo, podemos delinear uma analogia

entre as operações de junção e reunião de reticulados com as operações de adição
e multiplicação dos números reais. Em vista do prinćıpio de dualidade, podemos
identificar sem perda de generalidade, “∧” com “×”, “∨” com “+” e, no caso de
reticulados completos,

∫

X
dx com

∨

X.
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Através das operações de junção “∨” e reunião “∧”, podemos definir a seguinte
estrutura algébrica6: Um espaço reticulado sup-∧ é um conjunto não vazio L de-
finido sobre um reticulado distributivo L onde a operação junção associa a cada
par x,y ∈ L um elemento x ∨ y ∈ L e a operação reunião associa a cada x ∈ L e
α ∈ L um elemento α ∧ x ∈ L. Dualmente, podemos definir o conceito de espaço
reticulado inf-∨. Note que os espaços reticulados sup-∨ e inf-∧ são ambos análogos
ao conceito de espaço vetorial, mas definido sobre um reticulado.

Gostaŕıamos de observar que espaços reticulados também representam reticu-
lados distributivos com operações de junção e reunião [2, 8]. Em particular, se L

for um reticulado completo infinitamente distributivo então o espaço reticulado L
também representa um reticulado completo infinitamente distributivo.

Exemplo 1. Considere o reticulado completo L = [0, 1]. O hipercubo L
n = [0, 1]n

é um exemplo de espaço reticulado análogo à R
n. De fato, dado um escalar α ∈ L

e vetores coluna x = [x1, . . . , xn]T ∈ L
n e y = [y1, . . . , yn]T ∈ L

n, podemos definir
x ∨ y = [x1 ∨ y1, . . . , xn ∨ yn]T ∈ L

n e α ∧ x = [α ∧ x1, . . . , α ∧ xn]T ∈ L
n. Neste

caso, x ∨ y é simplesmente o máximo elemento-a-elemento de x e y. Por outro
lado, o vetor α ∧ x é obtido efetuando um corte de ńıvel α no vetor x. A ordem
parcial em [0, 1]n é dada por x ≤ y se, e somente se, xi ≤ yi para todo i = 1, . . . , n.

Exemplo 2. Dado um conjunto U e o reticulado completo L = [0, 1], o conjunto de
todas as funções x : U → L, denotado por F(U), é um exemplo de espaço reticulado
análogo ao espaço das funções cont́ınuas definidas sobre um conjunto compacto [14].
Por exemplo, dados α ∈ L e funções x,y ∈ F(U), definimos x ∨ y ∈ F(U) e
α ∧ x ∈ F(U) como segue para todo u ∈ U :

(x ∨ y)(u) = x(u) ∨ y(u) e (α ∧ x)(u) = α ∧ x(u) . (2.4)

Finalmente, podemos introduzir um conceito semelhante à noção de operador
linear, mas sobre espaços reticulados. Sejam L e M espaços reticulados sobre L.
Dizemos que T : L → M é um operador sup-∧ se a seguinte equação valer para
todo x,y ∈ L e α, β ∈ L:

T
[

(α ∧ x) ∨ (β ∧ y)
]

= [α ∧ T (x)] ∨ [β ∧ T (y)] . (2.5)

Se L for um reticulado completo infinitamente distributivo, então um operador
sup-∧ deve satisfazer a seguinte equação para todo X ⊆ L e α ∈ L:

T
(

α ∧
(

∨

X
))

= α ∧

[

∨

x∈X

T (x)

]

. (2.6)

Na próxima seção mostraremos que os principais sistemas baseados em regras
nebulosas representam operadores sup-∧. Gostaŕıamos de observar, entretanto, que
podemos definir de forma análoga o conceito de operador inf-∨ aplicando o prinćıpio
de dualidade nas Eqs. 2.6 e 2.5. Ambos operadores sup-∧ e inf-∨ são referidos como
operadores reticulados.

6Nesse artigo, usaremos fontes em negrito para denotar elementos de um espaço reticu-
lado/vetorial e fontes em italico para denotar escalares.
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3. Conceitos Básicos sobre Conjuntos Nebulosos e

Sistemas Baseados em Regras Nebulosas

O conceito de conjunto nebuloso (ou conjunto fuzzy) foi introduzido em 1965 por
Zadeh no intuito de descrever matematicamente conceitos vagos empregados fre-
quentemente na linguagem cotidiana [23].

Um conjunto nebuloso, definido sobre um universo de discurso U , é caracterizado
por uma função de pertinência que atribui um valor no intervalo [0, 1] para cada
elemento u ∈ U . Em outras palavras, um conjunto nebuloso é descrito por uma
função x : U → [0, 1]. O valor x(u) representa o grau de compatibilidade de u ∈ U

com o conceito representado por x, i.e., x(u) representa o quanto u é x. A famı́lia
de todos os conjuntos nebulosos em U será denotada por F(U). Lembre-se que
F(U) é um exemplo de espaço reticulado, conforme apresentado no Exemplo 2. Em
particular, se U = {u1, . . . , un} é um universo de discurso finito, então x ∈ F(U)
corresponde à um vetor x = [x1, . . . , xn]T ∈ [0, 1]n, onde xi = x(ui) para todo
i = 1, . . . , n. Nesse caso, temos o espaço reticulado apresentado no Exemplo 1.

Na próxima seção mostraremos que alguns métodos de inferência, como o método
de Mamdani, representam operadores sup-∧ [18, 12]. Antes de proseguir, porém,
gostaŕıamos de mencionar que as operações de junção e reunião em F(U) correspon-
dem às operações de união e intersecção de conjuntos nebulosos [7, 18, 23]. Além
disso, as operações “∧” e “∨” correspondem aos conectivos “e” e “ou” na lógica
nebulosa, respectivamente [1, 12, 17].

Finalmente, gostaŕıamos de lembrar que conjuntos nebulosos definidos sobre
o produto cartesiano U × V de dois universos de discurso são chamados relações
nebulosas [12, 17, 18]. Em outras palavras, uma relação nebulosa representa uma
função R : U × V → [0, 1]. A famı́lia de todas as relações nebulosas sobre U × V é
denotada por F(U × V ).

3.1. Sistemas de regras nebulosas e o método de Mamdani

Uma regra nebulosa é qualquer sentença da forma se-então onde os antecedentes
e/ou consequentes são conjuntos nebulosos [1, 12, 17, 18]. Várias regras nebulosas
formam um Sistema de Regras Nebulosas (SRNs). Matematicamente, podemos
representar um SRNs com antecedentes e consequentes nebulosos como segue onde
xξ ∈ F(U) e yξ ∈ F(V ) são conjuntos nebulosos para todo ξ = 1, . . . , k.

Se u é xξ então v é yξ, para todo ξ = 1, . . . , k. (3.1)

SRNs são usados para modelar problemas que podem ser descritos usando lingua-
gem natural. Aplicações de SRNs inclue avaliação da qualidade de um serviço de
transmissão de voz sobre IP, modelagem da evolução de soropositivos para HIV
numa determinada população e diagnóstico de cancer de próstata [1, 3, 4, 9, 10].
Apresentamos abaixo um exemplo simples de SRNs [18].

Exemplo 3. Vamos supor que uma sala possua um aparelho de ar condicionado.
Podemos representar a regulagem automatica do aparelho em relação à temperatura
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ambiente através de um SRN com regras do tipo

Se a temperatura é alta, então a potência é máxima, (3.2)

onde os universos de discurso U e V representam a temperatura ambiente e a
potência do aparelho de ar-condicionado, respectivamente. Na regra 3.2, o conjunto
nebuloso do antecedente representa o conceito de “temperatura alta” enquanto que
o conjunto nebuloso do consequente corresponde à noção de “potência máxima”.

É importante observar que regras nebulosas podem ser formuladas de forma sim-
ples usando nossa concepção de como o sistema (ar-condicionado) deve funcionar.
O SRNs é usado posteriormente para inferir a potência apropriada para uma dada
temperatura ambiente.

Dado um SRNs, como em (3.1), e um conjunto nebuloso x ∈ F(U) (e.g. a
temperatura ambiente), a forma mais usada para deduzir um conjunto nebuloso
y ∈ F(V ) (e.g. a potência do ar-condicionado) consiste em efetuar os seguintes
passos [1, 12]:

1. Calcular o grau de intersecção de x com os antecedentes xξ das regras nebu-
losas. Em termos matemáticos, calculamos:

rξ =
∨

u∈U

(

xξ(u) ∧ x(u)
)

, ∀ ξ = 1, . . . , k . (3.3)

O valor rξ mede o grau de compatibilidade dos conjuntos nebulosos x e xξ.

2. Definir o conjunto nebuloso y como a união dos consequentes yξ truncados
nos respectivos valores rξ, para ξ = 1, . . . , k. Especificamente, definimos

y(v) =

k
∨

ξ=1

(

rξ ∧ yξ(v)
)

, ∀ v ∈ V . (3.4)

A estratégia descrita pelos itens 1 e 2 acima é conhecida como método de inferência
de Mamdani [1]. Todavia, é importante lembrar que existem outros métodos de
inferência diferente do método proposto por Mamdani [12, 18].

3.2. Regra composicional de inferência e operadores sup-∧

O método de Mamdani representa um caso particular da Regra Composicional de
Inferência (RCI), um conceito introduzido nos anos 1970 por Zadeh [24]. Uma
RCI define o conjunto nebuloso deduzido y através de uma composição do con-
junto nebuloso x ∈ F(U) com uma relação nebulosa R ∈ F(U × V ) que captura o
comportamento do SRNs. Formalmente, y ∈ F(V ) é dado pela equação

y(v) = TR(x)(v) =
∨

u∈U

(

R(u, v) ∧ x(u)
)

, ∀ v ∈ V . (3.5)
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A relação nebulosa R ∈ F(U × V ) pode ser definida de diversas formas [12, 18].
Por exemplo, no método de Mamdani, definimos R ∈ F(U × V ) como segue:

R(u, v) =

k
∨

ξ=1

(

xξ(u) ∧ yξ(v)
)

, para todo u ∈ U e v ∈ V . (3.6)

Note que a Eq. 3.5 define um operador TR : F(U) → F(V ) análogo ao conceito
de operador integral, mas definido sobre um espaço reticulado. Lembre-se que um
operador integral TK : C(U) → C(V ) é dado pela seguinte equação onde C(U) e C(V )
denotam o conjunto de todas as funções reais cont́ınuas sobre conjuntos compactos
U e V , respectivamente, e K(u, v) representa o núcleo do operador integral [14]:

y(v) = TK(x)(v) =

∫

U

K(u, v)x(u)du, ∀ v ∈ V . (3.7)

Operadores integrais são exemplos de operadores lineares sobre o espaço das funções
reais cont́ınuas. Portanto, podemos nos perguntar se TR representa um operador
reticulado. O seguinte teorema mostra que TR dado pela Eq. 3.5 é um operador
sup-∧. O Teorema 3.1 mostra também que a rećıproca é válida, i.e., todo operador
sup-∧ é descrito pela Eq. 3.5.

Teorema 3.1. Sejam U e V universos de discurso. Um operador TR : F(U) →
F(V ) é um operador sup-∧ se, e somente, se TR é dado pela Eq. 3.5 para alguma
relação nebulosa R ∈ F(U × V ).

Demonstração. Primeiramente vamos supor que TR seja um operador sup-∧.
Seja Iu : U → {0, 1} a função indicadora definida como segue: Iu(µ) = 1 se

µ = u e Iu(µ) = 0 caso contrário. Note que podemos representar x ∈ F(U) como
segue usando funções indicadoras:

x(µ) =
∨

u∈U

(

x(u) ∧ Iu(µ)
)

, ∀µ ∈ U , (3.8)

ou, simplesmente,

x =
∨

u∈U

(

x(u) ∧ Iu

)

. (3.9)

Como TR é um operador sup-∧, temos

TR(x)(v) = TR

(

∨

u∈U

(

x(u) ∧ Iu

)

)

(v) =
∨

u∈U

TR

(

x(u) ∧ Iu

)

(v)

=
∨

u∈U

(

x(u) ∧
(

TR(Iu)(v)
)

)

, (3.10)

para todo v ∈ V . Logo TR satisfaz a Eq. 3.5 onde a relação R ∈ F(U × V ) é dada
por R(u, v) = TR(Iu)(v) para todo u ∈ U e v ∈ V .
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Por outro lado, suponha que TR seja dado pela Eq. 3.5, mostraremos que TR é
um operador sup-∧. Para isso, seja X ⊆ F(U) e α ∈ [0, 1]. Assim, temos

TR

(

α ∧
(

∨

X
)

(v) =
∨

u∈U

(

R(u, v) ∧
(

α ∧
(

∨

X
))

(u)
)

= α ∧
[

∨

u∈U

(

R(u, v) ∧
(

∨

X
)

(u)
)]

= α ∧
[

∨

u∈U

(

∨

x∈X

(R(u, v) ∧ x(u))
)]

= α ∧
[

∨

x∈X

(

∨

u∈U

(R(u, v) ∧ x(u))
)]

= α ∧
[

∨

x∈X

TR(x)(v)
]

, (3.11)

para todo v ∈ V . Portanto, TR é um operador sup-∧ pois satisfaz a Eq. 2.5.

4. Considerações Finais

Nesse artigo estabelecemos uma analogia entre as operações de junção e reunião de
reticulados com as operações usuais de soma e multiplicação. Além disso, intro-
duzimos conceitos de espaço reticulado, operadores sup-∧ e inf-∨. Esses conceitos
devem ajudar na compreensão e manipulação de conjuntos nebulosos e RCI, pois
são análogos às noções de espaço vetorial e operadores lineares. É importante res-
saltar, entretanto, que muitos resultados válidos para espaço vetoriais e operadores
lineares podem não valer para espaços reticulados e seus operadores. Os conceitos
de espaço e operadores reticulados podem apontar novas direções de pesquisa. O
leitor interessado em desenvolver pesquisas nesse assunto é convidado à consultar
as seguintes referências que tratam de assuntos similares [2, 6, 16, 19].

Finalmente, gostaŕıamos de observar que muitos livros e artigos sobre a teoria
dos conjuntos nebulosos e sobre lógica nebulosa apresentam a Eq. 3.5 como a forma
geral de inferência de SNRs com antecedentes e consequentes nebulosos. O argu-
mento usado frequentemente é o seguinte: Como SRNs capturam relações entre
as variáveis u ∈ U e v ∈ V , esses podem então ser representados de forma geral
usando uma relação nebulosa. Todavia, o Teorema 3.1 mostra que a Eq. 3.5 des-
creve apenas um subconjunto de todos os operadores entre as famı́lias de conjuntos
nebulosos F(U) e F(V ), i.e., a classe dos operadores sup-∧. O método de inferência
introduzido por Kosko constitui um exemplo de operador entre conjuntos nebulosos
que não pode ser descrito pela Eq. 3.5 [13, 18]. É importante observar também que
a classe dos SRNs funcionais [12, 18], que inclue os modelos de Takagi-Sugeno, não
faz parte da abordagem apresentada nesse artigo.
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Nebulosas”, PhD thesis, Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP),
Campinas, Brasil, 2007.

[23] L. Zadeh, Fuzzy sets, Information and Control, 8, No. 3 (1965), 338–353.

[24] L. Zadeh, Outline of a new approach to the analysis of complex systems
and decision processes, IEEE Transactions on Systems, Man and Cybernetics,
SMC-3 No. 1 (1973), 28–44.

[25] L. Zadeh, Is there a need for fuzzy logic? Information Sciences, 178, No. 13
(2008), 2751–2779.


