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Resumo. Conjuntos nebulosos sdo usados para descrever conceitos vagos ou incer-
tos. Sistemas de regras nebulosas (SRNs), por sua vez, é uma poderosa ferramenta
matemadtica para modelar fendmenos usando uma linguagem natural. Métodos
de inferéncia, como o método de Mamdani e a regra composicional de inferéncia
(RCI) de Zadeh, sao usados para avaliar um SRNs. Nesse artigo introduzimos os
conceitos de espago reticulado e operadores reticulados, que sao analogos aos con-
ceitos de espago vetorial e operadores lineares. Sobretudo, mostramos que existe
uma correspondéncia univoca entre operadores reticulados e a RCI. Desse resultado
concluimos que RCIs descrevem apenas um subconjunto dos métodos de inferéncia
para SBNs.

Palavras-chave. Teoria dos conjuntos nebulosos, sistemas de regras nebulosas,
regra composicional de inferéncia, operadores lineares, reticulados.

1. Introducao

Conjuntos nebulosos, também chamados conjuntos fuzzy, representam uma pode-
rosa ferramenta para descrever conceitos vagos e/ou incertos como a nogao de pes-
soa jovem, temperatura confortdvel e erro pequeno [7, 12, 23]. Além disso, a teoria
dos conjuntos nebulosos e a ldgica nebulosa oferecem uma metodologia eficiente
e transparente para modelagem matematica - transparente no sentido de descre-
ver fendmenos usando uma linguagem natural [18, 25]. De fato, muitos problemas
praticos podem ser descritos usando um conjunto de regras nebulosas, i.e., regras da
forma “se-entdo” onde os antecedentes e/ou consequentes sdo conjuntos nebulosos
[12, 24]. Chamamos método de inferéncia a técnica usada para fazer conclusoes
usando um conjunto de regras nebulosas. Aplicagoes de conjuntos nebulosos inclue
dindmica populacional [1, 9, 10], diagndstico [3], controle [4, 13], otimizacgao [5] e
previsao de séries temporais [21, 22].

E importante esclarecer, entretanto, que a teoria dos conjuntos nebulosos e a
légica nebulosa nao sdo teorias nebulosas ou vagas [18, 25]. Em outras palavras,
embora usadas para descrever conceitos que nao sao claramente definidos, tanto
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a teoria dos conjuntos nebulosos como a légica nebulosa possuem uma rigorosa
base matemadtica [7, 12]. Especificamente, essas duas teorias podem ser muito bem
conduzidas numa estrutura algébrica chamada reticulado [17].

Um reticulado possui duas operagoes bindrias conhecidas por juncao e reuniao
[2]. Nesse artigo, estabelecemos uma analogia entre essas duas operagdes e as
operagoes usuais de soma e multiplicagao. Além disso, apresentamos o conceito
de espago reticulado - um conceito semelhante & nocao de espago vetorial mas defi-
nido usando as operagoes de juncao e reuniao. Introduzimos também o conceito de
operadores reticulados, que sao andlogos a no¢ao de operador linear e observamos
que muitos métodos de inferéncia, incluindo o método de Mamdani, sao exemplos de
operadores reticulados [1, 12, 18]. Sobretudo, enunciamos um teorema que carac-
teriza operadores reticulados. Em termos gerais, tal resultado é anédlogo ao cléssico
resultado que afirma que todo operador linear definido sobre espacos finitos corres-
ponde a uma matriz, e vice-versa.

O artigo estd organizado da seguinte forma. A préxima secao revisa a teoria dos
reticulados e introduz conceitos andlogos as nocoes de espago vetorial e operador
linear. A secdo 3, apresenta os conceitos basico da teoria dos conjuntos nebulosos e
sistemas de regras nebulosas. Essa segao mostra que muitos métodos de inferéncia
representam operadores reticulados e termina com o teorema que caracteriza esses
operadores. O artigo termina com as consideracoes finais e as referéncias bibli-
ogréficas.

2. Conceitos Basicos da Teoria dos Reticulados

A teoria dos reticulados* tem suas origens nos estudos de Dedeking sobre dlgebra
booleana, no final do século XIX [2]. Muitos outros mateméticos eminentes contri-
buiram para o desenvolvimento dessa teoria, incluindo Ore, Von Neumann, Tarski
e, principalmente, Birkhoff [2, 15, 20]. Essa teoria estd baseada apenas em conceitos
matematicos elementares e possui um papel importante em diversas aplicagbes mo-
dernas. Por exemplo, reticulados completos formam a base para muitas técnicas de
processamento e anglise de imagens [8, 16] e inteligéncia computacional, incluindo
redes neurais artificiais e a teoria dos conjuntos nebulosos [7, 11, 17].

Um reticulado é um conjunto parcialmente ordenado onde todo subconjunto fi-
nito possue supremo e infimo [2]. Denotamos um reticulado por L. ou M. O supremo
e o infimo de X C L serdo representados pelos simbolos \/ X e A X, respectiva-
mente. Obtemos um reticulado completo se todo subconjunto, finito ou infinito,
possui supremo e infimo. O intervalo fechado [0,1] é um exemplo de reticulado
completo. O conjunto dos nimeros reais R representa um reticulado, mas nao é um
reticulado completo.

As operagoes de supremo e infimo definem duas operagoes bindrias, chamadas
jungdo e reunido®, e denotadas respectivamente pelos simbolos V e A. Especifica-
mente, definimos essas operagoes através das seguintes equagoes, para todo z,y € L:

;U\/y:\/{x,y} e TAy= /\{m,y} (2.1)

4Tradugdo do termo inglés “lattice theory”.
5Tradugao dos termos “join” e “meet”, respectivamente [2].
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Pode-se mostrar que as operagoes de jungao e reuniao satisfazem as seguintes
propriedades para todo x,y, z € L:

1. Comutatividade: xtVy=yVzxezxzAy=yAuz.

2. Associatividade: zV (yVz)=(zVy)VzexzA(yAz)=(xAy) Az
3. Absor¢ao: x A (zVy)=aV(zAy) ==z

4. Idempoténcia: tVx=zexAx =z.

Reciprocamente, um conjunto equipado com duas operagbes que satisfazem os 4
itens anteriores é um reticulado [2].

Existe na teoria dos reticulados um importante conceito chamado principio de
dualidade [2, 8]. Em poucas palavras, esse principio afirma que existe um reticulado
dual associado a todo reticulado L. Com efeito, se L é um reticulado com uma
ordem parcial <, entdo L é também um reticulado com a ordem parcial <’ dada
por <’ y se e somente se y < x, para todo z,y € L. O reticularo (L, <’) é chamado
dual de (L, <). As operagoes de jungao (V') e reuniao (A') de (L, <') correspondem
as operagoes de reuniao (A) e jungao (V) do reticulado (L, <). Consequentemente,
toda sentenga em (L, <) implica uma sentenga em (L, <’) que é obtida substituindo
as operagoes de juncdo por reunido, e vice-versa. As duas equagoes em (2.2) e (2.3)
exemplificam o principio de dualidade onde a segunda equagao corresponde ao dual
da primeira. Note que poderiamos definir apenas as primeiras equagdes em (2.2)
e (2.3), e deduzir as demais usando principio de dualidade. Essa observagao serd
usada nas préximas segoes, por exemplo, na definicao do espaco reticulado inf-V.

Dizemos que um reticulado 1L é distributivo se as seguintes equagoes valem para
todo a, x,y € L:

alN(zVy)=(anz)V(eAy) e aV(zAy =(@Vy) A(aVy). (2.2)

Analogamente, um reticulado completo L é infinitamente distributivo se as seguintes
equagoes valem para todoa € Le X CL [2, 8]

a/\(\/X)z\/(a/\a:) e a\/(/\X):/\(a\/x). (2.3)

rzeX reX

2.1. Espagos reticulados

As duas Egs. em 2.2 sfo andlogas a distributividade do produto com a soma, i.e.,
a(x+y) = ax + ay. Por outro lado, as duas Eqgs. em 2.3 podem ser identificadas
com a equagao « (fX dx) = fX (adzx). Desse modo, podemos delinear uma analogia
entre as operacoes de juncao e reuniao de reticulados com as operagoes de adigao
e multiplicacao dos ntimeros reais. Em vista do principio de dualidade, podemos
identificar sem perda de generalidade, “A” com “x”, “V” com “+” e, no caso de
reticulados completos, f + dx com \/ X.
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Através das operagoes de juncao “V” e reuniao “A”, podemos definir a seguinte
estrutura algébrica®: Um espaco reticulado sup-A é um conjunto ndo vazio £ de-
finido sobre um reticulado distributivo 1. onde a operacao juncao associa a cada
par X,y € £ um elemento x Vy € L e a operagao reuniao associa a cada x € L e
a € L um elemento a A x € L. Dualmente, podemos definir o conceito de espago
reticulado inf-V. Note que os espagos reticulados sup-V e inf-A sao ambos analogos
ao conceito de espaco vetorial, mas definido sobre um reticulado.

Gostarfamos de observar que espagos reticulados também representam reticu-
lados distributivos com operagoes de jungao e reuniao [2, 8]. Em particular, se L
for um reticulado completo infinitamente distributivo entao o espago reticulado £
também representa um reticulado completo infinitamente distributivo.

Exemplo 1. Considere o reticulado completo L = [0,1]. O hipercubo L™ = [0, 1]"
é um exemplo de espaco reticulado andlogo a R™. De fato, dado um escalar o € L
e vetores coluna X = [x1,...,x,]7 €L" ey = [y1,...,yn]T € L™, podemos definir
XVy=[z1 VY, .2, V]l EL" eaAx = [aAxy,...,aAx,]T € L". Neste
caso, x V'y € simplesmente o mdximo elemento-a-elemento de x e y. Por outro
lado, o vetor a A x € obtido efetuando um corte de nivel a no vetor x. A ordem
parcial em [0,1]" € dada por x <y se, e somente se, x; < y; para todoi=1,...,n.

Exemplo 2. Dado um conjunto U e o reticulado completo L = [0,1], o conjunto de
todas as fungées x : U — L, denotado por F(U), é um exemplo de espago reticulado
andlogo ao espago das fungées continuas definidas sobre um conjunto compacto [14].
Por exemplo, dados o € L e fungies x,y € F(U), definimos xVy € F(U) e
aAx € F(U) como segue para todo v € U:

xVy)(u)=x(u)Vyu) e (aAx)(u)=aAx(u). (2.4)

Finalmente, podemos introduzir um conceito semelhante & nocao de operador
linear, mas sobre espacos reticulados. Sejam £ e M espagos reticulados sobre L.
Dizemos que T : £L — M é um operador sup-A se a seguinte equagao valer para
todox,ye Lea,f el

Tllanx)V(BAY)] =[laATE)]V[BAT(y)]. (2.5)

Se L for um reticulado completo infinitamente distributivo, entao um operador
sup-A deve satisfazer a seguinte equagao para todo X C L e o € LL:

T (a/\ (\/X)) =aA X\G/XT(X)

Na préxima secao mostraremos que os principais sistemas baseados em regras
nebulosas representam operadores sup-A. Gostariamos de observar, entretanto, que
podemos definir de forma andloga o conceito de operador inf-V aplicando o principio
de dualidade nas Egs. 2.6 e 2.5. Ambos operadores sup-A e inf-V sao referidos como
operadores reticulados.

(2.6)

6Nesse artigo, usaremos fontes em negrito para denotar elementos de um espago reticu-
lado/vetorial e fontes em italico para denotar escalares.
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3. Conceitos Basicos sobre Conjuntos Nebulosos e
Sistemas Baseados em Regras Nebulosas

O conceito de conjunto nebuloso (ou conjunto fuzzy) foi introduzido em 1965 por
Zadeh no intuito de descrever matematicamente conceitos vagos empregados fre-
quentemente na linguagem cotidiana [23].

Um conjunto nebuloso, definido sobre um universo de discurso U, é caracterizado
por uma funcao de pertinéncia que atribui um valor no intervalo [0, 1] para cada
elemento u € U. Em outras palavras, um conjunto nebuloso é descrito por uma
funcdo x : U — [0, 1]. O valor x(u) representa o grau de compatibilidade de u € U
com o conceito representado por x, i.e., x(u) representa o quanto v é x. A familia
de todos os conjuntos nebulosos em U serd denotada por F(U). Lembre-se que
F(U) é um exemplo de espago reticulado, conforme apresentado no Exemplo 2. Em
particular, se U = {uq,...,u,} é um universo de discurso finito, entdo x € F(U)
corresponde & um vetor x = [x1,...,2,]T € [0,1]", onde x; = x(u;) para todo
i=1,...,n. Nesse caso, temos o espaco reticulado apresentado no Exemplo 1.

Na proxima secao mostraremos que alguns métodos de inferéncia, como o método
de Mamdani, representam operadores sup-A [18, 12]. Antes de proseguir, porém,
gostarfamos de mencionar que as operagoes de jungao e reuniao em F(U) correspon-
dem as operagoes de unido e interseccao de conjuntos nebulosos [7, 18, 23]. Além
disso, as operagoes “A” e “V” correspondem aos conectivos “e” e “ou” na légica
nebulosa, respectivamente [1, 12, 17].

Finalmente, gostariamos de lembrar que conjuntos nebulosos definidos sobre
o produto cartesiano U x V de dois universos de discurso sao chamados relacdes
nebulosas [12, 17, 18]. Em outras palavras, uma relacdo nebulosa representa uma
funcdo R: U x V — [0,1]. A familia de todas as relagoes nebulosas sobre U x V é
denotada por F(U x V).

3.1. Sistemas de regras nebulosas e o método de Mamdani

Uma regra nebulosa é qualquer sentenca da forma se-entdo onde os antecedentes
e/ou consequentes sdo conjuntos nebulosos [1, 12, 17, 18]. Vdrias regras nebulosas
formam um Sistema de Regras Nebulosas (SRNs). Matematicamente, podemos
representar um SRNs com antecedentes e consequentes nebulosos como segue onde
x¢ € F(U) e y* € F(V) sdo conjuntos nebulosos para todo £ = 1,..., k.

Se u éx® entdo véy®, paratodo E=1,... k. (3.1)

SRNs sao usados para modelar problemas que podem ser descritos usando lingua-
gem natural. Aplicagoes de SRNs inclue avaliacao da qualidade de um servigo de
transmissao de voz sobre IP, modelagem da evolugao de soropositivos para HIV
numa determinada populagéo e diagndstico de cancer de préstata [1, 3, 4, 9, 10].
Apresentamos abaixo um exemplo simples de SRNs [18].

Exemplo 3. Vamos supor que uma sala possua um aparelho de ar condicionado.
Podemos representar a regulagem automatica do aparelho em relagdo a temperatura
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ambiente através de um SRN com regras do tipo
Se a temperatura € alta, entdo a poténcia é maxima, (3.2)

onde os universos de discurso U e V representam a temperatura ambiente e a
poténcia do aparelho de ar-condicionado, respectivamente. Na regra 3.2, o conjunto
nebuloso do antecedente representa o conceito de “temperatura alta” enquanto que
o conjunto mebuloso do consequente corresponde a nocdao de “poténcia mdrima”.

E importante observar que regras nebulosas podem ser formuladas de forma sim-
ples usando nossa concepgao de como o sistema (ar-condicionado) deve funcionar.
O SRNs ¢é usado posteriormente para inferir a poténcia apropriada para uma dada
temperatura ambiente.

Dado um SRNs, como em (3.1), e um conjunto nebuloso x € F(U) (e.g. a
temperatura ambiente), a forma mais usada para deduzir um conjunto nebuloso
y € F(V) (e.g. a poténcia do ar-condicionado) consiste em efetuar os seguintes
passos [1, 12]:

1. Calcular o grau de interseccio de x com os antecedentes x¢ das regras nebu-
losas. Em termos matematicos, calculamos:

=\ () Ax@), vE=1,. k. (3.3)

uelU
O valor ¢ mede o grau de compatibilidade dos conjuntos nebulosos x e x£.

2. Definir o conjunto nebuloso y como a unido dos consequentes y¢ truncados

nos respectivos valores r¢, para € = 1,..., k. Especificamente, definimos
k
y(v) = \/ (7"5 /\yg(v)), YveV. (3.4)
e=1

A estratégia descrita pelos itens 1 e 2 acima é conhecida como método de inferéncia
de Mamdani [1]. Todavia, é importante lembrar que existem outros métodos de
inferéncia diferente do método proposto por Mamdani [12, 18].

3.2. Regra composicional de inferéncia e operadores sup-/A

O método de Mamdani representa um caso particular da Regra Composicional de
Inferéncia (RCI), um conceito introduzido nos anos 1970 por Zadeh [24]. Uma
RCI define o conjunto nebuloso deduzido y através de uma composi¢ao do con-
junto nebuloso x € F(U) com uma relagdo nebulosa R € F(U x V) que captura o
comportamento do SRNs. Formalmente, y € F(V') é dado pela equagao

y(v) = Ta(x)(v) = \/ (R(u, v) /\X(u)), Voev. (3.5)
uelU
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A relagéo nebulosa R € F(U x V) pode ser definida de diversas formas [12, 18].
Por exemplo, no método de Mamdani, definimos R € F(U x V') como segue:

k
R(u,v) = \/ (xg(u) A yg(v)) , paratodoucUevelV. (3.6)
e=1

Note que a Eq. 3.5 define um operador Tg : F(U) — F(V) andlogo ao conceito
de operador integral, mas definido sobre um espago reticulado. Lembre-se que um
operador integral Tk : C(U) — C(V') é dado pela seguinte equacao onde C(U) e C(V)
denotam o conjunto de todas as fungoes reais continuas sobre conjuntos compactos
U e V, respectivamente, e K (u,v) representa o nicleo do operador integral [14]:

y(v) =Tk (x)(v) = /UK(u, v)x(u)du, YveV. (3.7)

Operadores integrais sao exemplos de operadores lineares sobre o espago das fungoes
reais continuas. Portanto, podemos nos perguntar se Tg representa um operador
reticulado. O seguinte teorema mostra que Tz dado pela Eq. 3.5 é um operador
sup-A. O Teorema 3.1 mostra também que a reciproca é vélida, i.e., todo operador
sup-A é descrito pela Eq. 3.5.

Teorema 3.1. Sejam U e V wuniversos de discurso. Um operador Tgr : F(U) —
F (V) € um operador sup-A se, e somente, se T é dado pela Eq. 3.5 para alguma
relagdo nebulosa R € F(U x V).

Demonstracdo. Primeiramente vamos supor que Tr seja um operador sup-A.

Seja I, : U — {0,1} a fun¢ao indicadora definida como segue: I,(u) = 1 se
w=uel,(u) =0 caso contrario. Note que podemos representar x € F(U) como
segue usando fungoes indicadoras:

x(w) = \/ (x() AL(w), VueU, (3.8)

uelU

ou, simplesmente,

X = \/ (x(u) A Iu> . (3.9)

uelU

Como Tgr é um operador sup-A, temos

Tr(x)(v) = Tr <\/ (x(u) /\Iu)> W)=\ Tr (x(u) /\Iu)(v)

uelU

=V (X(“)A (TR(Iu)(v))) (3.10)

uelU

para todo v € V. Logo Tg satisfaz a Eq. 3.5 onde a relagdo R € F(U x V) é dada
por R(u,v) = Tr(L,)(v) paratodou e U ev € V.
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Por outro lado, suponha que Ty seja dado pela Eq. 3.5, mostraremos que Ty é
um operador sup-A. Para isso, seja X C F(U) e o € [0, 1]. Assim, temos

TR<a/\ (\/X)(v) :u\E/U (R(u,v) A (a/\ (\/X))(u))
—aA [ \/ (R(u,v) A (\/x)(u))} —an [ \/ ( \/ (R(u,v)Ax(u)))}

uelU uwelU xeX
—an [ \/ ( \/ (R(u,v) Ax(u)))] —an [ \/ TR(X)(’U)}, (3.11)
xeX wueU xeX

para todo v € V. Portanto, Tr é um operador sup-A pois satisfaz a Eq. 2.5. O

4. Consideracgoes Finais

Nesse artigo estabelecemos uma analogia entre as operagoes de jungao e reuniao de
reticulados com as operacoes usuais de soma e multiplicacdo. Além disso, intro-
duzimos conceitos de espago reticulado, operadores sup-A e inf-V. Esses conceitos
devem ajudar na compreensdo e manipulacao de conjuntos nebulosos e RCI, pois
sao analogos as nogoes de espago vetorial e operadores lineares. E importante res-
saltar, entretanto, que muitos resultados validos para espaco vetoriais e operadores
lineares podem nao valer para espacos reticulados e seus operadores. Os conceitos
de espaco e operadores reticulados podem apontar novas diregoes de pesquisa. O
leitor interessado em desenvolver pesquisas nesse assunto é convidado a consultar
as seguintes referéncias que tratam de assuntos similares [2, 6, 16, 19].

Finalmente, gostariamos de observar que muitos livros e artigos sobre a teoria
dos conjuntos nebulosos e sobre légica nebulosa apresentam a Eq. 3.5 como a forma
geral de inferéncia de SNRs com antecedentes e consequentes nebulosos. O argu-
mento usado frequentemente é o seguinte: Como SRNs capturam relagbes entre
as varidveis u € U e v € V, esses podem entao ser representados de forma geral
usando uma relagao nebulosa. Todavia, o Teorema 3.1 mostra que a Eq. 3.5 des-
creve apenas um subconjunto de todos os operadores entre as familias de conjuntos
nebulosos F(U) e F(V), i.e., a classe dos operadores sup-A. O método de inferéncia
introduzido por Kosko constitui um exemplo de operador entre conjuntos nebulosos
que néo pode ser descrito pela Eq. 3.5 [13, 18]. E importante observar também que
a classe dos SRNs funcionais [12, 18], que inclue os modelos de Takagi-Sugeno, nao
faz parte da abordagem apresentada nesse artigo.
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