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RESUMO. Este trabalho propdem o uso da Matematica Intervalar em conjunto com o Método dos
Minimos Quadrados e a linguagem Python para obter a melhor solu¢do aproximada para sistemas inter-
valares obtidos de experimentos fisicos. Este método de resolucdo serd aplicado para obter a melhor funcio
aproximada que ajusta um conjunto de dados oriundos de um experimento fisico, no qual um carro se des-
loca com aceleracdo constante sob um trilho de ar inclinado. Ao fazer esse tipo de abordagem usando a
Matematica Intervalar, busca-se inferir como as incertezas provenientes do experimento, assim como os er-
ros gerados pelas representagdes e operagdes muméricas em computadores, interferem no resultado obtido.
Para isso, se fez necessdrio a utilizagdo da biblioteca Python for Extended Scientific Computing (Python-
XSC), a qual é baseada na estrutura da aritmética intervalar e fornece func¢des para a resolugdo de sistemas
lineares intervalares. A aplica¢do do estudo feito se mostrou bastante eficiente e de fécil utiliza¢do, o que
motiva sua utiliza¢do.

Palavras-chave: aproximacao de fun¢des, matemadtica intervalar, minimos quadrados, Python, PYXSC.

1 INTRODUCAO

As ciéncias experimentais, como a Fisica e a Engenharia, lidam constantemente com dados
numéricos oriundos de préticas experimentais que trazem uma incerteza inerente do proprio
processo de medicdo. Esses dados, geralmente associados a grandezas fisicas, devem ser cla-
ramente interpretados e, muitas vezes, essas medidas ficam sujeitas a erros que ndao podem ser
eliminados [13]. Por isso, neste contexto, € comum o aparecimento de sistemas lineares inconsis-
tentes e a necessidade de se buscar a melhor solu¢do aproximada através do método dos minimos
quadrados.
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Segundo [15], a incerteza no valor de uma grandeza x indica o quanto ela pode ser diferente
do valor verdadeiro. Neste estudo, fundamentado pela Teoria de Erros, € comum utilizar proba-
bilidades e a funcdo gaussiana, também conhecida por fun¢do normal de erros, para descrever
erros experimentais. Alguns softwares, como o Pasco Capstone, utilizados para lidar com dados
experimentais ja sdo implementados levando em conta esse contexto e utilizam uma aritmética
apropriada.

Neste trabalho a Matemadtica Intervalar, introduzida por Moore [11], € utilizada para tratar a incer-
teza numérica na obtengdo e processamento dos dados experimentais e, com isso, os coeficientes
e termos independentes do sistema linear que modela o problema serdo todos intervalares.

A melhor solugio intervalar para o sistema serd obtida com o médulo computacional de resolugio
de sistemas lineares com coeficientes intervalares, apresentado em [6], denominado Python for
Extended Scientific Computing (Python-XSC). Este médulo se mostrou eficiente para encontrar
a melhor func¢do intervalar que ajusta dados obtidos em praticas experimentais.

Atualmente, existem vdrias bibliotecas para Matemadtica Intervalar implementadas nas mais di-
versas linguagens. Entretanto, segundo [3], estas bibliotecas, em geral, ndo possuem como ob-
jetivo serem utilizadas em préticas de ensino, muito menos serem de facil aprendizado para o
desenvolvimento de aplica¢des. Por exemplo, os médulos mais conhecidos nessa area sdo pagos,
como o Intlab [14] (biblioteca de Matematica Intervalar para o Matlab), o que dificulta o acesso.

Por outro lado, o0 médulo Pylnterval € licenciado pela GPL, ou seja, tem seu c6digo aberto e é
distribuido como software livre. Este modulo, apresentado em [6], garante excelentes resultados
por ter sido desenvolvido com arredondamentos direcionados, isto é, o resultado exato sempre
estd no intervalo obtido.

Como ¢ ressaltado em [6], o Pylnterval foi desenvolvido permitindo expansdes futuras de acordo
com a necessidade dos usudrios. Por exemplo, em [5], o mddulo foi usado na andlise intervalar
de circuitos elétricos e aqui serd utilizado para obter a melhor solucio aproximada, pelo processo
de minimos quadrados, para um problema fisico de estimar a fun¢@o horaria de um carro que se
movimenta em um tubo de ar com a acelera¢io constante.

Este artigo estd organizado da seguinte forma. Na Secdo 2 € apresentada o método dos Minimos
Quadrados utilizando a Algebra Linear. Os principais conceitos de vetores e matrizes interva-
lares s@o apresentados na Secdo 3. Além disso, nessa se¢do serd definido o sistema intervalar e
além da solugdo utilizando o mddulo Pylnterval, também sera exposto um método de solucdo
composto pelas solucdes dos sistemas formados pelas extremidades de cada intervalo. Na Secdo
4, serdo apresentados dados de alguns experimentos e as solugdes serdo obtidas e analisadas. As
consideragdes finais sdo apresentadas na Secado 5.
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2 A BIBLIOTECA PYTHON FOR EXTENDED SCIENTIFIC COMPUTING
(PYTHON-XSC)

Atualmente, existem vdrias bibliotecas para Matematica Intervalar implementadas nas mais di-
versas linguagens. Entretanto, segundo [3], muitas ndo tem por objetivo serem utilizadas em
préticas de ensino e ndo sdo de facil aprendizado, o que dificulta sua utilizacdo nas aplicacdes
[14].

J4 o moédulo Python for Extended Scientific Computing (Python-XSC) [6] foi desenvolvido
para ser mais acessivel. Ele € um conjunto desenvolvido em Python, utilizando o paradigma
da Programagao Orientada a Objetos (POO), que implementa classes basicas para a manipulagdo
de intervalos utilizando a Matematica Intervalar [1,11, 12]

A arquitetura do médulo Python-XSC é composta pelas seguintes classes: (i) xscGlobals, (ii)
eFloat, (iii) interval, (iv) iMatrix, (v) iEquationSolve e (vi) erro (Figura 1).

Globals
Error EFloat [<= - - Interval [<<- - IMatrix [<€— - — - = = |IEquationSolve
IIMatrix IVector IDirectMethod literativeMethod

Figura 1: Diagrama de classes da biblioteca Python-XSC. Fonte [6].

E importante ressaltar que o médulo Python-XSC é licenciado pela GPL, ou seja, tem o
cddigo aberto e € distribuido como software livre. Assim como, o Python-XSC € portével e
multiplataforma, caracteristicas estas herdadas da linguagem Python.

Neste trabalho o Python-XSC € utilizado para representar os intervalos, as matrizes intervalares
e para resolver um sistema linear intervalar proveniente da aplicagdo do método dos minimos
quadrados com o objetivo de obter o melhor ajuste intervalar para a curva que descreve o movi-
mento retilineo uniforme. Os arquivos necessdrios para executar o método discutido aqui podem
ser acessados em https://url.gratis/X1zGk.

3 ABORDAGEM MATRICIAL PARA O METODO DE MINIMOS QUADRADOS

O processo de Minimos Quadrados fornece a melhor solug¢do aproximada para sistemas lineares
inconsistentes [2]. Existem algumas formas diferentes de abordar e desenvolver esse método, por
exemplo, neste trabalho serd utilizada a Algebra Linear.
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Pela Algebra Linear, um sistema A ;:Z onde x é o vetor coluna constituido pelas incégnitas
reais xj,xs,...,Xx, € consistente se, e somente se, o vetor coluna Z de termos independentes
€ combinacdo linear dos vetores coluna de A, por sua vez, constituidos pelos coeficientes das
incdgnitas [2]. Supondo que W € o espago-coluna de A, o sistema A ;:Z ¢ inconsistente quando
Z§é W. Neste caso, a melhor solugﬁo para o problema, conhecida como solu¢do por Minimos
Quadrados, é obtlda substituindo b pelo vetor de W mais préximo de Z Este vetor € exatamente
a projecdo de b em W aqui denotada por projw b

—
Figura 2: A X= projw b

—

z

N
O espago-coluna de A e o espaco-nulo de A7 sdo complementos ortogonais e como p —A x é

— — -
ortogonal & W (Figura 2), segue que » —A x satisfaz AT x=0, isto é
— — —
AT(h—AX)=0cAT x=AT p. (3.1)

z

. . . . . L. L=
O sistema (3.1), conhecido como sistema auxiliar, é consistente e sua Unica solu¢do x=

TA\-14T 7 % ‘ . . 2_7
(ATA)7'A" p é também a melhor solugdo aproximada paraA x=p.
Considerando a incerteza nos dados numéricos, [7] define o vetor intervalar
B _qT
X=[mm] o wl (3.2)
cujos termos sdo incdgnitas, a matriz intervalar

[All?gll] [Alnazln]
A= (Aij)mxn = ’ (3.3)

[AmlaAml] [Ann’Amﬂ]

onde os termos das m linhas e n colunas sdo os coeficientes das incdgnitas e o vetor intervalar
B= [[blﬁﬂ oo (b bul| (3.4)
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Figura 3: Trilho de ar inclinado.

formado pelos termos independentes do sistema.

Utilizando tais termos, [6] desenvolve uma biblioteca livre com a linguagem de programagio
Python, denominada biblioteca Python-XSC, com a qual é possivel obter a solug@o do sistema
intervalar AX = B, pelo método dos minimos quadrados.

Para habilitar a biblioteca PylInterval, primeiramente deve-se utilizar o comando from pyxsc im-
port seguido de asterisco. As funcdes imatrix() e ivector() definem os termos do sistema inter-
valar AX = B e a transposta da matriz A € obtida com a funcdo getTranspose(). Esta fungdo
¢ utilizada para definir os termos do novo sistema A”AX = AT B, que fornece a solugio por
Minimos Quadrados com a fungio ilterativeMethod(,) para ATA e AT B.

4 AJUSTES DE FUNCOES COM BIBLIOTECA PYINTERVAL

Para aplicar o método de solugdao com a biblioteca Python-XSC foi realizado um experimento
no Laboratério de Fisica da Escola de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Federal do Rio
Grande do Norte que consistiu em registrar o tempo de percurso e o deslocamento, denotados
por ¢ e x(t)), de um carro que se movia livremente sobre um trilho de ar inclinado (Figura 3).
A partir dos dados numéricos coletados, o objetivo era determinar o ajuste da funcao horaria do
espaco s(r) = so+vot + ar? /2, onde sg, vy € a sdo, respectivamente, a posigéo inicial, a velocidade
inicial e a acelerag@o do carro.

Trends Comput. Appl. Math., 22, N. 3 (2021)
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Foram realizados trés experimentos correspondentes a inclinag¢des diferentes para do trilho. Em
cada um deles foram registrados dados do tipo (#,x(¢)), correspondentes aos eventos “desloca-
mento do carro sobre o trilho”. Os registros das informagdes foram feitos considerando uma
incerteza de 0.001 em ambas as coordenadas, o que resultou nos dados intervalares ([z,7], [x,X]).

EXPERIMENTO I: ([0.080,0.082],[0.359,0.361]), ([0.157,0.159],[0.409,0.411]), ([0.
229,0.231],[0.459,0.461]), ([0.302,0.304], [0.509,0.511]),([0.425,0.427], [0.609,0.611])),
([0.537,0.539],]0.709,0.711]), ([0.726,0.728], [0.909,0.911]),([0.870,0.872],[1.109, 1.11
1]), (]1.04,1.042],[1.309,1.311]) e ([1.174,1.176],[1.509, 1.511]).

Na Figura 4 pode-se observar a biblioteca intervalar sendo habilitada com o comando from
pyxsc import*. Em seguida as matrizes intervalares do sistema AX = Bsdo definidas. Tais ter-
mos, por sua vez, sdo usados na defini¢cdo do sistema auxiliar ATAX =ATBe, por fim, a funcdo
ilterativeMethod(,) fornece a solugdo intervalar:

X (T)=[—0.965469, 1.572287]r>+{—1.273477,1.572287)t+{—0.066763,0.699266].  (4.1)

A titulo de validagao, utilizou-se os pontos médios dos dados experimentais com o objetivo de ve-
rificar se os coeficientes da funcdo real de ajuste para esses dados estao nos respectivos intervalos
da solucdo intervalar. A implementagdo para este caso real foi feita no software GeoGebra, utili-
zando o método dos minimos quadrados, de forma semelhante ao que foi desenvolvido em [9,10].
O sistema A,,x,;, = B, obtido substituindo os valores numéricos na fungéo x(¢) = b2 +vot + so,
onde b = g é:

0.006561b +0.081v + s = 0.36 [0.006561 0.081 1 [0.36]
0.024964b + 0.158v) + 50 = 0.41 0.024964 0.158 1 0.41
0.0529 +0.23vy + 5o = 0.46 0.0529 023 1 0.46
0.091809b +0.303v + 5o = 0.51 0.091809 0303 1| 0.51
0.181476b+0.426v9 +50 =061 _ |0.181476 0426 1 vl = 0.61 42
0.289444b +0.538v( + 5o = 0.71 0.289444 0.538 1 0.71
0.528529b +0.727vo + so = 0.91 0.528529 0.727 1 :0/, 0.91
0.758641b+0.871vg + 5o = 1.11 0.758641 0.871 1| 1.11
1.083681b + 1.041vy + 59 = 1.31 1.083681 1.041 1 1.31
1.380625b + 1.175v0 + 50 = 1.51 1.380625 1.175 1] 1.51]
Am By

Para implementar o sistema (4.2) na Janela CAS do GeoGebra, primeiramente definiu-
se os pontos Pi:= (#;,s(t;)) e os vetores pi := (t;,s(t;)), para i = 1,...,10. Em seguida
A::{{Elemento(pl,l,l)z, Elemento(p1,1,1), 1}, {Elemento(p2,1,1)2, Elemento(p2,1,1), 1},
...,{Elemento(p10,1,1)?, Elemento(p10,1,1), 1}} foi definida como a matriz de coeficientes,
B:={{Elemento(p1,2,1)}, {Elemento(p2,1,1)}, ... {

Elemento(p10,1,1)}} como a matriz de termos independentes e A’ foi definida por
M:=MatrizTransposta(A).

Trends Comput. Appl. Math., 22, N. 3 (2021)
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1 from pyxsc import#*
2 #Matriz B

4 A=imatrix([[[0.0064,0.006724],([0.080,0.082],([1,1]11],

5 [[0.024865,0.02528],[0.157,0.159], [1,111,
6 [[0.05244,0.05336],[0.229,0.231], [1,1]1]1,
7 [[0.09120,0.09242],[0.302,0.304], [1,111,
8 [[0.18062,0.18233], [0.425,0.427], [1,1]]1,

9 [[0.28837,0.29052],[0.537,0.539],1[1,11]1,
10 [[0.52708,0.52998], [0.726,0.728],[1,1]1],
11 [[0.75690,0.76038],[0.870,0.872], [1,1]1],
12 [[1.08160,1.08576], [1.040,1.042],[1,1]1]1,
13 [[1.37828,1.38298],[1.174,1.176]1,[1,1111)
14

15 # Matriz b

16

17 b = ivector([[0.359,0.361],

18 [0.409,0.411],

19 [0.459,0.461],

20 [0.509,0.511],

21 [0.09,0.611],

22 [0.709,0.711],

23 [0.909,0.911],

24 [1.109,1.111],

25 [1.309,1.311],

26 [1.509,1.511]17)

27

28 #Transposta de A

29 At = A.getTranspose ()

30 #Aplicando o processo de minimos quadrados
31 M = At*A

32 N = At*b

33 #Solucionando o sistema Mx=N

34 X = ilterativeMethod(M,N)

35 x.getXVector ()

Figura 4: Resolug¢ao do sistema no software Python com método Pylnterval.

Por fim, o comando p:=Matrizlnversa(M*A)*M*B fornece o vetor com os valores de b, vq e sq,
com os quais define-se a solucao:

X = 0.4287441% +0.514575t 4 0.315822, 4.3)
cujos coeficientes estao contidos nos respectivos coeficientes da solugao intervalar fornecida com
a biblioteca Python.

EXPERIMENTO 2: ([0.210,0.212],[0.249,0.251)), ([0.390,0.392],[0.299,0.301]), ([0.526,
0.528],]0.349,0.351]), ([0.709,0.711],[0.399,0.401]), ([0.917,0.919],[0.499,0.501]), ([1.079,
1.081],]0.599,0.601]), ([1.392, 1.394],[0.799,0.801)), ([1.638, 1.640],[0.999, 1.001]), ([1.877,
1.879],[1.199,1.201]) e ([2.070,2.072],1.399,1.401]).

Trends Comput. Appl. Math., 22, N. 3 (2021)



366 SOLUGAO INTERVALAR PARA AJUSTE DE CURVAS USANDO O MODULO PYTHON-XSC

A funcdo intervalar de ajuste, obtida com a biblioteca Python, é:
X(T)=[—0.111972;0.560323]r*+{—0.691658;0.741903]+{—0.121523;0.566551], 4.4)

e a funcdo real de ajuste para os valores médios dos dados intervalares, obtida com o software
GeoGebra, é:

xXm (1) = 0.21645412 +0.1208321 +0.204502. 4.5)

EXPERIMENTO 3: ([0.071,0.073],[0.359,0.361]), ([0.136,0.138],[0.409,0.411]), ([0.0.208,
0.210],[0.459,0.461]), ([0.291,0.210], [0.509,0.511]), ([0.386,0.388],[0.609,0.611]), ([0.669,
0.671],0.909,0.911]), ([0.825,0.827],[1.109, 1.111]), ([0.878,0.880],[1.309, 1.311]) e ([1.107,
1.109],[1.509, 1.511]).

A funcio intervalar de ajuste, obtida com a biblioteca Python, é:
X(T)=[—1.197102;1.779465]r*+{—1.178821; 1.779465]t+—0.076206; 0.668844], (4.6)

e a funcdo real de ajuste para os valores médios dos dados intervalares, obtida com o software
GeoGebra, é:

X (f) = 0.054117¢% 4 1.100512¢ + 0.208027. 4.7)

Os coeficientes da solucdo intervalar, obtidos com a biblioteca PylInterval possuem uma ampli-
tude relativamente pequena e contém os coeficientes das solucdes dos sistemas lineares reais
obtidos com o ponto médio dos intervalos amostrais de cada experimento.

5 CONCLUSAO

Este trabalho chamou a atencdo para a incerteza numérica presente em experimentos fisicos e
para a importante ferramenta computacional baseada em linguagem de programagdo Python,
denominado médulo Python-XSC. Esta biblioteca usa a Matematica Intervalar, assim como toda
a teoria de vetores e matrizes intervalares. Com o Python-XSC o método dos minimos quadrados
pdde ser aplicado para obter a melhor solug@o intervalar para o sistema inconsistente, obtido no
processo de ajuste dos dados experimentais. A ferramenta foi aplicada em trés experimentos, cujo
objetivo era obter a funcdo de ajuste de dados. Os resultados obtidos foram satisfatérios, pois
os coeficientes intervalares obtidos tinham pequena amplitude e continham os coeficientes da
fun¢do real de ajuste obtida com os valores médios dos dados intervalares. Problemas como este,
de ajuste de dados, sdo muito frequentes em experimentos que lidam com dados numéricos e, por
isso, o estudo de ferramentas como a biblioteca Python-XSC trazem significativas contribui¢des
para a comunidade académica e industrial.

ABSTRACT. In this work, we used the Interval Mathematics, Method of Least Squares
and Python language to obtain the best approximate solution for interval systems obtained
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from physical experiments. This resolution method will be applied to obtain the best appro-
ximate function that fits a data set from a physical experiment, in which a car was travels
with constant acceleration under an inclined air trail. When doing this type of approach
using Interval Mathematics, we seek to infer how the uncertainties arising from the expe-
riment, as well as the errors generated by the representations and operations on computer,
interfere with the obtained result. For this, it was necessary to use the Python for Extended
Scientific Computing (Python-XSC) library, which is based on the interval arithmetic struc-
ture and provides functions for the solving of interval linear systems. The application of the
study was very efficient and easy to use, which motivates its use.

Keywords: function approximation, interval mathematics, least squares, Python, PYXSC.

REFERENCIAS

(1]

(2]
(3]

(4]

(3]

(6]

(7]

(8]

(9]

[10]

[11]

[12]

B. M. Acidly. “Fundamentacio Computacional da Matemdtica Intervalar”. Tese (Doutorado em
Ciéncia da Computagdo). Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre, RS (1991).

H. Anton & C. Rorres. “Algebra Linear com Aplicagdes”, 8. ed. Bookman, Porto Alegre (2001).

A. M. Dias. “Ambiente de Técnicas Intervalares” (ATI) Versdo 2.0. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncia
da Computagio). Universidade Catélica de Pelotas, Pelotas, RS (2002).

GeoGebra. “O que é o GeoGebra” (2020). URL https://www.geogebra.org/about?lang=
pt-PT. Acesso em: 29 jul. 2020.

P. S. Grigoletti et al. Andlise intervalar de circuitos elétricos, Trends in Applied and Computational
Mathematics, 7(2) (2006), 287-296 .

P. S. Grigoletti, G. P. Dimuro & L. V. Barboza. Médulo python para matematica intervalar. Trends in
Applied and Computational Mathematics, 8(1) (2007), 73-82 .

E. Hansen & G. W. Walster. “Global Optimization Using Interval Analysis: revised and expanded”,
Vol. 264, CRC Press (2003).

M. Hohenwarter & J. Hohenwarter. “Ajuda GeoGebra:manual oficial da versdo 3.2” (2020). URL
https://wiki.geogebra.org/pt/Manual. Acesso em: 13 out. 2020.

D.B. S.Lima, T. A. S. Almeida, E. C. Ribeiro & F. T. Santana. Solu¢des por Minimos Quadrados Uti-
lizando a Janela CAS do GeoGebra. In “Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational
and Applied Mathematics”, SBMAC (2018).

D. B. S. Lima, M. H. F. Marcone & F. T. Santana. Estudo de Sistemas Intervalares Aplicados em
Problemas Fisicos com Imprecisdes Numéricas. In “Proceeding Series of the Brazilian Society of
Computational and Applied Mathematics”, SBMAC (2018).

R. E. Moore. “Interval Analysis”. Prentice Hall, New Jersey (1966).

R. E. Moore. “Methods and Applications of Interval Analysis”. Society for Industrial and Applied
Mathematics, Philadelphia, PA, USA (1979).

Trends Comput. Appl. Math., 22, N. 3 (2021)



368 SOLUGAO INTERVALAR PARA AJUSTE DE CURVAS USANDO O MODULO PYTHON-XSC

[13] H. N. Nagashima. “Laboratério de Fisica 17 (2020). URL https://www.feis.
unesp.br/Home/departamentos/fisicaequimica/relacaodedocentes973/
apostila-lab-fisica-i----agosto-2011.pdf. Acesso em: 13 de out. de 2020.

[14] S. M. Rump. Interval computations with INTLAB. Brazilian Electronic Journal on Mathematics of
Computation (BEJMC), [S.1.] (1999).

[15] J. H. Vuolo. “Fundamentos da Teoria de Erros”, 2ed. Edgard Bliicher, Sao Paulo (1996).

S)ev

Trends Comput. Appl. Math., 22, N. 3 (2021)



