
TEMA Tend. Mat. Apl. Comput., 10, No. 2 (2009), 167-177.

c© Uma Publicação da Sociedade Brasileira de Matemática Aplicada e Computacional.
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Resumo. A quantização vetorial (QV) tem sido amplamente utilizada em sistemas
de codificação de imagens, permitindo a obtenção de taxas de compressão elevadas.
No entanto, a QV é muito senśıvel a erros de canal, que podem levar a bloquea-
mentos espúrios muito incômodos nas imagens reconstrúıdas. No presente trabalho,
é apresentado um novo método de atribuição de ı́ndices aos vetores-código, base-
ado em otimização discreta no espaço das permutações, visando tornar a QV mais
robusta aos erros de canal.

Palavras-chave. Quantização vetorial robusta, transmissão de imagens, otimização
discreta.

1. Introdução

A compressão de imagens tem como objetivo fundamental reduzir o número de bits
necessários para representá-las adequadamente e desempenha um papel importante
em aplicações que necessitam da minimização dos requisitos de largura de faixa
e/ou capacidade de armazenamento. A quantização vetorial (QV) [4, 5] tem sido
utilizada em sistemas de codificação de imagens (e.g. [2,8]), permitindo a obtenção
de taxas de compressão elevadas.

A QV apresenta uma grande sensibilidade a erros de canal. Seu desempenho em
canais ruidosos tem sido objeto de estudo de diversos pesquisadores, e.g. [1, 3, 10,
13,14].

Há duas abordagens principais para o problema de QV em canais ruidosos:
quantização vetorial otimizada para canal (COVQ, channel-optimized vector quan-

tization) e atribuição de ı́ndices (IA, index assignment). A primeira busca otimizar
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o quantizador vetorial para uma condição espećıfica de canal. A segunda parte de
um quantizador vetorial otimizado para fonte (obtido, por exemplo, pelo algoritmo
Linde-Buzo-Gray, LBG [9]) e aplica uma atribuição adequada de ı́ndices binários
aos vetores de reconstrução. Dentre as técnicas de IA, duas muito populares são o
Pseudo-Gray Coding [14] e o algoritmo Simulated Annealing (SA) [3].

Este trabalho contempla a quantização vetorial robusta, especificamente a técnica
de IA. São apresentados resultados de simulação referentes ao canal binário simétrico
(BSC — Binary Symmetric Channel) [7], o qual é um modelo amplamente usado
em simulações de sistemas de comunicações digitais.

O presente artigo apresenta um novo algoritmo de IA, baseado em uma busca sis-
temática, segundo o algoritmo de Wilf, no espaço das permutações. Os resultados
de simulação mostram que o algoritmo proposto, quando comparado ao Simula-

ted Annealing, leva a imagens reconstrúıdas com melhor qualidade, em termos de
relação sinal-rúıdo de pico (PSNR — Peak Signal to Noise Ratio).

2. Quantização Vetorial

A quantização vetorial [4, 5] pode ser definida como um mapeamento Q de um
vetor de entrada x pertencente ao espaço euclidiano K-dimensional, IRK , em um
vetor pertencente a um subconjunto finito W de IRK , ou seja, Q : IRK → W . O
dicionário W = {wi; i = 1, 2, . . . , N} é o conjunto de vetores de reprodução
(também denominados vetores-código ou vetores de reconstrução), K é a dimensão
do quantizador vetorial e N é o tamanho do dicionário (número de vetores-código).

O mapeamento Q introduz um particionamento de IRK em N células (denomi-
nadas regiões de Voronoi) Vi, i = 1, 2, . . . , N , tais que

N⋃

i=1

Vi = IRK e Vi ∩ Vj = ∅ para i 6= j, (2.1)

em que cada célula Vi é definida por

Vi = {x : Q(x) = wi}. (2.2)

O vetor-código wi constitui o vetor representativo de todos os vetores de entrada
pertencentes à célula Vi.

Em um sistema de compressão de sinais baseado em QV, apresentado na Fi-
gura 1, um quantizador vetorial pode ser visto como a combinação de duas funções:
um codificador e um decodificador. Dado um vetor x ∈ IRK , da fonte a ser codifi-
cada, o codificador calcula a distorção d(x,wi) entre esse vetor de entrada (vetor a
ser quantizado) e cada vetor-código do dicionário W . A regra ótima para codificação
é a regra do vizinho mais próximo, na qual uma representação binária do ı́ndice I,
denotada por bI , é transmitida ao decodificador se o vetor-código wI corresponder à
menor distorção, isto é, se wI for o vetor-código que apresenta a maior similaridade
com x dentre todos os vetores-código do dicionário. Em outras palavras, o codifica-
dor usa a regra de codificação C(x) = bI se d(x,wI) < d(x,wi), ∀i 6= I. Ao receber
a representação binária bI = (b1(I), b2(I), ..., bm(I)) do ı́ndice I, o decodificador de
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fonte, que dispõe de uma cópia do dicionário W , simplesmente procura pelo I-ésimo
vetor-código e produz o vetor wI como a reprodução (versão quantizada) de x. Em
outras palavras, é utilizada a seguinte regra de decodificação: D(bI) = wI .

Próximo

Binária Seleção do
Vetor de 

Reconstrução Reconstruído
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w
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Figura 1: Codificação/decodificação em um sistema de codificação baseado em QV.

3. QV em Canais Ruidosos

Quando o sistema de comunicação envolve a utilização de um canal ruidoso, o
desempenho do dicionário pode ser seriamente prejudicado.

Considere o sistema apresentado na Figura 2. O objetivo do sistema de comu-
nicação é transmitir uma seqüência de vetores X = {x} ⊂ IRK através de um canal
ruidoso, utilizando, para tanto, QV dos vetores de entrada (vetores da fonte) x.
Seja bi ∈ {0, 1}m a palavra-binária de m bits (usualmente, m = log2 N) enviada
pelo codificador. Devido a erros de canal, considere que o decodificador recebe a
palavra-binária bj , produzindo como sáıda o vetor reconstrúıdo x̂ = wj .

bi bj x
Canal DecodificadorCodificador

x

Figura 2: Sistema de comunicação.

Seja px a função densidade de probabilidades K-dimensional da fonte X. Seja
pi a probabilidade a priori de o vetor wi ser selecionado como a reconstrução de
x e pj|i a probabilidade de o decodificador receber bj dado que bi foi enviado pelo
codificador. A distorção total introduzida ao se transmitir a fonte X através do
canal ruidoso pode ser expressa como [3]

D = DQ + DC =
N∑

i=1

∫

Vi

px||x−wi||
2 dx +

N∑

i=1

N∑

j=1

pi pj|i||wi −wj ||
2, (3.1)

em que DQ e DC representam, respectivamente, a distorção de quantização e a dis-
torção devida aos erros de canal, enquanto ||wi−wj ||

2 denota a distância euclidiana
entre os vetores-código wi e wj .
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Uma figura de mérito, denominada ı́ndice de desordem [11], pode ser utilizada
para avaliar o grau de organização do dicionário tendo em vista o problema de
transmissão por canal ruidoso. O ı́ndice de desordem é definido como

Ides(s) =
N∑

i=1

∑

j∈H1(i)

||wi −wj ||
2, (3.2)

em que {j : j ∈ H1(i)} é o conjunto de todas as palavras-binárias j cuja distância
de Hamming em relação a i é igual a um, s é um arranjo de dicionário e Ides(s) é
denominado ı́ndice de desordem do dicionário com arranjo s.

O ı́ndice de desordem acumula as distâncias euclidianas entre vetores-código cu-
jas palavras-binárias apresentam distância de Hamming igual a 1 bit5. A formulação
matemática de Ides(s) encontra seu respaldo teórico na seguinte afirmação [6]: as
técnicas de atribuição de ı́ndices (QV robusta) devem ser levadas a efeito no sentido
de assegurar que palavras-binárias com pequenas (grandes) distâncias de Hamming
correspondam a vetores-código com pequenas (grandes) distâncias euclidianas [14].
Assim, quanto menor Ides(s) de um dicionário, maior a robustez inerente do di-
cionário à transmissão ruidosa, isto é, menor a sensibilidade do dicionário aos erros
que o canal introduz nas palavras-binárias transmitidas pelo codificador do sistema
de comunicação baseado em QV.

Seja ΠN o conjunto de todas funções π : {0, 1}b → {0, 1}b. Cada uma das N !
bijeções π ∈ ΠN é denominada função de atribuição de ı́ndices do quantizador [14].
Uma permutação π mapeia (unicamente) cada ı́ndice i ∈ {0, 1}b em outro ı́ndice i′ ∈
{0, 1}b, em que i′ = π(i). Assim, uma permutação pode ser vista como um rearranjo
(reordenamento, reorganização) do dicionário. Deste modo, associada a uma per-
mutação π existe uma única (espećıfica) organização π(s) do dicionário com arranjo
s. Considere, por exemplo, o conjunto de ı́ndices s = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8), correspon-
dente ao conjunto de palavras-binárias B = (000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111).
Um novo arranjo s′ = π(s) pode ser obtido por meio de uma permutação π tal que o
segundo d́ıgito binário de cada palavra-código seja invertido. Esse procedimento leva
a um novo conjunto de palavras-binárias B′ = (010, 011, 000, 001, 110, 111, 100, 101)
e é equivalente a representar o conjunto de ı́ndices s′ = (3, 4, 1, 2, 7, 8, 5, 6) pelo
conjunto de palavras-binárias (000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111). No exemplo, o
dicionário estava originalmente organizado de tal modo que os vetores-código w1,
w2, w3, w4, w5, w6, w7 e w8 eram identificados pelas palavras-binárias 000, 001,
010, 011, 100, 101, 110 e 111, respectivamente. Uma reorganização de dicionário
w3, w4, w1, w2, w7, w8, w5 e w6 foi obtida. No dicionário reorganizado s′ = π(s),
o vetor-código w3 é identificado por 000, enquanto no arranjo original s esse vetor-
código era identificado por 010. Considerando a permutação π do exemplo, um
“novo” dicionário (reorganizado) W ′ foi obtido: W ′ apresenta os mesmos vetores-
código de W , mas em uma ordem (arranjo, organização, configuração) diferente.

No que diz respeito à quantização vetorial para canais ruidosos, o objetivo é
obter um arranjo s′ = π(s) tal que Ides(s

′) < Ides(s). Isso corresponde a obter um

5Para baixas probabilidades de erro de bit de uma canal ruidoso, a probabilidade de ocorrência
de múltiplos erros nas palavras-binárias é pequena quando comparada com a probabilidade de
ocorrência de erro em um bit.
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dicionário com arranjo s′ que seja mais robusto (menos senśıvel) aos erros de canal
quando comparado ao dicionário original (inicial) com arranjo s.

A determinação da configuração de dicionário ótima tem uma elevada complexi-
dade computacional, em virtude de existirem N ! configurações a serem consideradas.
Por exemplo, um dicionário com N = 64 vetores de reconstrução tem um total de
1089 configurações a serem investigadas. O problema de atribuição de ı́ndices para
quantização vetorial robusta, portanto, pode ser classificado como pertencente à
classe dos problemas NP-completos. Desta forma, técnicas para determinação de
configurações sub-ótimas devem ser consideradas.

A seção a seguir apresenta o algoritmo proposto no presente trabalho para o
problema de atribuição de ı́ndices, visando quantização vetorial robusta.

4. Descrição do Algoritmo

Definimos um problema de otimização combinatorial permutacional como uma terna
(P, f,N) na qual P ⊆ SN é um subconjunto dado de todas as permutações de N
śımbolos (o conjunto de todas as permutações de N śımbolos é denotado por SN ) que
satisfazem as restrições do problema considerado e f : SN → IR é a função objetivo
a ser minimizada. Uma permutação σ = (σ1, σ2, · · · , σN ) é entendida como uma
função σ : {1, 2, · · · , N} → {1, 2, · · · , N} tal que σ(x) = σx, x ∈ {1, 2, · · · , N} e
uma transposição τ = (a, b) como uma permutação cujo efeito funcional é τ(a) =
b, τ(b) = a e τ(x) = x se x 6= a, b, x ∈ {1, 2, · · · , N}. Permutações em SN são
operadas por composição de funções e SN , com tal operação, é trivialmente munido
de estrutura de grupo finito de N ! elementos cujos geradores são as transposições.

Note que existem

(
N
2

)
= N(N−1)

2 transposições diferentes em SN .

No problema considerado neste trabalho, todas as permutações de um dado
dicionário são, a prinćıpio, viáveis, de forma que P ≡ SN , com N denotando o
tamanho do dicionário. A função f é o ı́ndice de desordem a ser minimizado.

No algoritmo proposto neste trabalho, o espaço de busca SN é percorrido pelo
algoritmo “Next k-Subset of an n-Set”, conforme descrito em Wilf [12] (pg 26-
38), tomando-se, dado um ponto do espaço de busca, i.e., uma permutação de N

śımbolos, todos os N(N−1)
2 pontos vizinhos do espaço que podem ser atingidos pela

composição à direita de uma transposição τ de k = 2 śımbolos dentre os N śımbolos
dispońıveis. Exemplificando, a permutação σ0 = (2, 4, 1, 3) (ou seja, aquela em que
σ(1) = 2, σ(2) = 4, · · · ) possui por vizinhos as permutações

Transposição Permutação Obtida
(1, 2) (4, 2, 1, 3)
(1, 3) (1, 4, 2, 3)
(1, 4) (3, 4, 1, 2)
(2, 3) (2, 1, 4, 3)
(2, 4) (2, 3, 1, 4)
(3, 4) (2, 4, 3, 1)

Dado que SN é gerado a partir de uma permutação qualquer por sucessivas
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aplicações de transposições, o algoritmo percorre assintoticamente todo o espaço de
busca, de forma que a demonstração de sua convergência ao mı́nimo global é trivial.

Uma vez que o mı́nimo global só seria atingido, no pior caso, após N ! operações,
o algoritmo de busca global determińıstica baseado em percorrer a totalidade dos
pontos de SN não é, em prinćıpio, computacionalmente viável, de forma que uma
otimização em duas fases foi implementada como solução do problema. Na fase 1, o
algoritmo faz uma varredura local, convergindo a um ótimo local mediante processo

guloso de verificar as N(N−1)
2 vizinhanças de um mı́nimo local dado. A ordem de

busca destas vizinhanças é ditada pelo algoritmo “Next k-Subset of an n-Set”, com
k = 2, e a busca atual é abandonada caso um ponto de melhoria da função objetivo
seja encontrado. Tal ponto, neste caso, é atribúıdo como novo mı́nimo local e a fase
1 é reiniciada. A fase 2, iniciada se nenhum ponto de melhoria da função objetivo for
encontrado na fase 1, perturba o ótimo local de forma a tentar localizar pontos de
melhoria da função objetivo (busca global), efetuando composições entre as últimas
soluções locais encontradas.

A convergência assintótica do método baseia-se no fato de que a escolha de
N !

N(N−1)
2

= 2(N − 2)! pontos diferentes nas sucessivas iterações da fase 2 e a busca

de N(N−1)
2 pontos em cada iteração da fase 1 percorrem todo o espaço SN .

Segue o pseudo-código do algoritmo proposto, com a seguinte notação:

π: Permutação identidade - o dicionário inicial é o ponto de partida da busca;bπ: Permutação atual utilizada como base da fase 1;

π′: Permutação auxiliar (percorre a vizinhança de bπ);

πf : Permutação final da fase 1;

D(π, bπ): Índice de desordem do dicionário após a aplicação da permutação bπ sobre a
permutação original π;

wπ,πf
: Dicionário reordenado pela permutação πf ;

iter: Contador do número de iterações;

δ: Transposição que percorre o espaço de busca. Na notação de Wilf [12], δ1 = (1, 2), . . . ,
δ(N2

−N)/2 = (N − 1, N);

σ(π, δ): Transposição δ composta à direita da permutação π;

Next(δ): Chamada do algoritmo “Next k-Subset of an n-Set”, com k = 2;

min: Mı́nimo local do ı́ndice de desordem;

minimum: Mı́nimo global6 encontrado do ı́ndice de desordem;

dist: Índice de desordem corrente;

C: Controle booleano de término da fase 1 (algoritmo guloso). C = not(C) (negação
lógica)

6O mı́nimo global aqui citado é aquele encontrado pelo algoritmo, ou seja, o menor dentre
os mı́nimos locais encontrados. Assintoticamente, o mı́nimo global encontrado pelo algoritmo é
igual ao mı́nimo global verdadeiro da função pois todo o espaço de busca é percorrido em tempo
suficientemente longo.
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Algorithm 1: Greedy 2-subset Combinatorial Algorithm

Result: The reordered codebook
π̂ ← π1

πf ← π2

minimum←∞3

for j ← 1 to iter do4

min← D(π, π̂)5

C ← false6

while C = false do7

δ ← δ18

for i← 1 to (N2 −N)/2 do9

π′ ← σ(π̂, δ)10

dist← D(π, π′)11

if dist < min then12

min← dist13

π̂ ← π′
14

if min < mininum then15

mininum← min16

πf ← π̂17

end18

C ← true19

breakFor20

end21

δ ← Next(δ)22

end23

C ← C24

end25

π ← π̂26

end27

return wπ,πf
28
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5. Resultados

Esta seção apresenta resultados de simulação envolvendo a transmissão de imagens
de 256× 256 pixels por um canal binário simétrico (BSC).

Considerou-se QV com dimensão K = 16 (correspondendo a blocos quadrados
de 4× 4 pixels) e tamanho de dicionário N = 256 e N = 512. Os dicionários foram
projetados com o algoritmo LBG [9], usando um conjunto de treino constitúıdo de
quatro imagens, mostradas na Figura 3: Peppers, Gull, Frog e Boat. A qualidade
das imagens reconstrúıdas foi avaliada pela relação sinal-rúıdo de pico (PSNR), a
qual é definida (para uma imagem original quantizada, 8,0 bpp) por [4]

PSNR (dB) = 10 log10

[
(255)2

MSE

]
, (5.1)

em que MSE (mean square error) denota o erro médio quadrático entre as imagens
original e reconstrúıda (quantizada).

(a) Peppers. (b) Gull. (c) Frog. (d) Boat.

Figura 3: Imagens 256× 256 usadas como conjunto de treino.

A Tabela 1 apresenta os valores de ı́ndice desordem obtidos. A seguinte notação
foi adotada: Original – valores de PSNR obtidos usando o dicionário original
(sem IA); Simulated Annealing – valores de PSNR obtidos usando um dicionário
organizado, com IA pelo algoritmo SA; Método Proposto – valores de PSNR obtidos
usando um dicionário organizado, com IA pelo método proposto neste trabalho; os
tamanhos dos dicionários estão entre parênteses. Observa-se que o método proposto
leva a uma maior redução do ı́ndice de desordem, quando comparado ao algoritmo
Simulated Annealing (SA).

Tabela 1: Índice de desordem.

Dicionário N = 256 N = 512

Original 629.647,44 1.451.397,65
Simulated Annealing 350.571,21 830.760,81
Metódo Proposto 346.180,60 718.341,39

A Figura 4 apresenta os valores de PSNR para a imagem Boat (mais precisa-
mente, os valores médios de PSNR resultantes de 100 transmissões de imagem pelo
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canal BSC, para cada valor de probabilidade de erro de bit considerado). Observa-
se, tanto para N = 256 quanto para N = 512, uma superioridade do método
proposto sobre o algoritmo SA, no que diz respeito aos valores médios de PSNR
das imagens reconstrúıdas, para todos os valores de probabilidade de erro de bit
considerados. Para uma probabilidade de erro de bit de 0,1, considerando N = 512,
a substituição do dicionário original pelo organizado com o método proposto leva a
um ganho de qualidade de cerca de 4 dB em termos de PSNR. Os resultados apre-
sentados na figura sugerem que, para N = 512, a superioridade do método proposto
sobre o algoritmo SA tende a aumentar com a probabilidade de erro de bit.
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Figura 4: Relação sinal-rúıdo de pico (PSNR) para a imagem Boat, reconstrúıda,
em função da probabilidade de erro do canal binário simétrico.

Os benef́ıcios da técnica de IA no tocante à qualidade das imagens reconstrúıdas
após transmissão em canal ruidoso podem ser observados na Figura 5. De fato,
para cada valor de probabilidade de erro de bit considerado, a imagem obtida com
dicionário organizado (IA pelo método proposto) apresenta uma qualidade superior
à imagem reconstrúıda com dicionário original (projetado com o algoritmo LBG,
sem uso subeqüente de IA). Um aspecto a destacar é o fato de que em cada par de
imagens (imagem de cima e a respectiva imagem abaixo, para cada ǫ), o número de
erros de canal é exatamente o mesmo, tanto para a imagem obtida com dicionário
original (Orig.) quanto para a imagem obtida com dicionário organizado (Org.) – a
melhor qualidade associada à imagem obtida com dicionário Org. deve-se ao fato
de que a IA contribui para reduzir o impacto visual dos erros de canal.

6. Conclusão

Um problema relevante em quantização vetorial de imagens é a sensibilidade aos
erros de transmissão, os quais levam a bloqueamentos incômodos nas imagens re-
constrúıdas. Este trabalho apresentou um novo método para atribuição de ı́ndices
(IA) aos vetores-código, visando quantização vetorial robusta: o alvo é reduzir o
impacto visual dos erros de canal. Resultados de simulação mostram que o método
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(a) Orig., ǫ = 10−1,
PSNR = 12,34 dB.

(b) Orig., ǫ = 10−2,
PSNR = 19,83 dB.

(c) Orig., ǫ = 10−3,
PSNR = 25,80 dB.

(d) Org., ǫ = 10−1,
PSNR = 16,16 dB.

(e) Org., ǫ = 10−2,
PSNR = 23,35 dB.

(f) Org., ǫ = 10−3,
PSNR = 25,79 dB.

Figura 5: Imagens reconstrúıdas após transmissão por um canal BSC, considerando
diversos valores de probabilidade de erro de bit (ǫ). Acima estão apresentadas as
imagens reconstrúıdas com uso de dicionários originais (Orig.) e abaixo com uso de
dicionários organizados (Org.) com a indexação obtida pelo método proposto.

proposto para IA, baseado em busca discreta no espaço de permutações, apresenta
uma superioridade sobre o algoritmo Simulated Annealing, no que diz respeito à
relação sinal-rúıdo de pico das imagens reconstrúıdas, após transmissão por um
canal binário simétrico.

Referências

[1] W.-W. Chang, T.-H. Tan, D.-Y. Wang, Robust vector quantization for wireless
channels, IEEE Journal on Selected Areas in Communications, 19, No. 7
(2001), 1365–1373.

[2] P.C. Cosman, R.M. Gray, M. Vetterli, Vector quantization of image subbands:
a survey, IEEE Transactions on Image Processing, 5, No. 2 (1996), 202–225.

[3] N. Farvardin, A study of vector quantization for noisy channels, IEEE Tran-

sactions on Information Theory, 36, No.4 (1990), 799–809.

[4] A. Gersho, R.M. Gray, “Vector Quantization and Signal Compression”, Kluwer
Academic Publishers, Boston, MA, 1992.



Um Novo Algoritmo para Atribuição de Índices 177
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