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Dependencia Espacial de Funcoes: uma
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Resumo Este trabalho consiste de uma generalizagao dos conceitos de dependéncia
espacial trazidos do ambito da Geoestatistica para uma abordagem puramente ma-
tematica nos casos em que se tem definida uma funcao continua a valores reais
sobre um dominio consistindo de uma regiao do espago Euclideano m-dimensional.

1. Dependéncia pu-espacial

Seja R™, m > 2, o espago Euclideano m-dimensional munido da métrica usual d
e da medida de Lebesgue p. Diremos que um subconjunto D C R™ é uma regiao se
D é um m-disco fechado localmente plano, ou seja, D é homeomorfo a um m-disco
fechado e para todo ponto z da fronteira 9D de D, existe uma m-bola aberta B! (z)
tal que D N B (x) é homeomorfo a uma (m — 1)-bola aberta.

Seja E um subconjunto k-dimensional do R™ com 0 < k < m. Vamos escrever
vg(E) para denotar a medida de Lebesgue (ou volume) k-dimensional de E. No
caso particular k = 0, escrevemos vo(E) = #E para indicar a cardinalidade de E.

Em todo o texto, f : D — R serd uma funcao continua a valores reais arbitrari-
amente definida numa regiao D C R™. Por compacidade, f é limitada.

Escrevemos 6(D) para denotar o didmetro da regiao D, e H = [0,6(D)]. Para
cada h € H \ {0} e cada = € D, denotaremos Dy (z) = By(x) N D, onde By(x)
é a m-bola fechada de centro em z e raio h. Convencionalmente Do(z) = {z}.
Denotamos, ainda,

Sh(x) = 8Bh(l‘) ND.

Observe que Sp,(x) consiste de um subconjunto da (m — 1)-esfera de centro em x
e raio h contida no espago R™, exceto o caso particular convencionado Sy(z) = {z}.
Agora, note que o conjunto S (x) pode nao ser conexo. No entanto, pela defini¢ao
de regido, Sy (x) possuird somente um ndimero finito de componentes conexas.

Sobre o conjunto H x D consideramos a estrutura de topologia produto onde H
e D tém as topologias induzidas das topologias usuais de R e R™, respectivamente.

Para cada par (h,z) € H x D e cada numero real € > 0, o conjunto V.(h,z) =
{(rry) e HxD:re(h—¢e,h+e¢),y € Be(x)} constitue uma vizinhanca aberta de
(h,z) em H x D, a qual chamar-se-§ a e-vizinhanca de (h,z) em H x D.
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Seja Ps(D) o subconjunto das partes de D constituido exclusivamente pelos
subconjuntos Sy (x), com h € H e z € D. Munimos este conjunto de uma estrutura
topoldgica como se segue: definimos a e-vizinhanga de Sy, (x) em Ps(ID) como sendo
o conjunto Ve(Sip(z)) = {S-(y) : (r,y) € Ve(h,2)}. Quando & percorre os nimeros
reias positivos, os conjuntos V;(Sp(z)) descrevem uma base fundamental de vizi-
nhancas para Sp(z) em Ps(D). A topologia gerada por esta base denominar-se-4 a
Ps-topologia induzida de H x D em Ps(D).

Todas estas estruturas e terminologias nao serao requeridas ou novamente menci-
onadas explicitamente no restante do texto, mas sua introdugao aqui vem a garantir
a fundamentacao matematica de argumentos muito importantes sobre os quais se
baseia o restante do trabalho. Falamos, na verdade, do primeiro lema, abaixo enun-
ciado, o qual tem sua demonstracao inteiramente garantida pelo simples fato de
termos, nas notagoes do lema, a igualdade de conjuntos S™(V.(Sy(z))) = Ve(h, z).

Lema 1.1. A fun¢io S: H x D — Ps(D) definida por S(h,x) = Sp(z) € continua.
Chamamos volume circular local a funcao
¥:HxD—R dada por ¢(h,x) = vm—_1(Sn(z)).
De posse desta, denominamos volume circular a fungao global em D

N :H —R dada por N(h)= %/ﬂ(h,x) du(z).
D

Uma vez considerada uma fungao continua f : D — R, definimos a funcao
denominada p-variancia circular local

My :HxD R por My(ha)= / (@) — F()2 du(y).

Sh(w)

Observe que o valor M f(h, x) fica bem definido ainda que Sy, (x) nao seja conexo.
De fato, se Sy,(z) possui k componentes conexas, digamos S} (z),--- ,SF(x), entao

k
M(h,x) = x) — 2d .
£(h,7) ;/Wm) )2 duy)

Com base no lema anterior e no fato de serem H e D espacos compactos, torna-se
trivial a demonstracao do seguinte.

Lema 1.2. As fun¢oes 9, N e My sao todas continuas, limitadas e ndo-negativas.

Este resultado serda muito importante daqui em diante, uma vez que definiremos
uma fungao que envolverd um quociente com denominador 2N e numerador envol-
vendo M. Mas para tanto, precisamos que AN nao possua zeros em H. Mas isto
nao ocorre deveras. Nao obstante, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.1. N(h) =0 se, e somente se, h =0 ou h = §(D).
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Demonstragao. Para todo ponto € D tem-se J(0,z) = 0, ja4 que So(z) = {z}.
Logo, N'(0) = 0. Agora, seja A={x€D:3Jy €D comd(z,y) =§D)} CD. Neste
caso, é claro que A C dD e, portanto, v, (A4) = 0. Sendo assim, tem-se

NGE®) = 5 [ 26@).0)dua) = 5 [ 96(0).2) dute) = .

Por outro lado, considere h € (0,0(ID)) arbitrariamente fixado. Ainda no con-
junto A acima definido, fixe um elemento a. Seja € > 0 um numero real, com
e < 8(D) — h. E fcil ver que v, (Ds(a)) > 0 e, além disso, para todo z € D.(a), o
conjunto Sy (z) é uma reunido de arcos, sendo ao menos um deles ndo-degenerado.
Logo, J(h,z) > 0 para todo « € D.(a) e, sendo v, (D:(a)) > 0, segue-se que

N(h) = %/Dﬂ(é(ID)),x) dp(z) > %/D 9(5(D), z) dp(z) > 0.

Passamos agora a defini¢ao e estudo da seguinte fungao:

7 H\{0,6(D)} — R dada por ~§(h) = 2/\/}(h)/DMf(h7x) du(x).

Proposigao 1.2. A fungdo 7; € continua.

Demonstragdo. Pelo Lema 1.2 as fungdes My e N sdo ambas continuas e limitadas.
Além disso, pela Proposigio 1.1, N'(h) # 0 para todo h € H\ {0,d(D)}. Logo, como
D é compacto, para qualquer hy € H \ {0,6(D)} tem-se

1 1
1 < = 1 —_— 1 = ———— = <
hhl%() = hhnli0 SN ) /Dhlil}i}o My (h,x) dx SN (o) /DMf(ho,iL’) dz = v§(ho)-

O

Gostarfamos de estender continuamente 7§ a uma fungao vy definida também
na origem. A realizacao de tal desejo é garantida através do seguinte resultado.

Proposicao 1.3. Ezxiste e € real o limite limp_q 'yji.

Demonstracdo. Note inicialmente que se f : D — R é uma funcdo constante em
quase toda parte, entao, por continuidade, f é constante. Logo My é a fungao nula
e, neste caso, limy,_.q 7;5 =0.

Assumamos, entdo, que f : D — R ndo seja constante em quase toda parte. Fixe
h € H \ {0} arbitrariamente pequeno. Como f é continua, existem x no interior
de D e um aberto V' de D, tais que V N Sp(z) contém um arco nao-degenerado e
|f(z)—f(y)|? > € para todo y em um subconjunto U C VNS (), com vy,—1(U) > 0,
onde € > 0 é um numero real. Como, por outro lado, f é limitada, existe um real
k > 0tal que |f(y)— f(z)|* < k, para todo y € D. Segue-se, entdo, as desigualdades

€ Vm—1(U) < My(h,z) < kvpy_1(0B(0)). (1.1)

Prosseguindo com h € H \ {0} inicial e arbitrariamente fixado, considere o
conjunto B, = {z € D : d(z,0D) < h}. Se h é suficientemente pequeno, entao
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Um(Ep) > 0. Além disso, para todo x € Ej, tem-se Sy(z) = 0Bp,(z). Se, por outro
lado, x ¢ E}, entao Sy, (z) & 0B (). Segue-se as desigualdades

1 1
5 v (BR) 0 (0B(0)) S N(B) < L 0a(D) v a(0BA(0)), (1)
Agora, como v, (E},) — v, (D) quando h — 0, segue-se das inequagoes 1.1 e 1.2
que o limite limyo7}(h) existe e ¢ um nimero real. O

Doravante denotaremos Hp = H \ {6(D)}. Pela proposi¢do acima, podemos
estender continuamente a funcao ’yji(h) ao dominio Hp como se segue.

Definigao 1.1. Chamamos p-semivariograma induzido por f a funcdo

limy, o 'y;? se h=0

7¢+Hp — R dada por ’Yf(h):{ o se h#0

Teorema 1.1. A funcgdo vy € continua e nao-negativa.
Demonstragdo. Segue diretamente da Proposi¢ao 1.3 e da Defini¢ao 1.1. O

Definigao 1.2. Diremos que uma funcdo continua f: D — R é u-espacialmente
dependente se ezxiste um niumero real a, com 0 < a < §(D), tal que vy € estrita-
mente crescente em [0,a). O supremo dos nimeros reais com esta propriedade serd
denominado alcance da dependéncia p-espacial de f e denotado por a.

Exemplo 1.1. Sejam D C R™ uma regigo e f : D — R uma fung¢do continua
constante em quase toda parte. Entao f € constante e nao € p-espacialmente de-
pendente.

Apesar da consisténcia da teoria até aqui desenvolvida, é bastante dificil se
determinar, segundo a definicdo acima, se uma dada funcdo f : D — R é ou nao é
u-espacialmente dependente, a menos, é claro, que ela seja uma funcao constante
em quase toda parte. E a dificuldade nao reside apenas na complexidade que possa
existir na lei que define a funcao f, mas sobretudo na complexidade da regiao D.

Na secao seguinte estudaremos um caso especial da generalizagao a que se propoe
este trabalho, e na secao 3 estudaremos maneiras para se tornar esta teoria de
pratica mais viavel.

2. O Caso Especial 1-dimensional

Se considerarmos uma funcgao continua f : D — R definida em uma regiao D
do espaco real 1-dimensional, veremos que alguns resultados ja apresentamos neste
texto passam a nao ser verdadeiros em geral. E o caso, por exemplo, da funcao
que jamais serd continua, neste contexto. Nao obstante, podemos realizar o estudo
da dependéncia p-espacial de f de um modo bastante geral, como se segue.

Seja D C R uma regiao. Entao, D nao pode ser outra coisa senao um intervalo
fechado, digamos D = [a, b], com a < b. Uma esfera de centro em z e raio r > 0 em
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R é um conjunto constituido por somente dois pontos. Neste caso, para h € H =
[0,b—a], h #0, e x € D, podemos ter J(h,z) = 0,1 ou 2. Mais especificamente,

0 se h>max{z—a,b—uz}
d(h,z)=<¢ 1 se min{x —a,b—z} <h <max{z—a,b—z}.
2 se h<min{z—a,b—2z}

Se mantemos a convencao So(z) = {x}, vemos que ¥(0,x) = 1 para todo x € D,
o que deve gerar oposicao, neste caso especifico, ao resultado da Proposigao 1.1. De
fato, considerado isto, tem-se A(0) = b — a. Apesar disso manteremos a convencao
e veremos que tais oposicoes aos resultados da se¢cao 1 nao serao pertinentes ao caso
1-dimensional agora tratado.

Segue da expressio encontrada para ¥(h, x), através de um cdlculo simples, que
N :H — R fica determinada pela lei N(h) =b—a — h. Obtemos assim uma
forma geral para a fungao N, que é sempre continua, apesar de 9 nao sé-lo.

Seja f : D — R uma fungao continua. Tem-se, entao, Ms(h,z) : H x D — R
definida como My (h,z) =3, g, () 1/ (@) — f(y)|?, onde o conjunto Sy, (x) ou é vazio
ou consiste de um ponto (y =+ h ouy =z — h) ou de dois pontos (y =z +h e
y =x —h). Logo, a determinacao de My (h,z) é bastante simples. Além disso M
apresentara no maximo dois pontos de descontinuidade.

Por fim, a fungao v, : H — R fica bem definida como 7 (h) = f: M (h,z)d(zx),
havendo sequer a necessidade de defini-la como um limite quando A = 0. Segue
diretamente que vy ¢ continua em todo seu dominio.

Exemplo 2.1. Seja f : [0,1] = R a funcdo identidade. Para cada y € Sp(x), com
heHexel0,1], tem-se|f(z)— f(y)|* = h%. Segue através de um cdlculo bastante
simples que a funcdo ¢ fica determinada pela lei v¢(h) = h?. Como esta fungdo
€ estritamente crescente em H, seque-se que f € p-espacialmente dependente e o
alcance da dependéncia p-espacial de f é a =1 (alcance total).

3. Dependéncia u,-espacial

O propésito desta secdo é, sem que hajam perdas de consisténcia matematica,
discutir uma maneira de viabilizar a aplicagao desta teoria a situacoes praticas.
Pois bem, seja D uma regiao do espago R™ e consideremos suas projegoes
w1 (D), ..., mm (D) sobre os m eixos coordenados. Como D é conexo e compacto, a
imagem de D por cada projegdo é um intervalo fechado da reta. Sejam Ry, ..., R,
os menores intervalos fechados de extremos inteiros contendo 71 (D), ..., my, (D), res-
pectivamente. Entao, R = R; X --- X R, é o menor retangulo cujos vértices sao
pontos de coordenadas inteiras, contendo a regiao ). Dado um inteiro n > 1,
dividamos Ry, ..., R,, em intervalos fechados adjacentes de amplitude 1/2".
Sejam J = [b, b+r] um intervalo real com extremos inteiro e n > 1 um inteiro ar-
bitrariamente fixado. Denominaremos n-ésima partigao diatica do intervalo J ao
conjunto X% = {b, b+ %, b+ 2,%1, o, b4+ r} que possui 2"r — Z?:_(,l 27 elementos.
Fixado um inteiro n > 1, considere as n-ésimas particoes diadicas dos intervalos
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J=3] 3 3 n n S 3 .
Ry, ..., Ry, ou seja, os conjunto X3 ..., X , respectivamente. Vamos denotar:

Xp = (Xg, x - x Xz )ND.

m

Tal conjunto chamar-se-4 n-ésimo suporte amostral diddico de D, e denotamos,

Hp = {d(z,y) : z,y € X5,z # y}.

Se h € Hp, diremos que h é uma distancia factivel em Xp.
Consideradas estas notagoes, definamos a funcao

O s Hp x X — R pelalei 3, (h,x) = v—1(Sh(z)).

Note que a fungao 9, é a restrigao da fungao volume circular local ¥ ao subcon-
junto préprio Hp x Xy de H x D.

Se z é um elemento de X[}, vamos denotar:
Hple] = {d(z,y) :y € Xp \ {2}} e Hp[z] = Hpla]\ {maxHg[2]}.

E claro que se n e k sao dois inteiros positivos e n > k, entao, para todo x € Xp
tem-se H2[z] D HE[z] e HR[x] D HE[x]. O seguinte resultado segue diretamente do
fato de serem os niimeros diddicos densos na reta.

Lema 3.1. Eriste n suficientemente grande tal que H}[x] # 0 para todo © € XJ.
Lema 3.2. Suponha que H[z] # 0. Entio ¥, (h,z) > 0 para todo h € HE[x].

Demonstragio. Seja h € H2[z]; entdo h < §(D) e, obrigatoriamente, o conjunto
Sh(z) contém um arco nao-degenerado. Portanto, 9, (h,z) > 0. O

Doravante denotaremos Mt = H2\ {maxH2 } e consideraremos n suficientemente
grande de modo que tenhamos Hf [z] ndo-vazio para todo = € Xf. Por conseguinte,
teremos também HJ nao-vazio.

Para cada h € Hf} denotamos Xj[h] = {z € X} : 3y € X[} com d(z,y) = h}.

O seguinte resultado é trivial.

Lema 3.3. Sejam x € X[} e h € HL. Entao x € X[ [h] se, e somente se, h € H[z].
Lema 3.4. Seja h € HE. Entdo existe v € Xg[h] tal que 9,,(h,x) > 0.

Demonstragao. Seja h € Hﬁ Entao, h € Hﬁ[w] para algum z € Xpj. Pelo lema
anterior, x € XJ[h]. Além disso ¥,,(h,z) > 0, pelo Lema 3.2. O

Chamamos volume circular n-diadico a fungao

1
Nyt Hp = R dadapor Ny(h) = > On(h, ).
2#Xp 0] T€XZ[h]

Nota 3.1. Nota-se, sem demais esfor¢o, que para cada h € Hp, o valor N, (h) é
uma aprozimacdo para N (h). Além disso, tal aprozimacado serd tanto melhor quanto
maior for o inteiro positivo n, independentemente da distancia factivel h € H.
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Proposigao 3.1. Sejam D C R™ uma regido e n é um inteiro positivo. Temos:
(a) Se h € HE, entdo N, (h) > 0.

(b) Pode ocorrer tanto N, (maxH) > 0 quanto N,(maxHp) = 0 (dependendo
possivelmente da regido D e/ou do inteiro n), sendo que a seqgunda possibili-
dade apenas é factivel quando maxHp = §(D).

Demonstragio. O item (a) segue do Lema 3.4 e da definicao da fungéo N,,.

Para se provar a sentenca (b) basta notar que se A’ = maxHp < §(D), entdo,
para algum ponto zg € Xj[h'], tem-se que Sy (o) contém um arco ndo-degenerado.

Agora, o leitor pode considerar uma regiao I como sendo um hipercubo no R™
cujos vértices sao pontos de coordenadas inteiras, e verificar que este é um exemplo
em que §(D) = maxHp e M, (6(D)) = 0 para todo inteiro positivo n. Por outro lado,
tomando-se D como o m-disco de raio 3/4 centrado na origem do espago R™, verifica-
se que maxHp = v/2 < §(D) e Nj(maxH}) > 0, enquanto maxH2 = 3/2 = §(D) e
Na(maxH3) = 0. O

Observacao 3.1. A proposi¢do anterior ndo implica dizer que se maxHp = 6(D)
entdo nao possamos ter Ny, (maxHjl) > 0. De fato, pode-se construir vdrios exem-
plos simples em que N, (maxHp) > 0 embora se tenha maxHp = 6(D). O leitor é
convidado a construir um tal exemplo tomando I como wma regido do espaco R?
consistindo de um setor circular de dngulo central inferior a w/3 radianos.

Para cada h € HJ} vamos, a partir de agora, denotar: Sp[z] = Sp(x) N XE.
Para cada ponto z € Xy chamamos pu,-variancia circular localizada em =z
a funcao

M}[a] : Halz] — R dada por M?[x}(h)zm S 1) - f@)
yESy [z]

Observacao 3.2.Pela definicao de H[x] segue-se que Splx] # O para todo h €
Hplx], donde #Sp[x] > 0 para todo h € Hi[z]. Logo, a funcao Mylx] estd bem
definida. Além disso, esta funcao € nao-negativa, e M}L[x](h) =0 se, e somente se,
f(y) = f(z) para todo y € Sp[z], ou Vym—1(Sk(z)) = 0.

Nota 3.2. Para cada h € Hg[z], o valor M[z](h) pode ser entendido como uma
aprozimacdo de Myg(h,x). Além disso, tal aprozimacgdo torna-se tanto melhor
quanto maior € o inteiro n e menor € a distancia factivel h € H.

O Lema 3.3 afirma que se h € Hj; entdo o valor MY[z](h) estd definido se, e
somente se, v € X[3[h]. Isto nos permite definir o p,-semivariograma induzido
por f como a fungao

. 1
7} Hp — R dadapor 7 (h) = 5o > Mi)(h).
2Nu( )a;exg[h]

Definigao 3.1. Diremos que uma fungao continua f : D — R € u,-espacialmente
dependente se existe uma distincia factivel h € HE, h > 1/2" = minHf, tal que
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v} € estritamente crescente em [1/2", h] N HE. A maior distincia factivel a,, com

esta propriedade serd denominada alcance da dependéncia p,-espacial de f.

Exemplo 3.1. Seja D = [0,1] x [0,1] regigo do R%. O conjunto das distancias
factiveis no primeiro suporte amostral diddico X de D é Hp = {%, g, 1, §7 V2}.
Seja f: D — R definida como f(x,y) = 4(x*>+y*). Os valores assumidos por v} em
H3 estdo indicados na tabela abairo e mostram que a funcdo f é py-espacialmente

dependente com alcance da dependéncia i1-espactal total.

p | 3 [ 2]
70 [ 5 [ [ 116 [ 336

Para por fim a esta segao note-se que as Notas 3.1 e 3.2 resultam no seguinte:
Para cada h € Hﬁ o valor yy(h) ¢ uma aproximacao para ys(h), e tal aproximagao
torna-se tanto melhor quanto maior é o inteiro positivo n e menor é a distancia
factivel h € Hﬁ Isto implica dizer que para um pequeno intervalo (ndo-degenerado)
Ho = [0, ho) que intercepta HZ, a curva Y¢|H, serd um bom ajuste para o grafico
discreto Go = {(h,7}(h)) : h € HE N'Ho}. Portanto, temos o seguinte:

Teorema 3.1. Seja f: D — R uma funcdo continua. Entdo, f € u-espacialmente
dependente se, e somente se, f € up-espacialmente dependente para algum inteiro
n suficientemente grande.

4. Funcoes Intrinsecamente pu-espaciais

Definigao 4.1. Sejam D C R™ wuma regigo e f : D — R wma fun¢do continua.
Diremos que f € intrinsecamente p-espacial se, uma vez dada a garantia de que
f € un-espacialmente dependente para algum inteiro positivo n, o mesmo se verificar
para uma infinidade de outros inteiros maiores que n.

Definicao 4.2. Seja f : D — R uma func¢ao intrinsecamente p-espacial. Diremos
que f é p-espacialmente dependente se f € p,-espacialmente dependente para
algum inteiro positivo n.

O Teorema 3.1 no ambito destas novas terminologias implica no seguinte:

Teorema 4.1. Seja f : D — R uma fungao intrinsecamente p-espacial. Entao, f
€ p-espacialmente dependente se, e somente se, f € pi-espacialmente dependente.

5. Dependéncia uy-espacial: uma Equivaléncia com
a Geoestatistica
Esta tultima secao do texto destinar-se-a a vislumbrar o leitor da origem das

idéias deste trabalho que, na verdade, vieram a generalizar, para o caso de fungoes
definidas em regioes, os conceitos geoestatisticos de dependéncia espacial até entao
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trabalhados no contexto de variaveis regionalizadas definidas e amostradas em sub-
conjuntos finitos no espago Euclideano de dimensao dois. Deveras, falado isto, nada
mais ha que se fazer no empreendimento a que se dispoe esta secao a nao ser in-
troduzir os conceitos geoestatisticos de dependéncia espacial. Nao obstante, isto
serd feito no contexto deste trabalho e mantendo-se notagoes e terminologias aqui
inseridas, ficando a cargo do leitor consultar tais conceitos no contexto de varidveis
regionalizadas nas notagdes entao apresentadas. (Ver, por exemplo, [2] ou [3]).

Seja X um subconjunto finito do espago R™ e suponha que uma fungao continua
intrinsecamente p-espacial f : D — R esteja definida numa regido D do R™ contendo
X, de modo que nao necessariamente se conheca o valor assumido por f em todos
os pontos de D, mas que se conheca o valor f(z) para todo z € X.

Definimos o conjunto de distancias factiveis em X como sendo

Hx ={d(z,y) : z,y € X, z #£y}.

Em semelhanca a notacao ja utilizada no texto, vamos denotar, para cada h €
Hx e cada ponto z € X, o conjunto Sp[z] = 0B, (z) N X.

Definiremos na seqiiéncia uma série de fungoes bastante semelhantes as ja defini-
das neste trabalho. Tal semelhanca é mantida para que se compreenda a homoge-
neidade dos conceitos apresentados aqui com os do restante do texto. Na verdade,
as definigoes aqui apresentadas sao as mesmas ja introduzidas, a menos da medida
utilizada; substituimos a medida de Lebesgue pela medida de contagem.

Definamos, inicialmente, a funcao:

Jo: Hx x X = R por Yg(h,x) = #Si[z].

Agora, para cada h € Hx, denotemos X[h] = {z € X: 3y € X com d(z,y) = h},
e definamos
No : Hx — R por Ny(h Zﬁohx

xGX [h]

onde [«] indica o maior inteiro menor ou igual a a. Em termos préticos, para cada
h € Hx, o valor Ny(h) expressa o ntimero de pares de pontos de X separados pela
distancia factivel h.

Para cada ponto z € X vamos denotar Hx[z] = {d(z,y) : y € X}, e definir a
fungao

Mila] s Hy[e] = R por Myfel(h)= Y |f(x) = fy)l.

yESh[z]
Definimos, por fim, a funcao
0. 0 0

O leitor pode verificar que no contexto de varidveis regionalizadas intriseca-
mente estaciondrias, esta é a funcao denominada fungao semivariograma. Aqui,
no entanto, a denominaremos fungao pg-semivariograma induzido por f. E
em semelhanga as defini¢oes utilizadas naquele contexto e em todo este trabalho,
introduzimos a seguinte definigao:
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Defini¢ao 5.1. Diremos que f € up-espacialmente dependente se existe uma
distancia factivel h € Hx, h > minHx, tal que 7? € estritamente crescente em
[minHx, h]NHx. A maior distincia factivel com esta propriedade serd denominada
alcance da dependéncia pg-espacial de f e denotada por ag.

O leitor ha de concordar que esta definicao é equivalente aquela que corresponde
a dependéncia espacial para o caso do tratamento de varidveis regionalizadas nos
termos da Geoestatistica.

Tudo isto mostra que o estudo geoestatistico da dependéncia espacial de varidveis
regionalizadas intrinsecamente estacionédrias é um caso especial e particular do es-
tudo da dependéncia p-espacial de fungoes continuas intrinsecamente p-espaciais
definidas em regides de espacos Euclideanos, como realizado neste trabalho. A
principal particularidade é, de fato, a substituicao da medida de Lebesgue pela me-
dida de contagem quando se restringe uma fungao definida em toda uma regiao do
espaco m-dimensional para um subconjunto finito da mesma. O contexto pratico
da Geoestatistica é, ainda, geralmente restrito ao caso 2-dimensional, uma vez que
suas aplicacoes se dao, principalmente, no estudo de fendémenos naturais e, por isso,
os dominios das fungoes estudadas constituem subconjuntos da superficie terrestre,
havendo sempre a identificagao desta, com um ponto excluido, e o plano Euclideano.

Abstract This work consists of a generalization of the concepts of space dependence
brought of the scope of the Geoestatistical to a purely mathematical boarding in
the cases where one has defined a continuous function the real values on a domain
having consisted of a region of the m-dimensional Euclidean space.
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