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RESUMO. A presente contribui¢do tem como objetivo desenvolver uma ferramenta numérica para a
resolugdo de problemas inversos modelados por equagdes diferenciais ordinarias com ordem fraciondria.
Esta consiste da associacdo entre o0 Método da Colocacdo Ortogonal no contexto fraciondrio com o al-
goritmo de Busca Fractal Estocdstica. Os resultados obtidos com a extensdo do Método da Colocacdo
Ortogonal em fun¢des matemadticas demonstraram a habilidade desta estratégia em comparacdo com ou-
tras abordagens numéricas. Para fins de ilustracdo, um problema inverso que consiste na determinacao dos
parametros de um modelo e da ordem fraciondria do processo de fermentacdo da enzima lacase € proposto
e resolvido. Em relag@o a este estudo pode-se concluir que o aumento do nimero de graus de liberdade
(ordem fraciondria € mais uma varidvel de projeto) aumenta a chance de um melhor ajuste do modelo aos
pontos experimentais.

Palavras-chave: problemas inversos, equagdes diferenciais ordindrias fraciondrias, busca fractal
estocastica, fermentacio batelada.

1 INTRODUCAO

Nas tltimas décadas, o aprimoramento/desenvolvimento de métodos analiticos e numéricos em-
pregados para a andlise do cdlculo fraciondrio tém atraido cada vez mais adeptos. O célculo
fraciondrio é uma generalizacdo da diferenciacio e integracdo ordindrias para uma ordem nao
inteira arbitraria. O interesse por seu estudo se deve ao fato de que varios fendmenos obser-
vados na natureza ndo podem ser explicados pelo tradicional célculo inteiro. Por exemplo, a
relacdo entre a forca e o deslocamento em uma mola ideal que, sob pequenas deformacdes em
materiais eldsticos, € linear. Por outro lado, em um amortecedor ideal a forga é proporcional a
velocidade de extensdo ou compressdao da mesma, i.e., a forca esta relacionada a primeira deri-
vada da deformacdo. Todavia, qual lei fisica governa os materiais com propriedades mecanicas
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intermedidrias, i.e., entre a mola ideal e o amortecedor ideal? [6]. Objetivando responder esta e
outras questdes, indmeras pesquisas t€ém sido desenvolvidas com o intuito de modelar e analisar
o comportamento de sistemas nao lineares por meio de cdlculo fraciondrio [14].

Historicamente, a primeira aplicacdo do cdlculo fraciondrio € atribuida a Niels Henrik Abel
em 1826 [16]. Este pesquisador apresentou uma abordagem dedutiva empregada para encon-
trar a solucdo de uma equacdo integral resultante da formula¢do de um problema de engenharia
mecanica (denominado de problema da is6crona). Desde entdo, vdrias aplicagcdes no contexto
fraciondrio podem ser encontradas, dentre as quais pode-se citar: materiais viscoeldsticos [2],
processos eletroquimicos [9], polarizacio dielétrica [22], processamento de sinais [17], teoria de
controle [19], adveccdo e dispersdo de solutos em meios porosos [3] e caos [15].

Desde o seu surgimento, intimeras sugestdes para interpretacdo do cdlculo fracionédrio podem
ser encontradas na literatura [8, 19]. Todavia, a maioria destas sdo abstratas e sem ligacdo com
aspectos fisicos [8]. Uma interpretacdo bastante 1til para a interpretacdo fisica para o célculo
fraciondrio € baseada no conceito de memdria. Para entender este conceito considere um sistema
em que a saida em cada instante de tempo depende apenas da entrada no mesmo intervalo de
tempo. Neste caso, esse sistema € considerado sem memoria. Por outro lado, quando o sistema
precisa lembrar os valores anteriores da entrada para determinar o valor atual da saida, esse é
denominado de sistemas com memoria [8]. Do ponto de vista fisico, o que é a memdria e como
esta € definida em um sistema depende de um profunda compreensao dos fendmenos envolvidos.
Além disso, ndo existem regras e métodos para selecionar o tipo de provavel contribuicao fra-
ciondria durante a etapa da modelagem de um sistema. Entretanto, o uso de pontos experimentais
pode ser ttil para a caracterizagc@o destes modelos [13]. Como destacado por Li e colaborado-
res [11], devido a propriedade ndo local de uma derivada fraciondria, esta pode ser usada para
descrever sistemas de engenharia com dindmicas complexas por envolverem uma longa memoria
no tempo.

Na literatura especializada, inimeros métodos analiticos e numéricos podem ser encontrados
para a resolu¢do de uma Equagdo Diferencial Ordindria Fraciondria (EDOF). Dentre estes, Lin
e Liu [13] introduziram um método numérico baseado no conceito de multiplos passos para
resolver EDOFs lineares. Li e colaboradores [11] propuseram novas abordagens numéricas ba-
seadas no método Simpson para a resolucdo de EDOF gerais. Li e Zeng [12] estudaram a es-
tabilidade e a convergéncia de diferentes metodologias para a resolucdo de EDOFs. Para essa
finalidade, os Métodos de Euler, Adams e de alta ordem com base na férmula da quadra-
tura foram analisados. Oldham e Spanier [18] introduziram abordagens numéricas baseadas nas
definicdes de Griinwald-Letnikov e Riemann-Liouville para aproximar as derivadas fraciondrias.
Podlubny [19] introduziu prop6s uma abordagem numérica para aproximar derivadas com or-
dens arbitrdrias usando a definicdo de Riemann-Liouville. Deng [7] propds um procedimento
para o uso do principio de memdria usando um método preditor-corretor para a resolucdo de
EDOFs. Yuan e Agrawal [26] desenvolveram uma nova abordagem numérica para minimizar o
efeito prejudicial de propriedades ndo locais no contexto fraciondrio.
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No contexto dos problemas inversos diferenciais fraciondrios, o niimero de trabalhos tem au-
mentado significativamente nos dltimos anos. Zheng e Wei 2011 [27] propuseram um problema
inverso para uma equagdo de difusdo tempo-fracionaria em um dominio semi-infinito unidimen-
sional. Para essa finalidade, o perfil de temperatura e o fluxo de calor formam determinados
considerando pontos experimentais sintéticos € uma nova metodologia para lidar com o pro-
blema do mal condicionamento numérico. Xiong e colaboradores [25] propuseram um problema
inverso para uma equacdo de difusdo fracionaria mal condicionada numericamente. Tal problema
foi obtido a partir da equacio classica de difusdo substituindo a derivada de tempo de primeira
ordem pela derivada fraciondria de Caputo, bem como o uso de pontos experimentais sintéticos.
Chi e colaboradores [5] determinaram o termo fonte a partir da formulagao e resolu¢do de um
problema inverso para a equagdo de advecgdo-dispersdo fraciondria considerando pontos experi-
mentais sintéticos. Para essa finalidade, um esquema baseado em diferengas finitas associado ao
conceito de derivadas fraciondrias de Griinwald foi proposto. Leitoles [10] propds e resolveu um
problema inverso para fins da determinacdo dos parametros cinéticos em um sistema reacional,
bem como da ordem fraciondria considerando pontos experimentais reais.

Diante do que foi apresentado, a presente contribui¢do tem por objetivo desenvolver uma fer-
ramenta numérica para a resolu¢do de problemas inversos sujeitos a equacdes diferenciais or-
dindrias que apresentam ordem fraciondria. Em linhas gerais, esta consiste da associacdo entre o
Meétodo da Colocagdo Ortogonal (MCO), estendido para o contexto fraciondrio, com o algoritmo
de Busca Fractal Estocéstica (BFE). A metodologia proposta é empregada para determinar os
parametros cinéticos e a ordem da derivada fraciondria no processo de fermentacdo da enzima
lacase. Além disso, também ¢ analisada a influéncia da ordem fraciondria nos perfis simulados
para o processo em questio. Este trabalho esta estruturado como segue. Na secdo 2 € apresentada
uma breve descri¢cdo matemdtica do processo de fermentacdo da lacase. A descricdo do MCO
para ambos os contextos inteiro e fraciondrios sdo apresentados na se¢@o 3. Uma breve descri¢do
do algoritmo de BFE ¢ apresentado na secdo 4. A metodologia e os resultados e discussdo sdo
apresentados nas secOes 5 e 6, respectivamente. A ultima secdo apresenta as conclusdes deste
trabalho.

2 MODELAGEM MATEMATICA DO PROBLEMA DE INTERESSE

Nesta contribui¢io considera-se o processo de fermentacdo da enzima lacase. Esta apresenta uma
série de aplicacdes industriais, dentre as quais pode-se citar o seu uso na industria de alimentos
e no tratamento de efluentes industriais. Especificamente na inddstria de alimentos, esta enzima
¢ adicionada para ressaltar as cores, o aroma, o gosto, a estabilidade nos sucos das frutas e nas
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bebidas alcodlicas fermentadas [1]. Matematicamente, este processo pode ser representado pelos
seguintes balancos de massa [1]:

dX  PmaxSX _

@ (Krs) XO=X) @D
das 1 dX

o = _7Yxs o (5(0) = So) 2.2)

dp_{K1(1—exp(—(t—oyl)/oal))S—KpP IS po)=R)  @3)

di | (Ki—Kp)(1—exp(—(t—0,1)/0,1))S set >t

em que t € o tempo (dias), X € a concentracdo de biomassa (g/L), P é a concentracdo da enzima
lacase (U/L), S € a concentragdo de substrato (g/L), .. € K sdo as constantes relacionadas
ao modelo de inibi¢ao considerado, Yy /s € o rendimento de biomassa em relagdo ao substrato,
K1, K> € K, sdo pardmetros que ponderam os modelos no que tange o produto € #; € 0 tempo
de atuacdo de cada um destes modelos. O subscrito 0 representa a condicdo inicial associada ao
vetor de varidveis dependentes (X, S e P).

Se todos os parametros (Upqy, K, YX/S, K1, K, K, t5) e as condigdes iniciais (Xp, So € Fp) do
modelo forem conhecidos, tem-se um problema de simula¢do ou problema direto (em oposicao
a problema inverso). Por outro lado, se todos ou qualquer combinagdo destes ndo forem co-
nhecidos, deve-se formular e resolver um problema inverso considerando pontos experimen-
tais para a determinacdo do conjunto de incognitas (varidveis de projeto). Mais detalhes so-
bre a formulacdo do problema inverso diferencial fraciondrio proposto neste trabalho serdo
apresentados na secao 5.

3 METODO DA COLOCACAO ORTOGONAL

Em linhas gerais, o MCO consiste na definicdo de uma func¢éo para aproximar a solugido do
problema em andlise em determinados pontos do dominio de interesse, denominados de pontos
de colocagdo. Neste caso, obriga-se que a equacao original coincida com a solucio aproximada
nestes pontos. Apesar da escolha da fungdo de aproximacdo e dos pontos de coloca¢do pode-
rem ser realizadas de forma aleatéria, tem utilizado como fungio de aproximacio o Polindmio
de Lagrange (PL) e como pontos de colocacdo as raizes de um polindmio ortogonal. Cabe res-
saltar que a escolha pelo PL se deve ao fato de que este possibilita a reducdo do custo com-
putacional associado com a necessidade de obtencdo de derivadas em relag@o a outros tipos de
aproximacdes [23].

Conforme destacado anteriormente, o objetivo desta contribui¢do € a resolu¢io de um problema
inverso diferencial fracionario considerando como ferramenta para a simulacdo do modelo fra-
cionario o MCO estendido para o contexto fraciondrio. Antes de apresentar a metodologia pro-
posta, faz-se necessdrio discutir aspectos gerais do MCO para o contexto inteiro, conforme a
préxima subsecao.
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3.1 MCO para o Contexto Inteiro

O MCO ¢ baseado na definicdo de uma funcdo de aproximacdo (geralmente uma fungdo po-
linomial), na qual sua solucdo numérica € avaliada considerando um determinado nimero de
pontos dentro do dominio de interesse, i.e., 0 Niimero de Pontos de Colocagdo ou NPC [24]. A
equacdo original deve satisfazer a fun¢do de aproximag@o nos pontos considerados, bem como
nas condig¢do inicial e de contorno (caso o problema em questdo seja de valor no contorno). Uma
fun¢do ortogonal € usada para determinar a posi¢io 6tima desses pontos no dominio X. Para esse
objetivo, considere a seguinte relagdo recursiva [23,24]:

Y™ (X) = (X + y)TL_; (X) + 10T, (X) G.1)

em que IT € uma funcdo polinomial e ¥ e 1 sdo coeficientes definidos a partir da aproximagio
considerada.

As raizes desta equagdo sdo obtidas considerando um polindmio ortogonal de grau NPC, o peso
W (X) e a seguinte condi¢@o de Galerkin [24]:

1
/W(x)(wx+n)n§"’=”> (X)dX =0, i=0, ..., NPC—2 (3.2)
0

Multiplicando a Eq.(3.1) por I1;_; e integrando, a seguinte relacdo € obtida:

.}XW(X)Hi—l (X)L, (X)dX
ST - (3.3)
JWX)ITF, (X)dX
0

Analogamente, multiplicando a Eq.(3.1) por IT;_; e integrando, o parametro y pode ser obtido,
ie.

yi=—5 (34)

Considerando, por exemplo, IT;_»=0, IT;_;=1, W(X)=1 e =0, o procedimento acima pode ser
usado para calcular y e 1 e, consequentemente, determinar o polindmio ortogonal em NPC, i.e.,

H%;g ) (X) [23,24]. As raizes deste polindmio sdo tomadas como sendo os pontos de colocag@o.

Sabe-se que a fungdo de aproximacdo e os pontos de colocacdo podem ser escolhidos usando
abordagens diferentes. A metodologia do polindmio de Lagrange (PL) tem sido tradicionalmente
usada como uma fun¢do de aproximacao. Essa escolha se deve a reducdo do custo computacional
associado a aproximagdo numérica dos derivativos em compara¢do com outras aproximagdes
[23,24]. Considerando o conjunto de pontos de dados (X1, Y1), (X2, Y2), ..., Xnrc+1, YNPC+1),
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uma férmula de interpolacdo que passa por esses pontos (um polindmio de interpolagdo de NPC-

ésimo grau) é dada por:
NPC+1
Ywpe(X)= ), Yili(X) (3.5)
i=1

em que /;(X) € o polindmio de interpolagio de Lagrange definido como:

NPC+1 X—X;
J

L(X) = (3.6)
(X) ]];[l X —X,

Se o subscrito i for igual a j, [;(X) é igual a 1. Caso contrério, ;(X) é igual a 0. Como essa
aproximacdo ¢ uma funcdo continua, ela pode ser diferenciada e integrada. Assim, a primeira
derivada para uma raiz especifica X; pode ser expressa como:

dYype(X;)  NE dli(X;)
— = Y v % Jj=12,...,NPC+1 (3.7)

i=1

Substituindo essas aproximag¢des no modelo original, é possivel obter expressdes (residuais)
para cada ponto de colocacgdo. Estes residuos devem ser minimizados para cada raiz do po-
linbmio ortogonal, i.e., devem ser zerados em cada ponto de coloca¢do, bem como devem sa-
tisfazer as condigdes iniciais e de contorno (caso o problema seja de valor no contorno). O sis-
tema algébrico resultante, geralmente ndo linear, deve ser resolvido considerando uma técnica
numérica apropriada, como por exemplo, 0 Método Newton.

A seguir € apresentado um consolidado dos passos necessdrios para a aplicagdo do MCO para a
resolucdo de equagdes diferenciais ordindrias com ordem inteira:

1. Definir os pardmetros de entrada: dominio do problema, fungdo peso para a determinagao
do polindmio ortogonal, grau NPC da aproximagdo (o polindmio tem NPC+1
coeficientes);

2. Calcular o polindmio ortogonal de grau NPC+1-NC, onde NC é o nimero de condigdes
que precisam ser satisfeitas;

3. Calcular as NPC raizes (pontos de coloca¢io) do polindmio ortogonal;
4. Determinar as equagdes (residuo nos pontos de colocagdo);
5. Resolver o sistema de equagdes resultantes;
6. Verificar se a solucdo obtida ndo € modificada com o aumento do grau da aproximacao.
E importante ressaltar que, como o0 MCO apresentado é fundamentado no uso de um polinémio

ortogonal, a varidvel independente no modelo diferencial ordindrio deve estar definida no inter-
valo [0 1] para que o MCO possa ser empregado. Caso isso ndo acontega, inicialmente deve-se
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realizar uma mudanca de varidvel de modo que o modelo seja sempre integrado no intervalo [0
1].

Finalmente, cabe ressaltar que a qualidade do resultado obtido € func¢do da aproximacdo consi-
derada, sendo que um aumento excessivo do grau da mesma nao, necessariamente, implica na
melhora da qualidade da solug@o obtida. Além disso, esse aumento pode ocasionar um com-
portamento oscilatrio nas proximidades de regides onde a solu¢do ndo experimenta variacdes
pronunciadas [23].

3.2 Extensao do MCO para o Contexto Fracionario

Na subsecdo anterior foi apresentado o algoritmo para a resolucio de uma equacao diferencial or-
dindria com ordem inteira. Para a sua aplicagdo em um problema em que o termo diferencial apre-
senta ordem fraciondria, € necessdria uma pequena adaptacdo no algoritmo apresentado. Neste
caso, a partir da defini¢dio da derivada fraciondria a ser considerada, durante a caracterizacdo das
derivadas considerando o PL no algoritmo apresentado, deve-se empregar uma das defini¢cdes
de derivadas fraciondrias para a representacio deste termo. Com esta mudanca, o algoritmo que
antes tratava apenas de derivadas inteiras, agora pode lidar com derivadas fraciondrias. Para vali-
dar a metodologia proposta, a mesma serd aplicada em problemas puramente matematicos e que
apresentam solucdo analitica, conforme apresentado e discutido na se¢do 5.

4 BUSCA FRACTAL ESTOCASTICA

Para resolver o problema inverso de interesse neste trabalho, considera-se o algoritmo de Busca
Fractal Estocastica (BFE) como ferramenta de otimizacdo. Esta recente técnica de otimizagdo
inspirada na natureza foi proposta por Salimi [20]. Em linhas gerais, esta estratégia baseia-se
no uso de fractais para imitar o fendmeno de deslocamento de particulas (candidatos a solug@o
do problema de otimiza¢do) no processo de difusdo. Neste movimento, as particulas tendem
a explorar o espaco de busca considerando uma propriedade de difusdo empregada em frac-
tais aleatérios [4]. Segundo Salimi [20], o algoritmo de BFE faz uso de fractais aleatérios via
emprego do método de agregacdo limitada por difusdo como metodologia de busca.

No algoritmo de BFE, dois processos sdo aplicados para gerar novos candidatos, a saber, o pro-
cesso de difusdo e o processo de atualizacdo. No primeiro, cada particula se difunde em torno
de sua posicao atual para garantir a propriedade de exploragdo. Este procedimento evita que o
algoritmo fique preso em minimos locais, além de aumentar a chance de encontrar o minimo
global. No segundo processo, uma determinada particula tem a sua posi¢do atualizada em func¢do
das localizag¢des atuais de outras particulas vizinhas. Além da exploracdo proposto no algo-
ritmo de BFE, o mesmo ainda emprega estratégias puramente aleatérias como metodologias
para a atualizacdo dos candidatos em potencial. Uma breve descricao do algoritmo de BFE é
apresentada a seguir [20].

O processo de difus@o consiste na geracdo de caminhos aleatorios gaussianos para gerar pon-
tos em torno de cada particula até que um nimero méaximo de difusdes, pré-determinado pelo
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usudrio, seja alcancado. Existem dois tipos de caminhos que podem ser seguidos, a saber, GW| e
GW,, definidos como:

GW, = Gaussian (gp,0) + (rand(0,1) X Ppes — rand X P;) 4.1)
GW, = Gaussian (Up, ) 4.2)

em que P; e Py sd0 as posi¢Oes referentes a i-é€sima e a melhor particulas, respectivamente
(i=1, 2, ..., NP, onde NP ¢ o tamanho da popula¢do), rand(0,1) € um nimero aleatério gerado
no intervalo [0,1]. ugp e Wp séo pardmetros definidos pelo usudrio. O desvio padrao 0 € ajustado
dinamicamente com base no nimero da geragio G:

log(G)

0= -G = (P; — Prest) 4.3)

No algoritmo de BFE o processo para a atualizacdo de um candidato em potencial emprega
dois procedimentos estatisticos. No primeiro processo de atualizag@o cada posi¢ao de particula é
atualizada como segue:

wews ) Pir(j) —rand(0,1) x (P (j) = Bi(j)), se % <rand(0,1)
Pr(j) = { Pi(j), se ¥ >rand(0,1) 4.4)

em que j pertence ao conjunto {1, 2, ..., D} que define o niimero de varidveis de projeto D. P!
¢ a nova posicao da i-ésima particula P,, computada em funcdo das posicdes das particulas Py, e
P, selecionadas aleatoriamente, ; € a probabilidade de sele¢do da particula P, calculada como:

rank;
NP
em que o operador rank; representa o ordenamento da populac¢do de particulas em relacio ao

Yi=1- 4.5)

valor da funcio objetivo (o ordenamento € realizado da melhor para a pior solugdo, i.e., a particula
com pior valor de fun¢do objetivo tem um menor valor para o rank;). No segundo processo de
atualizac@o, a probabilidade 7; € recalculada e usada para determinar se uma particula P; deve ser
atualizada, conforme a seguinte relacao:

Pi(j) —rand(0,1) X (Q1,(J) — Prest (j)), se rand(0,1) <0.5

P(j) + rand(0,1) x (Q1,(j) — 02,(j)) . se rand(0,1) > 0.5 (4.6)

-

em que Oy, e O, sdo duas posi¢gdes das particulas, selecionadas aleatoriamente. Este procedi-
mento deve ser executado até que um determinado critério de parada seja satisfeito. Neste algo-
ritmo considera-se o nimero maximo de geracdes como critério de parada. Mais detalhes sobre
o desenvolvimento tedrico do algoritmo BFE podem ser encontrados no trabalho de Salimi [20].

5 METODOLOGIA
5.1 Resolucao dos Problemas Diretos
Para validar a metodologia proposta para resolver uma equacao diferencial ordindria fraciondria e

detalhada anteriormente, dois estudos de caso puramente matematicos e que apresentam solucao
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analitica conhecida sdo considerados. Neste cenario, a influéncia da ordem fracionaria ¢ do
nimero de pontos de colocacdo (NPC) sdo analisados. Para avaliar o termo fraciondrio serd
utilizado a derivada do tipo Riemann-Liouville (gzD*f(¢)) com ordem fraciondria o (a > 0)
aplicada a uma funcdo genérica f no dominio (0,0). Esta é definida como:

t
dn
DYf(t) = — / )" f(1)d 5.1
reDYf (1) '\ Tn—a) f(7) (5.1
0
em que ¢ é uma varidvel independente e n=[a]+1 e [@] € um operador que representa a parte
inteira de «.

5.2 Resolucao dos Problemas Inversos

Ap6s a validagdo da abordagem proposta para a integracdo do modelo diferencial fraciondrio, a
mesma serd associada ao algoritmo de BFE para a resolugdo de dois problemas inversos, a saber,
um puramente matemdtico em que serdo gerados pontos experimentais sintéticos e um outro
cujo objetivo € a resolucdo de um problema inverso diferencial fracionario aplicado ao processo
de fermentag@o batelada para a producdo da enzima lacase. Para essa finalidade, alguns pontos
devem ser mencionados:

e Para a formulacdo do problema inverso matemético considera-se minimizar o funcional
FO; a partir da determinacdo da ordem fraciondria & no MCO, conforme a seguinte
equagao:

- 1\2
— exp ca
FO =) (7 -y (5.2)
i=1
em que N é o nimero de pontos experimentais, ¥; ' e Y4 representam os pontos

1
experimentais e os calculados numericamente pelo MCO, respectivamente.

* Como nao sao conhecidos pontos experimentais para este problema em particular, pontos
experimentais sintéticos sdo gerados conforme a seguinte relagdo:

YOP =Y, + EY (5.3)

em que & é o desvio padrdo associado aos erros de medida e Y € um nimero pseudo-
aleatdrio gerado com uma distribui¢@o gaussiana de média zero e o desvio padrao igual a
um. Para determinar os pontos experimentais sintéticos, a solu¢@o analitica (¥;) conhecida
serd utilizada para essa finalidade.

 Para a caracterizacdo do problema inverso diferencial fraciondrio referente ao processo
fermentativo, as derivadas de ordem inteira (Eq.(2.1)-Eq.(2.3)) sdo substituidas por de-
rivadas fraciondrias com ordem igual a o, i.e., dX/dt — d*X /dt*, dS/dt — d*S/dt* e
dP/dt — d*P/dt®. Neste caso, para que o modelo modificado continue tendo consisténcia
dimensional, visto que a generaliza¢do da ordem fraciondria interfere nas unidades, é ne-
cessdrio corrigir as dimensdes de alguns dos parametros, conforme apresentado a seguir
no item que define o espago de projeto no problema de otimizagao;
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Para aplicar o MCO no contexto fraciondrio sera considerada defini¢do da derivada do tipo
Riemann-Liouville, conforme a Eq.(5.1);

Para resolver o sistema de equacdes resultantes da aplicacdo do MCO, o Método de
Newton € considerado como metodologia numérica para a resolug@o do sistema ndo linear;

O problema inverso diferencial fraciondrio consiste da determinagdo dos parametros do

modelo (Wax, K, YX/S, K1, K>, K, e t;) e da ordem fraciondria (&) que minimize o so-

matério do erro absoluto quadrético entre os pontos experimentais e simulados ponderado

pelo maior valor experimental observado, i.e.:

M exp cal M Xp cal
(X0 —xe)® B (50— s’

M CXP Pcal)
FO, = Z ! + Z + Z

i=1 (Xmax)2 i=1 (Smax) i=1 mdx)

em que F'O; é o funcional que deve ser minimizado, M é o nimero de pontos experimen-
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tais, X; T e XI-C“I representam os i-ésimos valores experimentais e simulados pelo modelo

30 d Slul exp cal .. 1 . .
para a concentra¢do de células, S; e S{* representam os i-ésimos valores experimentais
. ~ &) ~
e simulados pelo modelo para a concentracdo de substrato e P P e Pl-“’l representam 0s
i-ésimos valores experimentais e simulados pelo modelo para a concentracio de produto.
Xmax»> Smax € Pmax representam os maiores valores experimentais observados para X, S e P,
respectivamente.

Espago de projeto considerado: 0,001 < Uq < 5 (dia~%); 0,001 < K < 10 (g/L); 0,002
<Yys < 3 (g/g); 30 < K1 < 30000 (U g’]dia’“); 50 < K, < 50000 (U gfldia*"‘); 0,001
<K,<2(dia %);6 <t, <11 (dia)e 09 < a < 1;

Os pontos experimentais considerados para a formulagdo do problema inverso diferencial
fraciondrio proposto s@o apresentados na tabela 1 [1]: Estes representam os pontos experi-
mentais obtidos com a fermentacdo para a producdo da lacase por Tramares versicolor em
cultura submersa descontinua. Neste processo estudado por Alves [1] foram analisados o
efeito da concentragdo inicial de extrato de malte e o efeito do pH do meio na atividade da
lacase.

O vetor de condi¢des iniciais, i.e., para o tempo inicial (r=1 Dia), corresponde a [X,=0,1
So=2 Py=0], conforme a tabela 1;

Para avaliar o algoritmo de BFE, duas configuracdes sdo consideradas, a saber, BFE! e
BFE?, respectivamente. BFE! apresenta os seguintes parimetros: tamanho da populagio
(50), nimero de geragdes (500), nimero maximo de difusdes permitidas em torno de
cada particula (2), primeiro caminho gaussiano - Eq.(4.4). BFE? apresenta os mesmos
parimetros considerados em BFE!, todavia, faz uso do segundo caminho gaussiano -
Eq.(4.6);

Para fins de comparacdo considera-se o algoritmo de Evolugdo Diferencial [21] com os
seguintes parametros: tamanho da populagcdo (50), nimero de geragdes (500), taxa de
perturbagdo (0,8) e probabilidade de cruzamento (0,8);

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 3 (2020)



Losato 547

Tabela 1: Dados experimentais para o processo de fermentacdo da enzima lacase.

t(Dia) X (g/L) S(gL) P(UL)

1 0,1 2,0 0

2 0,1 2,0 125,3
3 0,3 1.9 1233,8
4 0,4 1,6 2699,1
5 0,7 1,3 5656,6
6 0,8 1,0 7089,1
7 1,1 0,8 5984,7
8 1,1 0,5 2897,9
9 1,2 0,4 1175,5
10 1,2 0,2 112,2
11 1,2 0,1 32,5
12 1,1 0,1 1,1

» Cada algoritmo foi executado 20 vezes e os melhores resultados sdo apresentados nas ta-
belas a seguir. Além disso, com os pardmetros considerados, sao necessdrias 50+50x 500
avaliagdes da funcdo objetivo em cada execucdo de cada algoritmo. O tempo de processa-
mento médio serd avaliado considerando um microcomputador Intel Core i7 com 8 GB de
memoria.

6 RESULTADOS E DISCUSSAO

Na presente sec@o sdo apresentados os resultados obtidos com a metodologia proposta. Inici-
almente sdo apresentados e discutidos os resultados referentes a simulagdo de duas equagdes
diferenciais ordindrias fraciondrias para fins de comparacao entre o MCO para o contexto fra-
ciondrio e outras abordagens numéricas. Em seguida, sdo apresentados e discutidos os resultados
obtidos com a resolug@o de dois problemas inversos usando o algoritmo de BEF. Finalmente, na
dltima subsecdo é apresentada a influéncia da ordem fraciondria nos perfis obtidos considerando
a simulag@o do processo de fermentagdo da lacase.

6.1 Problema Direto

Para avaliar o desempenho da metodologia proposta para a resolugdo de equagdes diferenciais or-
dindrias fraciondrias, dois modelos puramente matematicos sdo estudados. O primeiro, proposto
por Lin e Liu [13] e estudado por Li e Zeng [12], € dado pelo seguinte equacionamento:

D% (1) +y* (1) = f(t,&), 0< @ <2,0<t<2 6.1)

em que:

ft,a) = 1“(1;(6)a)t5a - rg(st)x)t““ + mﬁ“ + (7 =31 +21%)? (6.2)
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Neste caso, se @ pertencer ao intervalo [0 1], a condi¢do inicial para este modelo ¢ igual a y(0)=0.
Todavia, se o for maior do que a unidade e menor do que dois, o problema passa a ter duas
condi¢des iniciais, i.e., y(0)=y’(0)=0. Conforme reportado por Lin e Liu [13], a solu¢io analitica
para este estudo considerando o igual a 3/2 é igual a y(t)=r>-3t*+2¢>.

A tabela 2 apresenta os erros absolutos obtidos com a aplicacdo do MCO estendido para o con-
texto fraciondrio considerando diferentes valores para o parametro NPC. Nesta tabela também
sao apresentados os resultados obtidos por duas metodologias numéricas. A primeira, denomi-
nada de Método p-HOFLMSM (Mp-H), foi proposta por Lin e Liu [13] e consiste do uso de
uma férmula de quadratura associada a derivada do tipo de Riemman-Liouville para discretizar
a EDOF. J4 a segunda estratégia, denominada de Método de Alta Ordem (MAO), foi proposta
por Li e Zeng [12] e € baseada no uso férmula de Gronwall discreta generalizada para aproximar
as derivadas fraciondrias. Para essa finalidade, em ambas estratégias (Mp-H e MAO) foi adotado
um passo de integracdo da ordem de 0,2 e ordem igual a 3 (p =3). Para este passo de integragdo,
um sistema com 10 equagdes algébricas deve ser resolvido.

Tabela 2: Erros absolutos obtidos para a primeira EDOF considerando a=3/2 e diferentes
abordagens numéricas.

t{  Mp-H[13] MAO [12] NPC=5 NPC=10 NPC=15 NPC=20

02 322x107%  322x107% 1,03x107>  3,19x107%  7,28x10710  9,08x10714
04 291x107°  291x107°  1,11x107>  320x107%  6,24x10710  6,98x10714
0,6 3,97x107°  397x107°  L15x107>  3,11x107%  6,76x10710  6,11x10714
0,8 348x107°  349x107°  1,10x107>  2,55x107%  534x10710  563x10714
1,0 1,54x107°  1,54x107>  1,31x107°  3,45x107%  498x10710  4,65x10714
12 1,81x107°  1,82x107>  147x107°>  3,25x107%  334x10710  325x10714
14 683x107°  687x107  1,55x107°>  2,99x1077  2,24x10710  6,22x10713
1,6 143x107*  144x107%  1,67x107°  3,05x1077  441x10™°  6,98x10713
1,8 2,57x107*  2,58x107*  123x107* 3,28x1077  7,89x107™°  7,23x10713
2,0  405x107™*  4,07x107*  3,38x107™*  7,99x1077  9,33x107°  8,66x10713

Nesta tabela, como esperado, na medida em que se aumenta o valor do NPC, o erro absoluto em
cada ponto de discretizag¢do ¢ diminui. Em comparag¢do com os resultados reportados por Lin e
Liu [13] e por Li e Zeng [12], observa-se que, para NPC igual a 5, os erros tem a mesma ordem
de grandeza e para NPC igual a 20, os erros obtidos sdo bem menores. Todavia, como o NPC
significa, na pratica, a dimensao do sistema algébrico a ser resolvido, NPC igual a 5 resulta em
um sistema com 5 equacdes algébricas, o que implica em um sistema com menor dimensio do
que os métodos propostos por Lin e Liu [13] e por Li e Zeng [12]. Ao se considerar NPC igual
a 10, a dimens@o do sistema a ser resolvido pelo MCO ¢ idéntico as abordagens Mp-H e MAO,
todavia, com um erro absoluto bem menor, i.e., da ordem de 1078 E importante ressaltar que os
resultados obtidos considerando as abordagens propostas por Lin e Liu [13] e por Li e Zeng [12]
podem ser melhorados na medida em que o nimero de pontos de discretizag¢@o e/ou a ordem dos

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 3 (2020)



Losato 549

métodos propostos por este autores sdo aumentados. Em termos do tempo de processamento, em
média, a metodologia proposta para a integracdo do modelo diferencial fracionério encontrou a
solu¢do em, aproximadamente, 0,12 segundos para o referido estudo de caso.

Ja o dltimo estudo de caso matematico foi estudado por Li e Zeng [12], sendo o mesmo descrito
como segue:
A-a

Dy (0) = () +

——, 0<a<1,0<t<1 6.3
5—-a) T~ 6.3)

Para este estudo de caso, a condi¢do inicial associada a esta equacdo diferencial fraciondria é
dada por y(0)=0. Conforme apresentado por Li e Zeng [12], a solucdo analitica para este estudo
de caso ¢ dado por y(t)=t4Ea75 (%), onde E,, p € afuncdo de Mittag-Leffler, definida como sendo:

Zk

Eqp(z) =) T(ok+B)

k=0

Lo, B>0 (6.4)

em que z é a varidvel independente, & é a ordem fraciondria e 8 € um pardmetro necessdrio para

a avaliacdo desta funcdo.

A tabela 3 apresenta os erros absolutos obtidos com a aplicacdo do MCO estendido para o con-
texto fraciondrio e aqueles obtidos pelo Método de Alta Ordem (MAO) [12] no tempo ¢ igual a
unidade. Em ambas as estratégias, diferentes valores para o tamanho do passo de integragdo & (e
ordem igual a 3) e diferentes valores para o NPC sdo considerados. Neste cendrio, quanto menor
o valor do pardmetro s, maior € a dimensao do modelo algébrico a ser resolvido.

Tabela 3: Erros absolutos obtidos para a segunda EDOF considerando =1 e diferentes valores
parahe NPC.

Método a=0,1 a=0,3 a=0,5 a=0,7 a=0,9
h=1/10[12]  243x107>  1,91x107>  3,49x107>  538x107>  7,72x107°
h=1/20[12]  3,19x107®  2,50x107®  4,52x107®  6,88x107®  9,76x107°
h=1/40[12]  4,05x1077  3,20x1077  575x1077  8,69x10~7  122x107°
h=1/80[12]  506x107%  4,05x107%  724x107%  1,09x1077  1,53x1077
h=1/160[12]  6,25x10™°  5,09x10™°  9,09x10™°  1,36x107%  191x1078
h=1/32012] 7,71x1071°  638x10710  1,13x107™°  1,71x107°  2,39x107°
h=1/640[12]  9,50x10~'1  799x10711  142x10710  2,14x10710  3,00x10710

NPC=5 1,33x1075  145x1075  2,65x1075  1,45x1075  1,02x107°

NPC=10 2,01x107%  1,15x1078  566x107%  2,88x107%  1,34x1078

NPC=15 2,11x10710  1,77%x10710  1,00x107°  3,44x10710  1,76x10710

NPC=20 56610714 314x1071% 215107 333x10714  4,45x10714

Conforme observado para o primeiro estudo de caso, na medida em que se aumenta o valor do
NPC no MCO ou se reduz o valor de # no MAO [12], o erro absoluto no ponto ¢ igual a unidade
€ reduzido. Em comparacdo com os resultados reportados por Li e Zeng [12] observa-se que,
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para NPC igual a 5, os erros tem a mesma ordem de grandeza daqueles obtidos para & igual a
10. Todavia, como mencionado anteriormente, a dimensdo do sistema considerando o MCO €
menor do que aquele considerado pelo MAO. Ao se considerar a mesma dimensdo do sistema
a ser resolvido como pardmetro de comparagdo observa-se que, para NPC iguais a 10 e 20, os
erros obtidos pelo MCO (da ordem de 1073 e 10~ !4, respectivamente) s3o bem menores do que os
reportados por Li e Zeng [12] (da ordem de 107> e 1076, para h=1/10 e h=1/20, respectivamente).
Assim, considera-se que os resultados obtidos pela metodologia proposta sdo melhores do que
aqueles reportados por Li e Zeng [12]. Finalmente, em termos do tempo de processamento, em
média, o MCO encontrou a solu¢do em, aproximadamente, 0,15 segundos.

6.2 Problema Inverso
6.2.1 Problema Inverso Matematico

Para avaliar a metodologia proposta para a resolucdo de problemas inversos formulados por
equagdes diferenciais ordindrias fraciondrias, esta secdo apresenta os resultados obtidos para
um estudo de caso puramente matematico onde foram gerados pontos experimentais sintéticos
considerando desvio padrao & igual a zero (sem ruido) e & igual a 5% (com ruido), conforme a
Eq. (5.3). Conforme destacado anteriormente, o objetivo é determinar a ordem fraciondria o de
modo a minimizar o funcional F'O1, dado pela Eq. (5.2). A tabela 4 apresenta os valores médios
para a ordem fraciondria e para a fun¢do objetivo considerando o problema matemadtico estudado
por Li e Zeng [12] e descrito pela Eq. (6.3). De forma geral, observa-se nesta tabela que ambos
os algoritmos (ED e BEF) foram capazes de estimar o valor de & para o problema sem ruido e
obtiveram boas estimativas para o problema com ruido, para um mesmo nimero de avaliacdes
da fung¢@o objetivo, i.e., S0+50x 500 avaliacdes. Além disso, como esperado, o aumento no valor
de & implica no aumento da dispersdo dos pontos experimentais sintéticos e, consequentemente,
no incremento do valor da funcdo objetivo. Em termos do tempo de processamento, em média,
a metodologia proposta encontrou a solucio do problema inverso matemdtico em, aproximada-
mente, 85 segundos, contra 79 segundos do algoritmo de ED. Finalmente, cabe ressaltar que os
resultados apresentados nesta tabela apresentaram um desvio padrdo, em relacdo as 20 execugdes
dos algoritmos de otimizagdo, da ordem de 10~® para ambos os algoritmos.

6.2.2 Producao da Lacase

A tabela 5 apresenta os melhores valores obtidos com a execucdo de cada estratégia apresen-
tada na secdo 5. Nesta tabela também considera-se, para cada abordagem numérica, a ordem o
constante e inteira.

De forma geral, observa-se que, para um mesmo valor de avaliacdes da funcdo objetivo
(50+50x500), os resultados obtidos pelo algoritmo de BFE estdo em concordincia com aque-
les obtidos pelo algoritmo de ED, independentemente da ordem constante ou como varidvel de
projeto. Em relacdo ao desvio padrdo obtido com as execugdes realizadas para cada um dos al-
goritmos, foi observado, no minimo, um valor da ordem de 1073 para o vetor de varidveis de
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Tabela 4: Fungdo objetivo estimada em um problema puramente matematico considerando

NPC=10.
a=0,1 a=0,5 a=0,9
E=0% E=5% E=0% E=5% E=0% E=5%
D a 0,0999 0,0801 0,5000 0,4781 0,9000 0,8245
FO;r  92344x1077  0,24434  2,9442x1077  0,42323  2,4656x10~7  0,86543
. 0,1000 0,0812 0,4999 0,4744 0,9000 0,8222
FOp 3,9834x107% 023444 6,8877x10°%  0,20984 2,8887x10~%  0,71232
. 0,1000 0,0812 0,5000 0,4786 0,9000 0,8244
FO;  1,4098x107%  0,17431 3,9878x107% 041554 1,9332x107%  0,61112

Tabela 5: Pardmetros estimados considerando diferentes metodologias numéricas e os modelos

inteiro e fracionario.

ED BFE! BFE?
o 1 0,9225 1 0,9227 1 0,9226
Wnax (dia=%) 2,1860 2,3065 2,1857 2,1877 2,1865 2,1966
K; (g/L) 7,6441 7,6156 7,6265 7,6245 7,6243 7,5960
Yx/s (g/g) 0,6321 0,6410 0,6333 0,6408 0,6324 0,6304
K (Ugf‘diaf"‘) 3743,4397  3915,1765 3743,4933  3914,3694  3743,4744  3915,5343
K; (Ugfldia*"‘) 7046,0178  7292,5605  7046,0123  7293,7587  7046,0822  7291,5644
K, (dia=%) 0,9999 0,9341 0,9999 0,9259 0,9999 0,9349
t (dia) 7,8050 7,7149 7,8065 7,7944 7,8054 7,7832
FO, 0,6172 0,5896 0,6173 0,5863 0,6173 0,5898

projeto e para a fung@o objetivo. Neste caso, constata-se que ambos os algoritmos convergiram
para a mesma solucdo em cada uma das execugdes realizadas. Em termos do tempo de proces-
samento, em média, o algoritmo de BEF convergiu em, aproximadamente, 112 segundos, contra
97 segundos do algoritmo de ED. Ao se considerar a ordem como sendo uma varidvel de projeto,
observa-se um valor de fun¢do objetivo melhor do que quando essa é mantida constante e igual
a unidade. Isto se deve ao fato do aumento do graus de liberdade do sistema, i.e., a0 se aumen-
tar o nimero de varidveis de projeto (com a inclusdo da ordem), flexibiliza-se a acomodagio
do modelos aos pontos experimentais, mesmo que essa ndo seja tdo discrepante. Em termos da
configuracdo do algoritmo de BFE, observa-se, para esta aplicacdo, um melhor desempenho da
estratégia BFE!, a qual faz uso do caminho gaussiano descrito pela Eq.(4.4). E importante res-
saltar que, em termos da robustez de cada algoritmo, ambos sdao considerados satisfatérios visto
o valor do desvio padrdo obtido. As figuras 1(a)-(c) apresentam os perfis de concentracido de
biomassa, substrato e produto experimentais e preditas pelo modelo considerando as varidveis de
projeto encontradas pela configuracio BFE'. Matematicamente, observa-se nestas figuras uma
boa concordancia entre os pontos experimentais e computados pelo modelo ajustado, principal-
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mente em relacdo aos perfis de X e de S. Fisicamente, na figura 1(b), a concentrag@o de substrato
diminui ao longo do processo, indicando que esta é consumida pela biomassa e, consequente-
mente, esta aumenta com o decorrer do processo, conforme a figura 1(a). Ja no perfil de produto
P aumenta devido ao crescimento da concentraciio de biomassa até chegar ao tempo ,, a partir
do qual observa-se a sua reducio ao longo do processo, conforme observado na figura 1(c). E
importante ressaltar que, como o modelo cinético adotado para o balango de massa de produto
(Eq. (2.3)) € definido por expressdes distintas e que dependem do parametro f;, observa-se na
figura 1(c) a descontinuidade na derivada para o perfil de produto. Fisicamente, ndo existe razao
aparente para o aparecimento desta descontinuidade no processo analisado. Por outro lado, do
ponto de vista matematico, esta pode ser eliminada a partir do uso de um tinico modelo cinético
para todo o intervalo de tempo ou a partir do atendimento da condicdo de diferenciabilidade no
tempo f, para ambas as expressdes definidas na Eq. (2.3).

1,44 2,11
1,24 . 1,81
1,0/ _ 1.5
0,81 gﬂ (1),51
> 0,607 & 0’6
4‘ 5] i
8’2 . Experimento 0’3< b Experlmento. N
0,0 1 ——— Modelo Fracionario 001 Modelo Fracionario
T2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12
(a) Biomassa (g/g). (b) Substrato (g/g).
7,50x10™ .
6,00x10’1
4,50x10™
3,00x10™
a, 1,50x10’]
0,004
3 e  Experimento
-1,50x1 03 1 ———Modelo Fracionario
SOOI 0 12
(¢) Produto (U/L).

Figura 1: Perfis de concentracdo de biomassa, substrato e produto experimentais e preditos.
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6.3 Influéncia da Ordem Fracionaria nos Perfis Simulados

Para avaliar a influéncia da ordem fracionaria nos perfis simulados para esse processo, nas fi-
guras 2(a)-(c) sdo apresentadas as concentra¢des de biomassa, substrato e produto considerando
0s seguintes parametros: Ly,.y=2,1860 dia~%; K,=7,6441 g/L; Yy ,s=0,6321 g/g; K1=3743,4397
Ug~'dia=%; K»,=7046,0178 Ug~'dia—%; K,=0,9999 dia~“%; 1,=7,8050 dia e diferentes valores
para a ordem fraciondria o ([0.40.5...09 1 1.1 ... 1.9 2]).

17 201
51:507 1(5)
= 125’ — 1,Uq

P —
S 205
5 ] %) |

0.50 0,0

0251 20,51

0.00] 1.0/

(a) Biomassa (g/g).

1,2x10™*
8,0x10°
4,0x10’
0,01
-4,0x10 “
-8,0x10°
-1,2x10*

P (U/L)

t (Dias)
(c¢) Produto (U/L).

Figura 2: Perfis de concentragdo de biomassa, substrato e produto em func¢do da ordem
fraciondria o.

Nestas figuras € importante observar que o aumento no valor do parametro ¢ implica em um
comportamento oscilatério, i.e., se o valor de & de aproxima de 2, o modelo diferencial se torna
um com ordem 2 e, naturalmente, este tende a apresentar um comportamento oscilatério, como
por exemplo, de um oscilador harménico cldssico. Além disso, também é possivel observar, para
algumas varidveis dependentes e para alguns valores de a, perfis negativos, o que implica em um
comportamento fisicamente invidvel para este processo. Neste caso, ao se propor um problema
inverso onde a ordem € uma varidvel de projeto deve-se observar os perfis obtidos para avaliar,
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do ponto de vista fisico, se 0s mesmo sdo coerentes ou ndo, visto que podem ser obtidos perfis
invidveis do ponto de vista fisico.

7 CONCLUSOES

O presente trabalho teve por objetivo associar Método da Colocacdo Ortogonal com o algoritmo
de Busca Fractal Estocastico para a resolu¢do de problemas inversos modelados por equacdes
diferenciais fraciondrias. Para essa finalidade, o Método da Colocagdo Ortogonal, proposto origi-
nalmente para a resolugc@o de equagdes diferenciais com ordem inteira, foi estendido para resolver
de uma equacdo diferencial ordindria com ordem fraciondria no tempo. Para avaliar a metodo-
logia proposta para a resolugdo de equagdes diferenciais ordindrias fraciondrias, dois estudos de
caso puramente matematicos, cujas solugdes analiticas sdo conhecidas, foram apresentados. Em
linhas gerais, foi possivel observar que a metodologia proposta foi capaz de obter resultados satis-
fatérios em relagdo aos reportados considerando outros métodos numéricos, conforme observado
pelo valor do erro encontrado. Além disso, como esperado, o aumento do nimero de pontos de
colocagd@o implica no aumento da dimensao do sistema a ser resolvido, mas também implica no
aumento da precisdo do método. Assim, pode-se avaliar o custo beneficio para a escolha entre
o nimero de pontos de colocacdo e a dimensao do problema a ser resolvido. Ressalta-se que a
metodologia proposta pode ser estendida para problemas formulados como equacdes diferenciais
parciais fraciondrias no tempo e/ou no espaco.

Com relagdo aos problemas inversos propostos observa-se que o algoritmo de Busca Fractal
Estocastico foi capaz de obter resultados satisfatérios em relacdo ao ja consolidado algoritmo
de Evolug¢do Diferencial, i.e., foram observados bons resultados em termos do valor da func¢io
objetivo para um mesmo nimero de avaliacdes da fungcdo objetivo em ambos os algoritmos.
No que tange o problema inverso usando pontos experimentais reais, embora nao tenha sido
observada uma grande discrepéncia entre os valores referentes a funcdo objetivo para ¢ igual a
unidade e para o como varidvel de projeto, os resultados obtidos foram promissores. Do ponto de
vista fisico, o valor de oo computado estd préximo ao que a literatura tem utilizado durante a etapa
de modelagem deste tipo de processo. Do ponto de vista matemadtico, o aumento do nimero de
varidveis de projeto implica no aumento do nimero de graus de liberdade do processo e, a priori,
no aumento da chance de uma maior acomodagdo dos pontos experimentais ao modelo.

Cabe ressaltar que o estudo de modelos fraciondrios configura uma linha de pesquisa que visa ge-
neralizar a descri¢do dada pela respectiva de uma equacio diferencial de ordem inteira. Do ponto
de vista fisico, a generalizacdo destes modelos pode implicar na obten¢@o de representacdes ma-
temadticas mais realisticas. Neste cendrio, pode-se: i) avaliar a influéncia da ordem fraciondria
com relacdo aos perfis fisicos; e ii) analisar aspectos relacionados com a andlise dimensional
destes modelos.

Como sugestdes para trabalhos futuros pode-se citar a formulagdo e a resolu¢do de problemas
inversos relacionados com a identificagdo de modelos difusivos andmalos. Além disso, avaliar a
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influéncia de outros tipos de aproximagdo para as derivadas fraciondrias no que tange a simulagéo

dos processos e a resolucdo de problemas inversos.
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ABSTRACT. This contribution aims to develop a numerical tool for solving inverse pro-
blems modeled by ordinary differential equations with fractional order. This consists of
association between the Orthogonal Collocation Method in fractional context and the Sto-
chastic Fractal Search algorithm. The results obtained with the extension of the Orthogonal
Collocation Method in mathematical functions demonstrated the ability of this strategy in
comparison with other numerical approaches. For the purposes of illustration, an inverse
problem for the determination of model parameters and fractional order in laccase enzyme
fermentation process considering real experimental data is proposed and solved. In relation
to this study, it can be concluded that the increase in number of freedom degrees (fractional
order is considered as a new design variable) increases the chance of a better fit between the
model and experimental data.

Keywords: inverse problems, fractional ordinary differential equation, stochastic fractal
search, batch fermentation.
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