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RESUMO. Motivados por aplicagdes recentes em computagdo grafica, este trabalho apresenta um estudo
tedrico e computacional de sistemas de difusdo-reagdo baseados no Gradient Vector Flow (GVF), com foco
no comportamento do GVF em relacdo as singularidades do campo inicial. O estudo tedrico parte de uma
andlise local, independente de condi¢des de fronteira. Em seguida, supde-se condig@o de fronteira no infi-
nito e usa-se andlise de Fourier para estabelecer condi¢des suficientes para preservagdo do ponto singular.
Finalmente, supde-se um dominio compacto, com geometria retangular, e analisa-se a preservacdo de um
ponto singular em relagdo a condi¢do de fronteira usando um método de soluciio de equacdes diferenciais
parciais (EDPs) baseado em wavelets de Haar. Desenvolvemos também uma implementacdo de um método
direto para a equagdo estaciondria do GVF baseado em diferencas finitas (DF) para comparar com a solucio
tradicional do Euler explicito, no que diz respeito a singularidade. E discutida a influéncia da vorticidade
no problema de interesse usando a funcio de linhas de corrente e equagdo de Helmholtz. Nos experimentos
computacionais, consideramos duas condi¢des de fronteira, dois tipos de singularidades e os trés métodos
numéricos (Euler explicito, diferencas finitas para a equacdo estaciondria, e wavelets) para verificar os
resultados tedricos obtidos.
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1 INTRODUCAO

Sistemas de difusdo-reacdo baseados em equacdes diferenciais parciais (EDPs) oferecem mode-
los tedricos para o estudo de fendmenos em fisica e engenharia [6]. Um caso particular destes
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modelos é o Gradient Vector Flow (GVF) proposto originalmente em [15] para resolver proble-
mas na drea de processamento de imagens. O GVF é uma equacgao vetorial de difusdo-reagdo,
cuja solugdo estaciondria € usada em [15] para guiar modelos deformdveis em algoritmos de
segmentacdo de imagens digitais (veja também [4] e referéncias citadas).

Mais recentemente, em [8], [9] e [10] € discutida a utilizacdo do GVF em outra aplicacio na area
de computacdo grafica: inicializacdo de simula¢des de fluidos para animacdo computacional.
Nestes trabalhos, permite-se que um usudrio forne¢a um rascunho do comportamento do fluido,
de maneira que ele possa informar graficamente as caracteristicas desejadas para o escoamento.
Este rascunho, denominado sketch, devera passar por etapas de processamento, compostas por
filtragem de curvas e técnicas de difusdo-reacio para campos vetoriais em R? (ou R3), com o
objetivo de gerar um campo inicial, dado pela solucdo estaciondria do GVF, com as propriedades
matematicas necessarias para ser usado no modelo de simulagdo do fluido.

Assim, uma questdo fundamental nesta aplicacdo € a preservacio dos pontos singulares (pontos
onde o campo de velocidades se anula) definidos pelo usudrio, na solu¢do estaciondria da equagio
de difusdo-reacdo. Este fato € importante visto que tais singularidades sdo fundamentais para
caracterizar as diferentes topologias dos campos vetoriais em R" [13].

Estudos envolvendo singularidades e modelos de difusdo-reacao sdao conhecidos no contexto da
equacdo de Fourier [5], teoria de perturbagdo [14], cinemética de sistemas mecanicos [14], dentre
outros. Porém, ndo temos conhecimento de trabalhos analisando preservacdo de singularidades
em solucdes de modelos de EDPs para sistemas de difusdo-reacao. Desta forma, o estudo teérico
e computacional apresentado aqui € a principal contribuicdo deste trabalho.

Na linha tedrica, nosso trabalho parte de uma anélise local, independente de condi¢des de fron-
teira. Em seguida, supde-se condi¢do de fronteira no infinito e usa-se andlise de Fourier para
estabelecer condigdes suficientes para preservacdo de singularidades. Finalmente, supde-se um
dominio compacto, com geometria retangular, e analisa-se a preservagdo de um ponto singular
no interior do dominio em relagdo a condi¢do de fronteira. Neste caso, usa-se o método para
a solucdo de EDPs baseado em wavelets de Haar [12], para parametrizar o comportamento da
solucdo do GVF em relagdo a condi¢ao de fronteira. Ainda no contexto numérico, apresenta-
mos um método baseado em diferengas finitas (DF) para a equacio estaciondria do GVF. Até
onde pudemos verificar na literatura, ndo existem trabalhos propondo tal solu¢do para o GVF
estaciondrio, embora se trate apenas da aplicacdo de uma metodologia numérica tradicional para
solucdo de equacdes diferenciais parciais elipticas.

Em seguida, analisamos a influéncia da vorticidade na preservacdo e/ou criacio de singularida-
des. Primeiramente, observamos que a caracterizacdo das singularidades pode ser feita através
do estudo dos pontos criticos da funcao de corrente, caso essa fungado exista. Esse fato nos leva
a uma equacdo caracteristica envolvendo a vorticidade, permitindo analisar sua influéncia na
geracdo de novas singularidades na solu¢do do GVF.

Nos experimentos computacionais, utilizamos condi¢des de fronteira homogénea e ndo ho-
mogénea, dois campos vetoriais com diferentes singularidades e trés métodos numéricos (Euler
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explicito, diferengas finitas para a equagao estaciondria, e wavelets) para verificar numericamente
os resultados tedricos obtidos para o GVF, no que diz respeito a preservacdo de pontos singulares
do campo inicial.

O texto estd organizado como segue. Na Sec¢ao 2 revisamos o GVF e apresentamos uma andlise
local referente a preservacdo de singularidades isoladas. Esse problema é retomado na Se¢édo 3
usando recursos da andlise de Fourier. Na Secdo 4 o problema de preservacdo de pontos singu-
lares é estudado em dominio compacto usando o método de wavelets. A solucdo do GVF via
DF ¢ apresentada na Se¢@o 5. A Secdo 6 discute o relaxamento da preservacio da singularidade
por questdes numéricas. Na Secdo 7 discutimos singularidades e vorticidade via fungdo de cor-
rente. Os experimentos computacionais sdo apresentados na Se¢do 8. Finalmente, apresentamos
as conclusdes e trabalhos futuros na Secao 9.

2 METODO DO GVF
O GVF ¢ um modelo de difusdo-reacdo proposto em [15], segundo a equagdo:

ﬁ:gAv—h(v—Vo), 2.1

ot
onde, no caso do R?, a fungiio desconhecida v = (v; (x1,x2,1),v2 (x1,%2,¢)) é um campo vetorial,
supostamente suave em uma regidao Z x RT, com % C R?, e vo = (fi (x1,x2), f2 (x1,x2)) é
um campo vetorial estaciondrio dado, definido em Z. Na equagdo (2.1) o simbolo A denota o
operador Laplaciano: A = 9% /dx? + 9% /dy?. Neste trabalho, vamos considerar g e / constantes
reais estritamente positivos. A equagdo (2.1) fica sujeita as condi¢des iniciais e de contorno,
dadas, respectivamente, por:

Vax{oy = Vo (x1,%2), Voz =1, (2.2)

sendo dZ a fronteira do dominio %, v, a velocidade na fronteira e ¥ uma fungfo vetorial suave
em dZ. A equagdo (2.1) é do tipo eliptica, a existéncia e unicidade de sua solugdo estaciondria,
com g,h € R’ e sujeita as condi¢des dadas pelas expressdes em (2.2), sdo demonstradas na
referéncia [16].

No texto que segue, o campo vetorial v : % C R? — R? representa um campo de velocidades.
Suponha que o campo inicial vy tem um ponto singular isolado na origem, ou seja:

A pergunta fundamental neste trabalho é: a solug@o estaciondria do problema definido pelas
equagdes (2.1)-(2.2) preserva o ponto singular isolado? Ou seja, a solu¢do v do problema de
contorno:

—gAvV+h(v—vy) =0, 2.4)

sujeito a:
Voz =1V, (2.5)
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satisfaz a condigdo v (0,0) = (0,0)?

Os pontos singulares isolados de um campo vetorial s3o fundamentais para a caracterizagdo das
propriedades topoldgicas do mesmo. Assim, se o usudrio desenha um campo vetorial com um
ponto singular isolado em um ponto p € %, no contexto da metodologia apresentada em [8], a
solucdo estaciondria v do problema definido pelas equagdes (2.4)-(2.5) deve ter também ponto
singular em p ou em sua vizinhanga, relaxando um pouco a pergunta acima. Em relacdo a esse
fato, uma vez que v = (v1 (x1,X2),v2 (x1,%2)) é solugio da equagdo (2.4) para todo (x1,x2) € R?,
entdo, particularmente para (x1,x;) = (0,0) teremos:

—g/Av(0,0)+h(0,0)-v(0,0) = h(0,0) v (0,0). (2.6)

Uma vez que h € R*, podemos escrever:

g/Av(0,0)

v(0,0) — v (0,0) = 70.0)

Q2.7)

Assim, se Av(0,0) = 0 entdo v (0,0) = v (0,0) e a singularidade é preservada pela solugéo do
GVE. Apesar dessa andlise local ser limitada, uma vez que coloca condi¢des sobre a solugdo do
problema, ela serd explorada nos resultados computacionais.

Por outro lado, a possibilidade de criacdo de novas singularidades isoladas deve ser investi-
gada, pois, dependendo de como isto ocorrer, o GVF pode fornecer uma inicializacao totalmente
diferente daquela indicada pelo usudrio. Este tema estd relacionado com o comportamento da
vorticidade (&), definida em R3 pela expressio:

‘g —Vxy— <8V3 aVQ 8v1 aV3 aVZ 8V1> 7 (2.8)

axZ B aX3 ’ aX3 B &xl ’ 8x1 B axZ
onde VX representa o operador rotacional. Se V x vo = 0 (campo irrotacional), mas a solu¢io
do GVF for um campo com vorticidade ndo-nula (campo rotacional), entdo poderemos ter criado
singularidades no dominio Z. Estas questdes sdo importantes para a fundamentacao tedrica da
metodologia descrita em [8]. As secdes a seguir discutem estes problemas.

3 ANALISE NO DOMINIO DA FREQUENCIA

Nesta secdo, € apresentada uma andlise utilizando a transformada de Fourier que permite obter
condig¢des suficientes sobre o campo v para que a singularidade seja preservada. Primeiramente,
notemos que a equacdo vetorial (2.4) gera duas equacdes desacopladas, uma para vy e outra para
vp. Supondo condig¢do de fronteira no infinito para a equacio (2.4) e que existem as transformadas
de Fourier de v e v(, podemos aplicar a transformada de Fourier nos dois membros da equagio
(2.4) para encontrar a expressao a seguir:

g (0 (@1, ) + 03Vi (01, ) +hVi (o1, ) — hE (0, a,) =0, i=1,2, 3.1
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onde V| (@1, @), V2 (w1, @) sdo as transformadas de Fourier para vi, v, e Fy, F; sdo as trans-
formadas de Fourier para f, f>, respectivamente. Portanto, podemos isolar V; na equacdo (3.1) e

obter:
F; (o, m)

f(0fa) 1

0 que mostra que a solugdo estaciondria do GVF, com coeficientes g e & constantes, € obtida por

Vi (1, @) = =12, (3.2)

um filtro passa-baixa aplicado sobre o campo inicial. Esse filtro, no dominio da frequéncia, é

dado pela expressdo:
1

_— 3.3
o P (3-3)

H(wlva)z) =

Portanto, a solucdo estacionaria do GVF no dominio do espago pode ser obtida calculando a
transformada inversa de Fourier para a expressdo (3.2), ou seja:

vi(x1,x2) = //H(wl,wz) -F; (0, ) exp 27 (x0; + yn)] dojdw;. (3.4)
Consequentemente, se desejamos obter v; (0,0) = v, (0,0) = 0, entéo a condigio:

%(0.0) = [ [H(on) Flone)doda, =0, i=12. (35)

deve ser satisfeita, onde o dominio de integracdo é o suporte do integrando.

Por exemplo, se vo = (fi (x1,x2), f> (x1,%2)) é derivado de um potencial, ou seja, existe uma

funcdo f tal que:
d d
fi(x1,x) = %, f2(x1,x0) = f(;qy,m)’ (3.6)

entdo, pelas propriedades da transformada de Fourier, podemos escrever:
I:i(w]aa)Z):jwiF(a)la(OZ)? i:1727 (37)

onde F (@, @) é a transformada de Fourier do potencial f. Substituindo as equacdes dadas pela
expressao (3.7) na equacgdo (3.5) obtemos:

v;(0,0) :j//H(a)l,wz)-a)iF(wl,wz)dw]dwz, i=1,2. (3.3)

Por exemplo, seja o potencial Gaussiano:

1 243
go (x1,x0) = %exp <—140_2> . 3.9

onde ¢ é um parametro real positivo. Neste caso, f = g4 nas equagdes em (3.6).

Usando as expressdes em (3.7) bem como o fato da transformada de Fourier da Gaussiana (3.9)
ser dada por F (@, @) = exp [—0 (0} + ®3)] (ver [3]), podemos escrever as expressdes em
(3.7), para o potencial Gaussiano (3.9), como:

F (o1, 0) = joexp[—o (0f +03)], i=12. (3.10)
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Logo, a partir da equagdo (3.10) pode concluir-se que a expressdo (3.8) é nula, uma vez que
F (w;,), bem como H (®;,®,) dada pela equagdo (3.3), sdo fungdes simétricas em relagdo a
origem. Em outras palavras, a singularidade na solu¢do do GVF € preservada.

4 GVF EM DOMINIO COMPACTO

Nessa se¢do resolveremos o GVF utilizando o método de solugdo de EDPs via wavelets apresen-
tado em [12]. Seja a equacdo estaciondria do GVF dada pela expressio (2.4), no dominio Z =
[-1,1] x [-1,1]. Uma vez que a expressdo vetorial (2.4) resulta em duas EDPs desacopladas,
vamos tratar sua forma geral, dada por:

%y 9%y
_g<8x%+8x%>+hv_hf7 4.1

onde g,h € R%, f: % C R? — R é uma fungo dada, e v: # C R? — R estd sujeita as
condicdes de contorno:

v(x,—1) =1 x), v ) =n ), v(-1Lxn) =7 (), v(l,x) =15(x), 4.2)

onde ¥/ sdo fungdes escalares suaves em JR.

Assim, seguindo a metodologia apresentada em [12], vamos construir inicialmente as fungdes de
Haar para representar a solugio do problema de contorno. Seja um intervalo genérico [A,B] C R,
com A # B, e as sequéncias j =0,1,....J, k=0,1,...,(2/ = 1), i =2/ + k+ 1. Além disto,
consideremos as expressoes:

(B—A)

& UK =A+ 5 (B=A), & (G0 =50+ s=12

Desta forma, podemos definir a fungdo de escala (h)) e as wavelet de Haar (h;,i > 1) em [A,B] C
R como:

1 para te[él(jvk)vé2(j’k))v
7hi(t): -1 para te[éZ(jvk)7§3(jak)]a (4.3)

0 caso contrario.

hl (l‘)z

1 para t€[A,B],
0 caso contrario.

parai=23,-.-,2/*1

O préximo passo utilizado em [12] assume que a solu¢do v do problema de valor de contorno
definido pelas expressoes (4.1)-(4.2) satisfaz:

% 2§]
=5 = ) aihi(x1)h (x2), 4.4)
8x%x% il=1

onde as fungdes h; sdo fungdes de Haar definidas em (4.3), particularizadas para o intervalo
[—1,1] uma vez que o dominio de interesse € a regido Z = [—1, 1] x [—1, 1], e a;; s3o coeficientes
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reais a determinar. Assim, integrando a equagio (4.4) duas vezes em relacdo as varidveis x| e xp
obtemos:
d%v
ox?

J

d*o/ (x; d*ol (x;
=Y aithi (xj) pa () + (v + 1) (Z,lg 2y (Pzg j)>
il X dxj

4.5)

onde (j,k) € {(1,2),(2,1)}, (plj,(p{ sdo fungbes que surgem no processo de integragdo, e po; €

dado por [11]:
Pz / { / hu (¢ dt} dx. 4.6)

Integrando duas vezes novamente obtém-se:

v(x1 ,xz) =
2J+l

Y aupai (61) par (x2) + (2 + 1) @f (x1) + 93 (x1) + (x1 +1) 97 (x2) + 93 (x2). 4.7)
il=1

Vamos agora impor sobre a expressio (4.7) as condigdes de contorno dadas pela expressao (4.2).

A primeira restri¢do v (x;,—1) = ¥ (x1) gera a equagio:

Y aipai (x1) pa (1) + @3 (x1) + (x1 + 1) 9f (1) + 93 (=1) =¥ (x1).
il
Porém, pela expressdo (4.6) é imediato que py (—1) = 0, logo, isolando @} (x;) na equagdo
acima, obtemos:
92 (1) = — (1 +1)9f (=1) = @3 (~1) + 7 (x1). 4.8)

Analogamente, usando agora a condi¢do de contorno v(—1,x;) = ylz(xz) na expressdo (4.7),
podemos isolar ¢3 (x) obtendo:

93 (02) = — (2 + 1)@l (=1) = @3 (1) + 7 (x2)- (4.9)
Substituindo em (4.9) o valor de (p21 (—1) computado pela expresséo (4.8) obtemos:
03 () = — (2 + 1)@l (1) + 3 (=1) + 11 () - (4.10)

Seja agora a fungdo (4.7) restrita a condi¢do de fronteira para x, = 1:
v, 1) =Y apai (x1) par (1) 429 (x1) + @3 (x1)+ (1 + 1) 9f (1) + 93 (1) = 75 (x1).
il
A ideia agora € isolar o termo (pl1 (x1) na expressdo acima, mas sem a dependéncia da funcdo
@1 (x1). Para isso, substituimos na expressio acima o termo ¢} (x1) dado pela fungdo (4.8). Desta
forma, e considerando que a fungdo em (4.10) satisfaz — @3 (1) + @3(—1) = 2! (—1) — ¥} (1) +
¥ (—1), obtemos:

ol (1) = 5 (= Laupai(e0) par (1) (1 +1) (92(-1) — 97 (1)
o (4.11)
+20 (=1)+ % (0) =% () = R+ R (-1).
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Aplicando a dltima restrigdo v (1,x2) = ¥2 (x2), da condigdo de fronteira em (4.2), na fungio (4.7),
obtém-se:

Zazmzz P2 (02) + 2+ D) @f (1) + ¢ (1) +(1+1) 9F (12) + 93 (x2) = % (x2).
Analogamente ao desenvolvimento anterior, vamos isolar o termo @7 (x). A expressdo (4.10)

permite evitar a dependéncia de qo,z (x2) em relagéo a (p22. A partir do resultado obtido, e usando
a funcido (4.11), obtém-se:

o (0) =1 <Zaﬂ [pa0) () = 22 pa ) 2 - 1)+ 00+

il
. (4.12)
) 1/ 11y _nl(_
203~ 1) + B(0) (1) +7 (=1) = P(w) + (2 + 1)( 7’2(1)+Y2(2 D47 (1) —-n( 1)))
Observando as equagdes (4.8), (4.10), (4.11), (4.12) é direto mostrar que, para j € {1,2}:
&l (x) _ 1 PR(x) ()
a2 *iZJ,aizhi (o)) P2 (1) + i e ) (4.13)
d¢; (xj) _ R (x;) @.14)

Substituindo os resultados (4.13)-(4.14) nas equagdes (4.5) obtemos:

A1

+1 +1) ¢
= Lauh(x) <P21 (56) - %pzz(l)%% (o =o' )+ ), “.15)
onde (j,k) € {(1,2),(27 1)}. O sistema envolvendo os coeficientes a; como incdgnitas é ob-
tido substituindo as expressdes em (4.15) para 92v/dx?, d?v/dx3 e a expressdo (4.7) para v na
equagdo (4.1). Em seguida, calcula-se a expressdo resultante para uma malha de pontos (x] »,x2 5)

no dominio % com resolucio 2/*! x 2/+1 de acordo a metodologia utilizada para compor as
expressdes (4.3), para obter um sistema linear do tipo:

Z{ s (pato) = 25 () ) - (o) = 5 ) )|

] (pto) = "5 pa)) ()= 2 o) )] }—hf(xl,xz)

e 2L () o))+ T (B ) R () 4 ) 7 (w2)

h “z“(ym H(00) =2 (0) + R (1) + 2 (B) )~ (1) + 7 (1)
+Wf’“””(—ygm+y5<—1>+y3<1>-y}<—1>)+y%<x1>+ﬁ<xz>—v%<—l>]- @16

Note que o sistema linear (4.16) pode gerar uma matriz cheia e ma condicionada, portanto, além
do aumento do custo computacional, para grandes sistemas, o método pode gerar erros numéricos
significativos.
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Retomando a discussdo sobre a equagéo 2.7, vamos utilizar a condi¢do extra:

~0%v(0,0)  9%*v(0,0)
Av(0,0) = 50 + 52 —0, (4.17)

suficiente para garantir a preservagio da singularidade no ponto (0,0).

Computando a equacdo (4.17) usando as expressdes em (4.15) obtém-se:

iZJ,ail {hi(o) <P21(0) - él’zz(l)> + <P2i(0) - ;1721'(1)> hl(o)] i)

15 (O -1 ) +5 (B0 -7©0)+A4" 0 +7© =0

Essa expressdo mostra como as condi¢des de fronteira, representadas aqui pelas derivadas das
fungdes ¥} (x1), 73 (x1), Y2 (x2), ¥3(x2), em x; = x» = 0, influenciam na preservagdo da singula-
ridade. Numericamente, podemos garantir a preservacdo do ponto singular impondo a condi¢ao
(4.18) ao sistema (4.16). Porém, nesse caso teremos mais equacdes do que incégnitas, nao ha-
vendo como garantir a existéncia da solucdo (ver Secdo 9). O desenvolvimento desta se¢@o consi-
derou a singularidade em (0, 0). Porém, devemos notar que os célculos séo vélidos para qualquer
ponto singular no interior do dominio Z.

5 APROXIMACAO POR DIFERENCAS FINITAS

Nos trabalhos [15] e [2] s@o propostas solucdes para o GVF baseadas em Euler explicito, no caso
de [15], e DF semi-implicita, explicita e implicita no caso de [2], para a sua equagdo de evolugio
(2.1). Como esse modelo do GVF é fundamentado em uma equacio vetorial linear desacoplada e
o interesse deste trabalho é somente em sua solugéo (dv/dx = 0), é possivel obter solu¢des mais
eficientes para o GVF considerando o modelo estaciondrio (2.4).

Assim, diferentemente das solugdes cldssicas descritas em [15] e [2], apresentamos um método
de diferencas finitas para a solucdo estaciondria. Sendo a equacdo (2.4) desacoplada € suficiente
fornecer uma solugdo para a expressao (4.1) com as condi¢gdes de contorno (4.2), utilizadas na
Secdo 4. Desta forma escolhemos o esquema de discretizacao:

—8(9;, 0 + 0,95 W + i =l i =0, N1, j=0,--,M—1, 5.1

que resulta em uma matriz pentadiagonal esparsa, onde v/ = v(xLo + (Ax1)i,x20 + (Axz) j),
sendo (x10,X20) 0 ponto inicial no dominio Z discreto, Ax; = x11 —X10 € Axy = x21 —X20
nas diregdes x; e xp, respectivamente. Para impor as condi¢bes de contorno (4.2) para v em 0Z
fazemos: 0/ = }/12]; Wi = yzzj; vi0 = }/111; yiM=1 — }/2”.

Sendo a expressdo (5.1) uma discretizagdo da equag@o estaciondria, ndo temos 0 mesmo pro-
blema de convergéncia como do método de Euler apresentado em [15]. Porém, a qualidade da
solucdo depende do condicionamento da matriz resultante da discretizagcdo escolhida. Um bom
condicionamento é obtido se a matriz resultante de (5.1) for estritamente diagonal dominante,
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isto é, o médulo de cada valor da diagonal for estritamente maior que a soma em médulo dos
valores da linha ou coluna correspondente. Pode-se mostrar que essa condi¢do € satisfeita para o
sistema gerado pela expressdo (5.1) se:

h
(20 )+ 22020 ) [ - 021 - 8% - 897+ - A7 =208+ 82,
0 que sempre ocorre para a discretizagdo escolhida, uma vez que g,h € R? .

6 RELAXANDO A PRESERVACAO DA SINGULARIDADE

Considerando o dominio continuo, se p(0) é o ponto singular do campo inicial v¢ entdo, por
continuidade, podemos supor que existe & > 0 tal que a solucdo v da equagado de evolucdo (2.1)
satisfaz:

0<t<g=v(x({),y(),r)=(0,0). 6.1)

Porém, em termos da aplicag@o de interesse, o desejavel é que exista uma curva p: Ry — %
tal que:
lp(t=0)=p(t =) <gev(p(t=e))=(0,0), (6.2)

onde || - || é uma norma conveniente e €, > 0 é um valor que pode ser considerado pequeno
no contexto da aplicagdo; ou seja, o ponto singular sofre apenas um pequeno deslocamento na
solu¢do do GVF. A condi¢do (6.2) é mais forte do que a condicdo (6.1) e, em geral, ndo pode
ser garantida apenas por argumentos de continuidade. Indo agora para o contexto numérico,
podemos (de fato devemos) relaxar a condicdo (6.2) para:

lp(t=0)=p(t=)<gelv(p(t=c)l <&, (6.3)

onde &, é um valor pequeno. Esse relaxamento é necessario por questdes relacionadas a solugdo
numérica do problema e a aritmética de ponto-flutuante, como serd verificado nos experimentos
da Secdo 8. Dentro do contexto deste trabalho, uma forma que poderia acomodar os pontos
de vista continuo e numérico em um modelo consistente, seria aplicar a metodologia usada na
secdo 4 para tratar numericamente a equacao eliptica (2.1) do GVF, seguindo técnicas aplicadas
em [12]. Em seguida, poderiamos verificar experimentalmente se a solucdo satisfaz as condi¢des
(6.3) e a influéncia das condicOes de fronteira, uma vez que essas aparecem explicitamente na
solucdo (vide Secdo 7 da referéncia [1] como exemplo). Neste caso, a expressao (2.7) gera a
condigdo:

v (p(t =) = SAV(p(t = =)). (6.4)

que poderia ser explorada também neste contexto.

7 SINGULARIDADES, FUNCAO DE CORRENTE E VORTICIDADE

Seja um campo estaciondrio v : Z C R? — R? que satisfaz as condigdes de incompressibilidade
(V-v=0)em Z e ndo-escorregamento (v

92 = 0) na fronteira % do dominio. Nestas condi¢des
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[5], este campo pode ser representado por uma fungdo escalar ¢ : U — R, denominada fung@o de
corrente, com as seguintes propriedades:

1. Asisolinhas de ¢ sao linhas de corrente do fluxo de v;

2. O campo vetorial v pode ser computado por:

90 9
v (x1,x0) = <ai‘afl> (7.1)

Usando a equagdo (7.1) e a definicdo (2.8) € direto mostrar que a vorticidade pode ser computada
usando a funcdo de corrente pela equacgao:

2 2
&= (070,— <g(§+3f>) =(0,0,—A¢). (7.2)

Primeiramente, observemos que, pela expressdo (7.1), um ponto singular de v ocorre em um
ponto critico de ¢, pois se v(sy,s2) = (0,0) entdo V@ (s1,s52) = (g—z (s1,52), g—j’z (sl,sz)) =
(0,0). Uma vez que as linhas de corrente do campo s@o as isolinhas de ¢, podemos caracterizar a
topologia do campo v, ou seja, seus pontos singulares, através dos pontos criticos de ¢. A matriz
Hessiana da fun¢@o de corrente é dada pela expressao:

0%¢ 2%¢
x> dxp0x1
HX(P = 32‘}, 32¢ ) (73)
dx10xy 9x3

2 2
portanto, assumindo que 8;32 a¢x. = %, sua equacdo (det (Hy¢ — tI) = 0) de autovalores é dada

2
t —t< 2¢ 82¢>+ 82¢82¢—< 82<p ) = 0. (7.4)

ox 2 9x2 8x% 8x% 0x10x

por:

Observemos que, se a vorticidade (expressao (7.2)) € nula, os autovalores da matriz Hessiana

B 929 \* 92¢ 929 B 2¢ \* 92 9%
’“‘W(axlaxz) B A s

Uma vez que a matriz Hessiana (7.3) é simétrica e real, seus autovalores sdo reais também.

Sa0:

Assim, as dnicas possibilidades para a expressdo (7.5) serdo dois autovalores nulos (A; = A, =0)
ou A; - 43 < 0. O primeiro caso é degenerado e o segundo caso corresponde a um ponto de sela
(Figura 2.(a)).

Por outro lado, se a vorticidade for diferente de zero no ponto singular, entdo a solu¢do da
equagdo (7.4) poderé ter dois autovalores positivos (A; > 0, A; > 0), negativos (A; < 0, 4, <0)
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ou com sinais trocados (4; - A; < 0). Nos dois primeiros casos, se algum autovalor for nulo, te-
remos um caso degenerado. Caso contrdrio o ponto critico serd um minimo local (autovalores
estritamente positivos) ou um maximo local (autovalores estritamente negativos). Em qualquer
uma destas situagdes, as isolinhas de ¢ (linhas de corrente) em uma vizinhanga de (s;,s2) sdo
curvas fechadas contendo (s1,s7) em seu interior. Portanto, teremos uma configuragdo topologi-
camente equivalente a um centro. No dltimo caso, temos um ponto de sela, como ja comentado
anteriormente.

Embora a andlise acima seja limitada em func¢do das condigdes necessdrias para a existéncia
da fung@o de corrente, ela indica que a vorticidade esta diretamente relacionada com outra
questdo: geracdo de novas singularidades na solu¢@o estaciondria do GVF. Especificamente, seja
um campo irrotacional vo com uma singularidade do tipo sela. Porém, se algum processo gerar
vorticidade, entdo o novo campo pode passar para a situagdo descrita pela expressdo (7.4) com
novas singularidades em seu interior.

No caso do GVF, a geracdo de vorticidade pode ser formalmente analisada aplicando o operador
rotacional nos dois membros da equacdo (2.4) obtendo:

—gA(VxV)+h(VxV)=VXvy. (7.6)

Supondo que o campo vy seja irrotacional, a expressdo (7.6) simplifica para:
gAE +hE =0, (71.7)
que é uma equagdo de Helmholtz homogénea, onde & = (V x v).

Dependendo da condi¢do de fronteira para a vorticidade, um campo inicial vq irrotacional
pode gerar uma solucdo da equagcdo do GVF com vorticidade ndo-nula. Como consequéncia
da discussao acima, podemos ter singularidades na solucdo da equacdo (2.4) que ndo estavam
originalmente presentes em vy.

8 EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

Nesta secdo, apresentaremos alguns testes computacionais para discutir o comportamento da
solucdo numérica do GVF em relagdo a preservagdo das singularidades do campo inicial, para
o caso do dominio compacto. Os experimentos foram realizados utilizando implementacdes
préprias na linguagem Python3 (v3.6.7), biblioteca SciPy (v1.5.0) para solucdo de sistemas li-
neares, em um notebook pessoal com processador Intel Core i7 8550U, 8GB de memoéria RAM
e placa de video GeForce MX150. Em cada experimento, apresentamos os tempos de CPU dos
métodos considerados para permitir a compara¢do dos mesmos em termos do seu custo com-
putacional. Nestes testes, estaremos considerando os seguintes campos vetoriais, no dominio
Z=[-1,1]x[-1,1].

e Campo vetorial com Ponto de Sela:

Vo1 (x1,X2) = (—(x1 — 1), X2 —52), 8.1
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» Campo vetorial ndo-linear:

2 2
vo2(x1,x2) = ((x1 —s1)7, (2 —82)" — (x1 —51)/2), (8.2)
1.00 4 o i R 1.00
- 1111 IRRRAN - ‘// 7. v
0.75 1 0.75 {/ ’
v -
0.50 0.50 1
0.25 A 0.25 4 of
0.001 . 0.00 1 ”
-0.25
~0.25
-0.50 4 -
0501
-0.75 7
/ 0754 A4y Z
1,00 oW 7 7 ,4/5;':' 4 A 728
—1/00 —0.75 -0.50 —0.25 0.00 025 050 075 100 M0 00 075 —050 025 0.00 025 050 075 100
X X

(a) (b)

Figura 1: (a) Linhas de corrente do campo vetorial (8.1). (b) Linhas de corrente do campo vetorial
(8.2).

As linhas de corrente destes campos podem ser visualizadas nas Figuras 1.(a) e 1.(b), onde uti-
lizamos o software descrito em [7] para gerar as visualiza¢des. Primeiramente, vamos utilizar o
campo irrotacional tradicional, definido pela equacdo (8.1), que possui Laplaciano nulo e apenas
um ponto singular. Uma verificagdo direta mostra que o campo (8.1) € solucdo da equacido (2.4)
do GVF em R?. Pela equacio (2.7), desconsiderando efeitos da fronteira, é imediato que neste
caso a solugdo preserva o ponto singular. Esse fato deve ser verificado numericamente em fun¢do
dos efeitos da borda do dominio. Em seguida, utilizaremos o campo inicial mais geral dado pela
expressdo (8.2), o qual possui vorticidade ndao nula, com o valor do Laplaciano sendo diferente
de zero na singularidade.

Quanto as condig¢des de fronteira, estaremos interessados em verificar a preservagdo da singu-
laridade tanto para condi¢des de fronteira homogénea quanto para ndo homogénea, bem como
verificar o surgimento de novos pontos singulares. Assim, vamos utilizar as seguintes condi¢des
na fronteira d% do dominio # = [—1,1] x [-1,1].

(1) Condigao de Fronteira Homogénea:
Yo = (an)v (83)

(2) Condigao de Fronteira Nao-Homogénea:

V(_17y):(070)7 V(l,y):(0,0),

Vi —1) = (0,—(2—1)/2), v(x,1) = (0,—(*—1)/2). 84
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Quanto aos métodos numéricos, utilizaremos o método de Euler explicito usado em [15], um
método de DF para a equagdo estaciondria (Secdo 5) e o método baseado em wavelets de Haar
(Secdo 4), cujas respectivas solucdes serdo denotadas por Vg, vy € vyy. Os valores dos pardmetros
do GVF s@o g = 0.1 e h = 0.8, enquanto as malhas usadas nas discretizacdes sdo regulares,
com resolucdo (Ny,Ny) = (16,16), e células com tamanho Ax = Ay = 2/15. Foram realizados
experimentos adicionais com (Ny,Ny) = (32,32) e (Ny,N,) = (64,64) para verificar a influéncia
da discretizacao escolhida. Como os resultados ndo mudaram qualitativamente com as novas
malhas, optamos por apresentar nesta secio apenas os resultados para a malha com resolugio
16 x 16. Assim, os campos vetoriais serdo representados numericamente por matrizes no espaco
R!16x16x2 Dados dois campos vetoriais (discretos) F = [F, F3],G = [G1,Ga], as distancias entre
eles serdo calculadas pela norma do maximo através da expressao:

IF — Gl|.. = max {|Fi (x) — G1 (x)] |F2 (x) = G2 (%)} (8.5)

Nos testes desta se¢do, os valores de s1 e 57 nas expressdes (8.1)-(8.2) sdo escolhidos de modo que
a singularidade do campo vetorial inicial coincida com um dos pontos de colocagdo da solucdo
por wavelets. Como esse método necessita de 2/*! pontos em cada uma das dire¢des x e y, como
descrito na Segdo 4, posicionamos o ponto singular em (s1,s2) = (1/15,1/15), que é o ponto
central da malha utilizada.

E importante observar que os campos vetoriais das expressoes (8.1)-(8.2) ndo satisfazem as
condicdes de fronteira (8.3)-(8.4). Assim, temos uma descontinuidade do campo vetorial na
vizinhanga da fronteira do dominio. Embora este fato tenha efeitos teéricos e numéricos que nao
foram considerados neste trabalho, este se justifica em func¢io da aplicagdo de interesse em [8],
onde esta restri¢dao nao € satisfeita.

8.1 Campo vetorial 8.1 e condicao de fronteira homogénea 8.3

O problema de valor de contorno serd formado pela equacdo estaciondria do GVF (2.4), e pela
condi¢do de fronteira (8.3). A Figura 1.(a) mostra o campo vetorial vo; e sua singularidade no
dominio considerado. Primeiramente, ¢ direto mostrar que:

1. Avoi(x1,x)=(0,0) em R2,
2. O campo vq; € solucdo do GVF em R2, ou seja, v.=vyi,
3. V xvo(x1,x) = (0,0) em R?,

4. Como estamos usando condi¢@o de fronteira homogénea para o GVF, devemos considerar
amesma condicao de fronteira para a equagdo de Helmholtz (expressdo (7.7)). Desta forma
o problema de contorno correspondente ¢ homogéneo, implicando em solugfo trivial (nula)
para o mesmo.

Os fatos (1)-(2) implicam que a solug¢do v do GVF em R? satisfaz Av(sy,s7) = (0,0). Além
disso, a observagdo (4) implica que ndo teremos geragdo de vorticidade. Assim, ndo esperamos
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Campo original Solugdo (DF explicito)
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Figura 2: (a) Campo vetorial (8.1). (b) Linhas de corrente da solu¢do do GVF via Euler explicito.
(c) Solugdo do GVF usando DF para a equagao estaciondria. (d) Visualizacdo da solu¢do do GVF
usando método de wavelets.

mudangas significativas do comportamento qualitativo entre a solu¢cdo v do problema de valor
de contorno (2.4)-(8.3) e o campo vy;. Porém, em (2) ndo estamos considerando dominio com-
pacto e, além disso, o campo vo; ndo satisfaz a condi¢do de contorno homogénea. Assim, €
importante verificar numericamente o efeito da condicio de fronteira no resultado do GVF. Os
campos mostrados nas Figuras 2.(b)-(d) foram obtidos pela solug¢do do problema de valor de
contorno (2.4)-(8.3) com os trés métodos numéricos considerados, comprovando a hipdtese de
pouca mudanga qualitativa.

Em termos quantitativos, a expressao (3.2) € um filtro passa-baixa, tendo a caracteristica de dimi-
nuir a intensidade do campo. Porém, os resultados da Se¢@o 3 também ndo consideram condicdes
de fronteira. Assim, o problema de valor de contorno (2.4)-(8.3) foi resolvido usando os trés
métodos numéricos considerados. As estatisticas mostradas na Tabela 1 permitem a comparagdo
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Tabela 1: Tempo de CPU (T(s)), velocidade na singularidade (||v(s1,s2)|2), média (uy) e
desvio padrdo (oy ) da intensidade da velocidade, médulo do Laplaciano no ponto singular
(|Av(sy,s2)]), média (ip) e desvio padrido (o) do médulo do Laplaciano para o campo ini-
cial vy e as solugdes numéricas Vg, Vi € V.

x  Ts)  vlsis)ll2 My oy |AV(si,:)|  pa o

Vo x 0.0000  0.5488 03847  0.0000 264057 33.1545
vg 0.9740 0.0161 0.1867 0.1200 0.1263 5.1313 3.3770
Vi 0.0020 0.0159 0.1867 0.1199 0.1271 5.1304 3.3767
vw 15.2553 0.0147 0.1880 0.1245 0.1271 4.6855 2.9503

numérica entre os campos mostrados na primeira coluna. A quarta e quinta colunas da Tabela 1
confirmam a redu¢ado na intensidade do campo de velocidades nas solugdes numéricas.

Primeiramente, fizemos uma busca em torno do ponto (si,sy) para as solu¢des Vg, Vi, Vw,
e identificamos que o minimo do médulo da velocidade, representado genericamente por
Iv(s1,52)]|2 na terceira coluna da Tabela 1, ocorre no préprio (si,s2), como esperado teorica-
mente. Comparando ainda o médulo da velocidade no ponto (s1,s2) com o intervalo estatistico
I; = [Uy — Oy, Uy + 0y] de cada método, que satisfaz I; ~ [0.07,0.31], pode-se dizer que o valor
|v(s1,s2)]|2 € pequeno em relagdo ao intervalo I;. Como comentado na Seg¢do 6, e explicitado na
expressao (6.3) é preciso relaxar o conceito de singularidade aqui, em funcdo de aproximacdes
inerentes a solugcdo numérica e a aritmética de ponto-flutuante. Consequentemente, os métodos
numéricos preservaram a singularidade, como visualmente observado nas Figuras 2.(b)-(d).

Neste contexto, o valor do campo de velocidade gerado neste ponto (||v(s,s2)||2) é mais préximo
de zero na solugdo via wavelets, embora essa diferenga acontega apenas na terceira casa decimal.
Em termos relativos, considerando agora a média e o desvio padrdo da intensidade do campo
de velocidades, nota-se que estas estatisticas sdo idénticas até a segunda casa decimal, confir-
mando assim a pequena vantagem do método de wavelets em relacdo aos demais. Em relacao
ao valor do Laplaciano no ponto singular (Av(sy,s2)), teoricamente deveria ser nulo pela ex-
pressdo (2.7). De fato, os valores mostrados na sexta coluna da Tabela 1 podem ser considerados
pequenos, levando em conta que os intervalos estatisticos dos métodos numéricos satisfazem
[uan — oa,a + 0n] C [1.75,6.64]. Porém, observa-se uma vantagem estatisticamente pouco
significativa para o método de Euler explicito: 0.1263 contra 0.1271 para os demais métodos,
sendo que os limites dos intervalos estatisticos sdo da mesma ordem de grandeza.

O tempo de CPU de cada método numérico, mostrando na segunda coluna da Tabela 1, indica
que em nossas implementagdes, o método de wavelets é bem mais caro que os demais. Isso se
justifica pela complexidade necessdria para montar e resolver o sistema linear (4.16). Visual-
mente, as diferencas entre as linhas de campo nas Figuras 2.(b)-(d) ndo sdo perceptiveis. Esse
fato se comprova numericamente, observando que ||vg — vi|| = 0.0002, ||vg — vw|| = 0.02135
e ||vi — vw|| = 0.02129, onde ||a —b||. é calculado pela equagdo (8.5). Esses valores podem
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ser considerados pequenos levando em conta que o intervalo estatistico /; da cada método para a

fungdo ||v(s1,s2)]|2 satisfaz I; =~ [0.07,0.31], como comentado acima.

Campo original Solucdo (DF explicito)

\

ﬂ
Y

f

2

= g
2 "8

Solucdo (DF direto)

Figura 3: (a) Campo vetorial (8.1). (b) Linhas de corrente da solugdo do GVF via Euler explicito.
(c) Solu¢ao do GVF usando DF para a equagdo estaciondria. (d) Visualizacao da solucdo do GVF
usando método de wavelets.

8.2 Campo vetorial (8.1) e condi¢io de fronteira heterogénea (8.4)

Agora, vamos utilizar o mesmo campo vetorial do exemplo anterior (expressdo (8.1)), mas
usando a condi¢io (8.4) na fronteira do dominio Z =

—1,1] x [-1,1], para resolver a equagdo
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estacionaria do GVF (2.4) Os fatos (1)-(3) da Se¢@o 8.1 continuam validos, mas agora a condi¢io
de fronteira para a equacdo de Helmholtz (expressao (7.7)) € dada por:

E(-1,y) =(0,0),

&(ly)  =1(0,0),

E(x,—1) =(0,0,—x), (8.6)
E(x,1)  =(0,0,—x),

onde estas expressoes sdo obtidas aplicando a defini¢do (2.8) para vorticidade nas equacdes (8.4),
que definem a condicdo de fronteira para a velocidade. Portanto, o problema de contorno para
a vorticidade ndo terd solugdo trivial como ocorreu no exemplo da Secdo 8.1. Pela discussdo
apresentada na Se¢@o 7 poderemos ter geracdo de novos pontos singulares na solu¢cdo do GVF, o
que se confirma na visualizac¢do das solucOes apresentadas nas Figuras 3.(b)-(d). Nestas figuras,
além do ponto singular original, observamos a convergéncia das linhas de corrente para um novo
ponto, localizado na posi¢do (—0.733,0.067).

Tabela 2: Tempo de CPU (T(s)), velocidade na singularidade (||v(si,s2)|2), média (iy) e
desvio padrao (oy ) da intensidade da velocidade, médulo do Laplaciano no ponto singular
(|Av(s1,s2)]), média (a) e desvio padrdo (64) do mddulo do Laplaciano para o campo ini-
cial v e as solugdes numéricas Vg, Vi € Vw.

x T vl Mg oG |Av(si,2)|  pa o
Vo x 0.0000 ) se77 o3ass 00900 o0 csa6 348054
0.8000 0.0000
ve 11492 00327 goman oa3z0 02940 sa0m 40628
0.0770 57872
0.0329 0.2631
002 2 1 . 42624
v 00020 oo 02333 04339 D 53939 6
0.0120 0.6470
15.5518 02339 0.1384 47602 3.5738
YW 0.0313 6.4243

A Tabela 2 mostra as estatisticas dos médulos do campo de velocidade (Laplaciano) e seus va-
lores no ponto singular original, em fonte usual, e na nova singularidade, em negrito. Apesar da
criagdo de uma nova singularidade em (—0.733,0.067), o ponto singular original foi preservado
pelos trés métodos numéricos, uma vez que o intervalo estatistico I; para a fungéo ||v(s,s2)]2
nos trés métodos satisfaz I; ~ [0.1,0.37]. Porém, a solugdo via wavelets fornece um resultado
mais préximo de zero que as demais, o que € verificado comparando o valor do médulo da velo-
cidade nas singularidades (terceira coluna) nos trés métodos numéricos e levando em conta que
os intervalos estatisticos sdo muito préximos.

Quanto ao valor do médulo do Laplaciano |Av(sy,sz)|, mostrado na sexta coluna da Tabela
2, observamos que o método de wavelets foi 0 menos preciso em relacdo a conservacio desta
quantidade na singularidade original (s1,s,) = (1/15,1/15). Isto se confirma observando o valor
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de |Av(sy,s2)| neste ponto e os intervalos estatisticos dos métodos, pois s — o ~ 1.2 em todos
0s casos. Assim como no caso anterior, o tempo de CPU do método de wavelets foi bem maior
que para os demais métodos (segunda coluna).

Com relagdo ao novo ponto singular, na posi¢ao (sy,s2) = (—0.733,0.067), o método de wavelets
forneceu o melhor resultado para o valor da velocidade neste ponto. Em relagdo ao Laplaciano
neste ponto, podemos ver pelas estatisticas fornecidas na tabela que seu valor estd acima da média
em todos os casos, mostrando que ele ndo se anulou no novo ponto. Observando a equagdo (2.7)
esse fato faz sentido, uma vez que o ponto (—0.733,0.067) ndo é um ponto singular do campo
vo.

8.3 Campo vetorial (8.2) e condicio de fronteira heterogénea (8.4)

Neste dltimo experimento usamos o campo vetorial da expressao (8.2), utilizando a condicao de
fronteira nao-homogénea descrita em 8.4. O campo em questdo nao atende as condigdes (1), (2) e
(3) presentes na Secdo 8.1. Além disso, neste caso o campo inicial é rotacional (vorticidade néo-
nula), o que pode ser verificado pela aplicacdo direta da definicdo (2.8) no campo em questdo.
Assim, do ponto de vista da vorticidade, estamos na situagcao descrita pela equacdo de Helmholtz
ndo-homogénea, dada pela expressdo (7.6), com condi¢do de fronteira ndo-homogénea também.

Como o campo inicial nio é solu¢io do GVF em R?, a anilise local nio pode ser usada direta-
mente como foi feito na Se¢do 8.1. Nossa discussdo serd conduzida pela visualiza¢do do resultado
do GVF e pelas estatisticas da Tabela 3. A Figura 4.(a) mostra as linhas de corrente do campo v,
em uma vizinhanga da singularidade e as Figuras 4.(b)-(d) mostram as solu¢des do GVF, obtidas
pelos métodos numéricos. E importante observar que a singularidade é ndo-hiperbélica, uma vez
que a representagdo linear do campo [13] no ponto singular (sy,s) possui dois autovalores nulos,
0 que justifica o0 comportamento complexo das linhas de campo na vizinhanga do ponto singular
na Figura 4.(a). Porém, nas Figuras 4.(b)-(d) observamos um padrdo bem mais simples, visual-
mente indicando fluxo tubular na regido onde se localizava a singularidade inicial. As estatisticas
mostradas na Tabela 3 concordam com essa andlise. Por exemplo, no caso da solucdo via DF
para a equagdo estaciondria (Figura 4.(c)), observamos que a intensidade média do campo de
velocidades e o correspondente desvio padrao fornecem um intervalo estatistico para o médulo
da velocidade na solu¢do do GVF dado por (0.1035,0.3943) enquanto a velocidade na posi¢do
do ponto singular tem médulo ||v(sy,s2)||2 = 0.1138. Considerando o intervalo estatistico, essa
velocidade nao pode ser considerada préxima de zero. Uma andlise do campo v na vizinhanca de
(s1,$2) mostra um comportamento semelhante, indicando a inexisténcia de singularidades nesta
regido.

Com relacdo a intensidade do Laplaciano da solucdio do GVF, via DF, para a equagdo
estaciondria, vemos que o intervalo estatistico neste caso ¢ (0.4223,6.7565) enquanto
IA(v(s1,82))]|2 = 1.4415 ndo podendo ser considerado nulo também. Pela expressdo (2.7) da
andlise local, vem que o ponto singular ndo € preservado na solu¢do do GVF, estando coerente
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Tabela 3: Tempo de CPU (T(s)), velocidade na singularidade (||v(s;,s2)]|2), média (uy) e

desvio padrdo (oy ) da intensidade da velocidade, médulo do Laplaciano no ponto singular

(|Av(s1,s2)]), média (ua) e desvio padrio (64) do mddulo do Laplaciano para o campo ini-

cial vy e as solugdes numéricas Vg, Vi € V.

x T vl He o |AV(s1,52))  Ha o
Vo X 0.0000 0.4520 0.3503 2.8284 22.395 29.292
vg 1.0783 0.1140 0.2489 0.1454 1.4414 3.5898 3.1675
vi  0.0020 0.1138 0.2489 0.1454 1.4415 3.5894 3.1671
vw  13.502 0.1476 0.2724  0.1559 1.5805 3.4479 2.9585
Campo original Solucdo (DF explicito)
0.20 E 075 | %//// } # //}}Z/{)/é
0.15 - /: 0.50 1 /,1':—4.*
i 0.25 1 / E
0.10 1 :; X /:*\*\\%
0.05 ? “ / //‘s
0.00 / ’
o ///%/ o
@ ®
Solucdo (DF direto) Solucdo (Wavelets)
o I } W2 | o
0.50 % 0.50
"7 = -
0.25 é ) 0.25 -
0.00 / //_gs 0.00
—-0.50 1 ////}/ / //f ~0.50 4
—1100 I% / .{/ (./ { : ./%. —1:00 |

T T T
-1.00 -0.75 -0.50 —=0.25 000 025 050 075 100

X
(©)

X
@

Figura 4: (a) Campo vetorial (8.2). (b) Linhas de corrente da solu¢do do GVF via Euler explicito.

(c) Solugdo do GVF usando DF para a equag@o estaciondria. (d) Visualizagio da solu¢do do GVF

usando método de

wavelets.
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com o exposto acima. Analises idénticas podem ser realizadas para a solugéo via Euler explicito,
uma vez que as estatisticas obtidas sdo muito préximas até a terceira casa decimal.

No caso da solugdo por wavelets, os nimeros mudam um pouco em relacido aos dois primeiros
métodos, mas obtém-se as mesmas conclusdes, mantendo também o padrdo das linhas de cor-
rente, como pode ser verificado comparando as Figuras 4.(c),(d). Com relagdo a vorticidade do
campo v, sua intensidade média é 0.354 e desvio padrao 0.290, tanto para o DF para a equagao
estaciondria quanto para Euler explicito. No caso do método de wavelets, a média € 0.394 e o des-
vio padrao 0.322. Assim, ndo se trata de um campo irrotacional, o que ndo € surpresa visto que o
campo (8.2) é rotacional e o problema de valor de contorno para a vorticidade é ndo-homogéneo.

9 CONCLUSOES FINAIS

Nesse trabalho, nosso foco foi a preservacao de singularidades do campo inicial na equagao de
difusdo-reacdo do GVF. Localmente, a preservagao da singularidade implica que o Laplaciano
da solucdo seja nulo, e vice-versa. A andlise no dominio da frequéncia mostra que se o campo
inicial for derivado de um potencial f cuja transformada de Fourier F seja simétrica em relacdo a
origem do espaco de frequéncias a singularidade inicial € preservada. Quando supomos dominio
compacto, usando o método de solug@o baseado em wavelets, foi possivel explicitar a influéncia
das condi¢gdes de fronteira no problema de interesse. Numericamente, impor a preservacdo da
singularidade implica em um sistema super-determinado, sem garantias de solucao. Do ponto de
vista numérico, as solugdes do GVF via DF para a equacdo estaciondria e via wavelets foram
comparadas com a tradicional, baseada no método de Euler explicito. Os resultados mostram
concordancia entre as solucdes, bem como em relacio a preservacdo (ou nio) da singularidade.

No que diz respeito a aplicacdo do GVF na metodologia apresentada em [8], os experimen-
tos realizados mostram que a condi¢cdo de fronteira homogénea é mais adequada. O objetivo
em [8] € utilizar a solu¢do do GVF para obter um campo vetorial suave, com topologia seme-
lhante a condicdo inicial vy gerada com atuacdo do usudrio. Por fim, esta solugdo € utilizada
como condi¢do inicial em animacao de fluidos. Os experimentos apresentados em [8] mostraram
também preservacdo de singularidades isoladas na solucdo do GVF com condicdo de fronteira
homogénea, concordando com os resultados da Secdo 8.1.

Como trabalhos futuros, pretendemos explorar a restricdo (4.18), de uma forma mais fraca que
ndo torne o problema mal-posto, e estudar a preservacdo do tipo de singularidade na solug@o
do GVF. Serdo também analisados aspectos numéricos e tedricos referentes ao relaxamento da
condig¢do de singularidade (Seg¢ao 6).
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ABSTRACT. Motivated by recent computer graphics applications, this work presents a
theoretical and computational study of diffusion-reaction systems based on Gradient Vector
Flow (GVF), focusing on the behavior of GVF concerning the singularities of the initial
vector field. The theoretical study starts from a local analysis, regardless of boundary con-
ditions. Then, the boundary condition at infinity is assumed, and Fourier analysis is used to
establish sufficient conditions for preserving the singular point. Finally, a compact domain
with rectangular geometry is assumed. The preservation of a singular point concerning the
boundary condition is analyzed using a method for solving partial differential equations
(PDEs) based on Haar wavelets. We have also developed an implementation of a direct
method for the GVF stationary equation based on finite differences (DF) to compare with
the traditional explicit Euler solution with respect to singularity. The influence of vorticity
on the problem of interest is discussed using the streamlines function and the Helmholtz
equation. In the computational experiments, we consider two boundary conditions, two ty-
pes of singularities, and the three numerical methods (explicit Euler, finite differences for
the stationary equation, and wavelets) to verify the theoretical results obtained.

Keywords: diffusion-reaction, Gradient Vector Flow, singularities, Haar wavelets.
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