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RESUMO. Estudamos neste artigo existéncia e unicidade de solucdo fraca global para a inequacio
variacional ndo linear degenerada

K (0" + 82w+ M(||ul*) (—Au) +u' > f

u(0) = up
u'(0) = uy
du
MLZ ﬁlﬁl :O

em que K(x,7) é uma fungéo definida em Q = Qx]0,T[, K(x,#) > 0 para todo (x,7) € 0, M uma fungio
real continua com propriedades especificas e f pertence a classe de funcdes L? (O, T;HOl (Q)) Usaremos o
Meétodo de Faedo-Galerkin, operador monétono e Compacidade para provar a existéncia e a unicidade de
solugdes fracas.

Palavras-chave: operador de penalizacdo, desigualdade variacional, método de Galerkin.

1 INTRODUCAO

O estudo das desigualdades variacionais foi iniciado por Stampacchia [12], Lions-Stampacchia
[8], Brezis [2] e também por Kinderlehrer-Stampacchia [6]. Em Lions [7], nés podemos en-
contrar o mesmo tipo de problema para um operador nao linear do tipo hiperbdlico, eliptico e
parabdlico mas em um caso nao degenerado. A degeneracdo de equagdo hiperbdlica ndo linear
traz dificuldades no caso de dominio cilindrico, pois a geometria do dominio afeta a exatidao
do problema. A existéncia e unicidade de solucdes fracas regulares local e global em dominios
cilindricos para outros modelos encontramos em vdrios trabalhos, por exemplo, [5], [9], [12],

(81, [6], [3] e [4].
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2 DESIGUALDADE VARIACIONAL DA EQUAGAO NAO-LINEAR DEGENERADA

O movimento transversal de viga extensivel de comprimento L, com extremos presos a uma certa
distancia fixa pode ser modelado pela equagao

2%u 2%u
at2+”ax4 <o+/ uz (& )( ):o (1.1)

que foi proposto por Woinowsky-Krieger [13], onde p € uma constante positiva, ¢ uma constante
ndo necessariamente positiva e o termo ndo-linear representa a mudanga na tensdo da viga devido
a sua extensibilidade.

A formulacio abstrata de (1.1) é dada pela equagdo
W'+ pA%u+M(|A2u)Au =0 (12)
Onde A é um operador auto-adjunto ndo limitado de um espaco de Hilbert H e M uma funcdo

real.

Encontramos no capitulo 3 de Pereira [11] o estudo da existéncia e unicidade de solugdo do
problema misto no cilindro finito Q = Qx]0, 7| de R**!, para a equacio

k(x,t)u”+A2u+M(/ \Vu|?dx)(—Au) +u' =0 (1.3)
Q
Onde K(x,7) é uma funcdo definida em Q, K(x,z) > 0 para todo (x,#) € O, M uma fungédo

continua e outras propriedades, o qual € um problema relacionado com a equacgdo (1.1).

O objetivo principal deste trabalho € estudar a existéncia e unicidade de solugdes fracas globais
para o problema (P), abaixo:

K (e, t)u" + A u+M(|[ul*) (—Au) +u' > fem Q
(0) = M(), (0) =uj €m Q (1.4)
=0

<

(P)

u

ly = L

Trata-se de uma desigualdade variacional baseada na equagdo (1.3), onde Q denota um aberto
limitado do R", n > 1, com fronteira dQ = I regular. Para cada nimero real fixo, porém arbitrdrio
T > 0, Q denota o cilindro Q = Qx]0,T[ com fronteira lateral £ = I'x]0, T, K(x,7) > 0 é uma
funcio definida em Q, M é uma fungio real com certas propriedades e f € L? (0, T;H(} (Q))

2 RESULTADOS E HIPOTESES

SejaN = {v € L*(Q);v>0q.s em Q} o conjunto fechado e convexo de L*(Q) com 0 € N o qual
tem a seguinte propriedade:

Existe uma contragdo p : R — R, isto é, |p(y1) — p(32)| < |y1 —¥2|, com p(0) = 0, tal que
(Pyv)(x) = p(v(x)), ¥ v € L*(Q), onde Py é o operador projegdo de L>(Q) em N.

Defini¢do 2.1. Definimos o operador de penalizacio B : L*(Q) — L*(Q), por B = I — Py, isto
é, Bv=v—Pyv, Vv € L*Q), ou ainda, (Bv)(x) =v(x) —p(v(x))
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H. S. FERREIRA e D. C. PEREIRA 3

Proposicao 2.1. Afirmamos que B é mondtono, ou seja, (Pu— Bv,u—v) > 0 e Lipschitziano, isto

Bu)=B(v)| < afu—v|.

é,
Proposicio 2.2. Sendo B lipschitziano, entdo B é continuo e B(S) é limitado para qualquer
subconjunto limitado S C L*(Q). Além disso, consideraremos também que B(v) =0 <= v € N,
isto é, kerf =N

Proposicio 2.3. Seja E um espago de Banach e (x,,) uma sucessdo em E. Entdo:

(1) [xn = x em 6(E,E")] <= [{f,xn) = (f,x), V f €E']

(Il) Se x, — x fortemente, entdo x, — x fracamente para 6(E E')

(I1l) Se x, — x fracamente para 6(E,E'), entdo ||x,|| € limitada e ||x|| < liminf ||x,||

fVl _f”E' — 0)’

(IV) Se x, — x fracamente em 6(E,E') e se f, — f fortemente em E'(isto é,
entdo (fu,x,) — (f,x) Demonstragdo: veja [2]

Proposicio 2.4. Seja E um espaco de Banach e (f,) uma sucessdo em E’.

(D) [fu = f em O(E',B) <= [(furx) — (f,2), ¥ x € E]

(Il) Se f, — f forte, entdo f, — f em c(E',E")

() Se f, — f em 6 (E',E"), entdo f, = f em 6(E',E)

(IV) Se f, = f em 6 (E',E), entdo || f,|| esta limitada e || f|| < liminf|| f,]|.

(V) Se Se f, = f em G(E',E) e se x, — x fortemente em E, entdo {(fn,x,) — (f,x).
Demonstracdo: veja [2]

Proposi¢io 2.5. Seja N = {v € L*(Q); v > 0 q.s em Q} um convexo fechado do L*(). Portanto,
sew € L*(Q), entdo existe um tinico Pyw € N tal que

i) jw—Pyw| <|w—v|, YveEN.

A desigualdade i) é equivalente a
ii) Pyw € N

(w—Pyw,v—Pyw) <0,V v EN, em que Pyw ¢é a projecdo de w sobre N.
Demonstracdo: veja [2]
Proposicao 2.6. (Desigualdade de Gronwall): Se g : [to,t] — Re h: [to,11] — R sdo continuas
tais que g(t) > 0; h(t) > 0e g(t) < Co—l—C/th(s)g(s)ds, Vi€ lto,t1] comCy>0eC >0, entdo
g(t) < CoeC'I}IU h{s)ds !

Assumiremos as seguintes hipdteses:

) K € CY0,T;HH(Q) N L (Q)) com K(x,t) >0, V (x,1) € Qx]0,T[ e ¥V v > 0 tal que
K(x,0)>y>0
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4 DESIGUALDADE VARIACIONAL DA EQUAGAO NAO-LINEAR DEGENERADA

JdK
" |5

<a+C(a)K,Va >0
R

#4) M € C'(]0,]) com M(1) > —0,V¥A > 0,0 < 6 < A;; sendo A; o primeiro valor préprio
de Au—A(—Au) =0.!

H3) Seja B : L*(Q) — L*(Q) o operador de penalizacio definido por B = I — Py, onde Py é o
operador projecio de L*(Q) em N, dado por (Pyv)(x) = p(v(x)),¥v € L*(Q).

3 RESULTADO PRINCIPAL

Teorema 3.1. Nas hipdteses 74 a 7, se uy € HZ(Q) NH*(Q),u; € H}(Q)NN,f ef €
L*(0,T;H}(Q)), entdo existe uma tinica fungédo u : [0,T] — L*(Q) tal que:

ALIT) u e L~(0,T;H}(Q)NH*(Q))
A2T) ' € L°(0,T;H3(Q));u'(t) €N q.tpt € (0,T)
A3T) u" € L2(0,T;L*(Q))
T T T T
A4T) / (k(x, )" v — u’)dtJr/ (—Au,—A(v— u’))dt+/ M(|Jul|?)(—Au,v — u')dtJr/ W=
0 0 0 0
T
u')dt > / (f,v—u)dtyv € L*(0,T;H(Q)),v(t) €N q.tpt € (0,T)
0
AST) u(0) =ug e u/'(0) = uy
O teorema (3.1) serd uma consequéncia do lema (3.1)

Lema 3.1. Nas mesmas condicdes do teorema (3.1), para cada 0 < € < 1 e 6 > 0 existe uma
fungdo ugg definida em Q tal que:

A1L1) ugs € L2(0,T; HZ(Q)NH*(Q))

A2L1) u,5 € L>(0,T;HZ(Q))

A3L1) uls € L*(0,T;L*(Q))

AdLY) (k+€)us +Nugs +M(||ues||*) (—Aues) + el 5+ éﬁ(u/eé) = femL*(Q)

ASL1) ug5(0) = ug e ul,5(0) = uy

IDe acordo com Mikhlin [10] temos satisfeito que:

A= inf —Auf?

41— >0 2.1
weH (@) | — AV2ul?
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H. S. FERREIRA e D. C. PEREIRA 5

3.1 Problema Aproximado Perturbado e Penalizado

Considere o problema pertubado penalizado

1
(k+€)uls + Augs + M(||lugs||*) (—Augs) + uls + gﬁ(“/sa) = f em L*(0,T;H}(Q)), fixados
ecRedecRcomee (0,1)ed >0.

Seja (wy)yen uma sequéncia de H3(Q) formada pelas auto-fungdes de —A, isto €, —Aw,, =
)
(;:1‘/ [r=0e0 <A <Ay < ... < divergindo para +-co.

)WWWWV ‘F:

A seguir usaremos o método de Faedo Galerkin para obter solugdes u.5 do problema pertubado
penalizado.

Considere V,, = [w,w2,...,wn] 0 subespago gerado pelas m primeiras fungdes (wy)yen. Para
cada m € N, considere a funcdo:

m
Uesm(X.1) = Y gesmj(t)wj(x) € Vi tal que
=1

((k+£)u/,l (t)ij) + (7Au£5m7 7ij) +M(|u85m(t)|2)(7A”£5mawj)+

edm
(PA) (s (1), W5) + 5 (Bt (1)) = (f3w)),¥wj € Vin G
Ugsm(0) = tom — ug em Hg (Q) NH*(Q)
Uy 5,,(0) = 1y — w1 em H§(Q) N onde N = {v € L*(Q);v > 0 g.s em Q}

Pelo Teorema de Carathéodory o sistema (3.1) tem solugdo local em [0,f,), 0 < t, < T. As
estimativas a priori nos permitirdo extender a solugéo aproximada u,,, () para o intervalo [0, T].

3.2 Estimativas a priori
3.2.1 Estimativa I

Fazendo w; = u,g, (t) em (3.1), obtemos

((K+ g)ug5m (t)7u/£5m(t)) + (_Aueﬁm(t)ﬂ _Auleém (t))+
M(H”S&m(t) Hz)(_Aueém(t)?u;:Em(t)) + (uéﬁm(t)vuéém(t))_‘_

5 (B (1), (1) = (105 (62)

Usando propriedades da fun¢do M, a monoticidade do 3, a desigualdade de Cauchy-Schwartz, a
desigualdade elementar 2ab < a” + b?, a observagio (2.1) e as hipéteses () a (%) em (3.2),
obtemos

o
1= 2 ) (64

(K2 (1)) + €l (1) + ( ]

°t

(1=@) [ o5 (5)s < Co+-C(a) [ (ks (5))ds
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6 DESIGUALDADE VARIACIONAL DA EQUAGAO NAO-LINEAR DEGENERADA

sendo 0 < @ < 1 e Cy constante positiva independente de €,8,m e ¢.

E pela desigualdade de Gronwall (2.6):

(Ko 1)+ el (OF + (1= 7 ) 1M (1= ) [ g Fas <€ G

sendo C constante positiva independente de €,5,m e ¢.

Portanto, concluimos que as seguintes sequéncias sio limitadas:

Estl-a) (K'/2ul5, ) é limitada em L*(0,T;L%(Q))
Estl-b) (y/€u.s, (1)) é limitada em L=(0,T;L*(Q))
Estl—c) (ugs,) € limitada em L™(0,T; HZ(Q))
Estl-d) (g, (1)) é limitada em L*(0,T;L*(Q))
Estl-e) (B(ug, (1)) € limitado em L*(0,T;L*(Q))

3.2.2 Estimativa II

Fazendo w = —Au8 Sm(t) em (3.1), usando a 1* Identidade de Green, equivaléncias de normas,
desigualdade de Cauchy-Schwartz, desigualdade elementar e as hipéteses (J#]) a (743), obtém-se

(Kt (1), — At (1) + € (g5, (1), — At (1)) + (= Atgisy (1), —A(—Atd 5, (1))

+ M (g (1)) (—Btteon (1), — At 5, (1)) + (s (1), =it (1)) +

S (B (1)), ~ A5, (1)) = (F, ~ 5,0 (34)

Consequentemente, podemos escrever

(Kt 5, (1), = At s, (1)) = (Kt (1) 5, (1))
(5 (1), =Dttt )) €((Uggy (1), e (1))

(At (1), —A(—Auts,, (1)) = ((—Attegpn (1), —Ait,, (1))
(—Augs(t), Augam( )) ((—Autesm (1), Ugs,, (1))

(e (1), =Dl (1)) = ((Ugy, (1) Ues (1))

(Bt (1)) —Atles, (1)) = (B (e (1)) Us (1))

(fs —Augs,, (1)) = ((ftte5,,(1)))

Fazendo-se as devidas substituicdes em (3.4), obtemos:

((Kttgsy (1)t () + € (U (1) 1t (1)) + (= Attes (1), —Ati5,, (1))

+ M (||t (1)) ((— At (1), 0 (1)) + (g (1) 5 (1)) +

5 (B (1) 5 (10)) = ((F0). 5 (1)) (335

Trends Comput. Appl. Math., 25, (2024), e01592



H. S. FERREIRA e D. C. PEREIRA 7

Lema 3.2. Se g: R — R ¢ uma fungdo Lipschitziana e ndo decrescente com g(0) = 0, entdo
(g(u), —Au) > 0,Yu € H} (Q) NH*(Q). Proof. Ver [2] e [1] O

Portanto, pelo lema (3.2) acima, (B (ug, (t)),u.s,,(t)) > 0. Segue de (3.5) que:

(Kt (1), g5 (1)) + E((gs (1), U5 (1)) + (= Ategn (1), — At (1))
+ M (||t (0)17) (= At (1), 15, (1)) + (g (1) e (1)) < ((F(0) g (1)) (3.6)
Note que:

‘((?915 ’ezam(w)) e (( %If
g O+ CC(K, 153, 0)

Portanto, integrando (3.6) de O a t, obtemos:

) < (@ Cl@K s 1) =

(R 23 0))+ €l (0 Bt ]+ (1 = 0) [ (5] <
! 2
[ 156012+ (@) [ (Kt ()

Z/OI (M (et () 1) || At () 1[5 (1) 1l + | (K (0)165,,)) 52+ €]t 1+

(| Astonm||*. (3.7)

Como jd verificamos, (ugs,,) € limitada em L*(0,T;H3(Q)) — L*(0,T;H}(Q)). Logo,
l|ttgsm()||? € limitada. Portanto, pela continuidade da M, podemos tomar

C1 = max |M(2.)‘]R
0<A<|lutggm (1)

Podemos entdo escrever:

ot t
2
2/0 IM([[se5m(5)]1) ||| Atte 5 (1) | |14 5, (1) | ds < 2/0 C1|Atte s (5) || |1t ()1 ls.
Além disso, usando a desigualdade elementar, temos

2C1||Au85m( )” C%HAMESm(S)HZ / 2
Vo < 4= =TT 7 .
/* || Ues m( )H o +(X||M£5m(s)”

Substituindo estes resultados em (3.7), obtemos
(K 25 00) + e ()P + [t )1+ (1= @) [t (5) s <

t t (2
JsNRas+c@) [ (&g, s+ [ TllAuesn(s)| s+

/ |5, (5)][2dls + (K (0), u3,0)) 2+ € Junm [ + || Autom | (38)
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8 DESIGUALDADE VARIACIONAL DA EQUAGAO NAO-LINEAR DEGENERADA

Note que (3.1) garante que ||Augp || € ||u1,|| sdo limitadas e, além disso, observando (.7#]), temos
que

|((K(0), ui)lr < K (O[]l <

(supessK<o>||) il — (supess||1<<o>||) i P
xeQ xeQ

Portanto, |((K(0),u3,))|r € limitado. Note também que ||f(¢)||> é limitado, pois f €
L%(0,T;H}(Q)). Dessa maneira, podemos reescrever (3.8):

(R 3 0) + €5, O + [t D]+ (1= 20) [ e 0] < Cot

Cs [ (K a3 00)) + [t ds,com 0 < < 3 (39

Aplicando a desigualdade de Gronwall (2.6):

t
(K25, (0)) + &l O]+ [Atesn (1) + (1=20) [ il (0)Pds <€ (3u10)

Onde C4 € constante positiva independente de €,8,m e ¢t. Concluimos entdo que:

Est2-a) (k'/?ul, ) ¢ limitada em L*(0,T;H{ (Q))
Est2-b) (v/eu,s, ) é limitada em L=(0,T; H} ()
Est2—¢) (u, () é limitado em L=(0,T; H} (Q))

Est2-d) (ugs, (1)) é limitada em L=(0, T; HZ (Q) NH?(Q))

3.2.3 Estimativa III

Derivando a equagao aproximada em PA (3.1) em relago a 7, fazendo w = u; 5m( ) e aplicando a
1? identidade de Green, obtemos

(K1) 23 0+ €12 0.5 0) + ( Gy 0)50)) +
(=80 1) 1))+ M5 0) ) 505, (1))
2t (1. Bt ()Mt 6)]2) (1) 65 0)) +

(o 0) €25 1))+ 5 (1B ()] (e (1)) = (' (0,5 4) G.11)
Levando-se em consideracdo a monoticidade do 8, podemos reescrever (3.11):
Kl 0) 4 €l 1) 15 (0)P] + 20l (1) < 2177 0) )]+
‘ (%It{’ug‘%m(t)ﬂ + 2 M (e (1)) || (— Dt (1), 15 (1)) [+
4 | (1tesm(1), — Aty () |RIM ([t ()17 ] (At (1) 5, () | (3.12)
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Além disso, por (75),

dk
(5 u0)

Portanto aplicando este resultado, a desigualdade de Cauchy-Schwartz, a desigualdade elementar

= alugs,, (1) +C o) (k,ugs, (1)

e integrando de 0 a ¢ (3.12), obtemos
2 2 ! 2 ! ! 2
(K g (1)) + €[, (1) + [ A, ()] +2/ |5, (1) 7ds <
t
[ 176 P+ [ ks (5) P [ ik (5) s+ C(a0) [ (Ko, (5))ds+

21 180 5) 51+ ACs [ 18t (5 5] At 5) 5 5) s+

|K(0)||tt5,, (0] + €[5, (0) > + Ay (£) | (3.13)

Considerando-se que: |uls, (0)],]k(0)|[uls, (0)|,|uesm(t)|, |Atgsm(t)] € |Auyy,| sdo limitadas,
podemos reescrever (3.13):

(K3 0) + €l (O + i, )P (1 =20) [ i, ()l <

Cor+Cr [ (k3 (5)) + A, (5) s

Aplicando a desigualdade de Gronwall (2.6) neste dltimo resultado, obtemos (k,u’3 (1)) +

eluls, (D> + Mg, (1) + (1 —2a) / |uls,,(s)]*ds < Cs, em que Cg é constante positiva
independente de €,8,m e t. Podemos, entdo, afirmar que:

Est3-a) (k'/u!5, ) ¢ limitada em L™ (0, T;L%(Q))

Est3-b) (y/€uls, ) é limitada em L=(0,T;L*(Q))

Est3—¢) (i, ) ¢ limitada em L™(0,T;HZ ()

Est3-d) (uls ) élimitadaem L?(0,T;L*(Q))

Est3-e) (ku!s )¢ limitada em L™(0,7;L*(Q))

3.3 Passagem ao Limite

Das estimativas anteriores, (Est2—d), (Est3—c), (Est3—d) e (Estl—e)
(Uesm) € limitada em L™ (0, T; HZ (Q) NH3(Q))

(ul5,,) € limitada em L=(0,T; HZ (Q))

(uls,,) € limitada em L*(0,T;L*(Q))

Trends Comput. Appl. Math., 25, (2024), e01592



1 O DESIGUALDADE VARIACIONAL DA EQUAGAO NAO-LINEAR DEGENERADA

(B(u.g,,)) é limitado em L*(0,T;L*(Q))

Podemos entdo extrair uma subsequéncia de (u.g,,), a qual denotaremos por (u.gy ), tal que

L1) ue5, = ugs em L(0,T; H3 (Q) NH3(Q))
L2) u ;. = i, em L(0,T; H3 (Q))

egov

L3) uls,—uls em L*(0,T;L%(Q))
L4) Augs, = Augs em L=(0,T;L*(Q))
L5) eus, R VEuls em L2(0,T;L*(Q))

L6) ku!s, = kuls em L*(0,T;L*(Q))

L7) B(u.g,)—B(u.s) em L*(0,T;L*(Q))

edv

Convergéncia da fung¢ao M:

Lema da Compacidade de Aubin-Lions: Sejam 1 < pg,p1 < o e By, B,B; espagos de Banach
sendo que By e B; sdo reflexivos tais que By S Bes B (<i> indica imersdo compacta). Para
0 < T < oo, consideremos o espago

W ={w; we LP(0,T;By) ew € LP'(0,T;B;)}, com a norma

Il = 1wl o 7y + 191121 0.7, - Ento:

(I) W € um espaco de Banach

D) W < LR(0,T;B)

Dem.: Ver [7]

Se fizermos By = HZ(Q) N H*(Q), B = H}(Q), By = [*(Q) e W(0,T) = {w;w €
L*(0,T;H3(Q)NH(Q)) e w' € L*(0,T;L*(Q))} com a norma

wlwo.r) = ||WHL2(0,T;HgnH3(Q)) + HW,HLZ(O,T;LZ(Q))

concluimos que,

D W(0,T) < L*(0,T; H} (Q))

ii) (ugsy) € limitada em W (0,T)

pois

o Ugsy = Ugs em L(0, T; HZ (Q) NH3(Q)) — L2(0, T3 HZ (Q) NH3(Q))

o, = ulsem L(0,T;H3(Q)) — L2(0,T;L*(Q))

De i) e ii), concluimos que existe uma subsequéncia de (us, ), que continuaremos denotando
por (ugsy ), tal que
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iil) sy — ues em L7(0, T;H(; (Q))

iv) w5, — uls em L=(0,T; H} (Q))

edv

De (iii) e (iv) e da continuidade da fungio M, M(||ugsy||?) — M(||ugs||?)
De Auggy, = Autgg em L=(0,T;L2(Q)), Augs, — Augs em L2(0,T;L(Q))
Portanto, podemos concluir também que

M(|luesy ) Auesy = M(|lues||*)Aues em L(0,T:L*(R)) (.14

Isto conclui a convergéncia da fun¢do M.

Multiplicando a equacdo aproximada em (3.1) por 6 € 2(0,T), fixando my e integrando de 0 a
T

T, obtemos, para v > mo: / (k+e)uls, (£),w)B()dr + / (= Augsy (1), —Aw)0(1)di +

T
| Ml (0)]) (=Bt (1), w00 )dr + / s, (1),0)0(1)di-+

5/ sy (t )e(f)dt:/OT(f(t),w)G(t)dt,VWGVmeVGe@(O,T)

Tomando o limite com v — oo e observando as convergéncias (L) a (L7) e a convergéncia da
fungdo M, obtemos:

T T
| (e s, w60 + / (— At (1), —Aw) B (1)dr-+
/ M([Jues (1)) (~ Aues 1) dt+/ Wl (6), w)0(1)di-+
5/ W) (t)di = /0 (£(£),w)8(1)dt,Yw € Vine¥8 € 2(0,T) (3.15)
Lembrando que z(x,7) = w(x)0(t) € L*(0,T;L?(Q)), podemos reescrever (3.15):
T
/0 ((k + e)us(r) + Nues(t) + M([lues(1)*)(—Aues (¢)) + ugs(t) + éﬁ(”/ga(t))az)dt =
/OT(f(t),Z)dt,Vz e L2(0,T;L*(Q))
Segue daf que:
<k+e>u’£5+A2uea+M(||uea||2)<—Auga>+u;5+§ﬁ(u;5>=femL2<0,T;L2(Q)) (3.16)

Concluimos de (3.16) que A%u_; € L*(0,T;L*(Q)) ,isto & , A%u.5(r) € L*(), ou ainda, ugs(t) €
H*(Q) e desde que ugs € L*(0,T; H3 (Q) N H?(Q)), entdo

ues € L=(0,T; H3 (Q)NH*(Q)) (3.17)

3.4 Condicoes Iniciais

Da convergéncia (L2), obtemos g, RNy L5 em L=(0,T;L?(Q)). Portanto, podemos afirmar que:

/(8(Sv dt—>/ uhs(),2)de, Y z € L1(0,T:LA(Q)) (3.18)
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Fazendo z(x,t) = w(x)0(t), com w € L*(Q) e 8 € C'([0,T]), tal que 8(0) = 1 e 6(T) =0, em
T T
(3.17), obtemos: /0 (Ups, (1), w)0(t)dt —> /0 (ul5(t),w)0(t)dr. Integrando por partes:

T

T
~(t0w,w) = [ (e (1),)8' (00t — ~(1es(0).w) = [ (ues (@) w)8' ()t (3.19)
Da convergéncia (L1), obtemos g5, — g5 em L™(0,T;L*(L)). Portanto, podemos afirmar que
T T )

| s 0.2t — [ (ues(0).2)a ¥ z € L' 0,7:22(92) (3.20)

Assim, observando que z(x,t) = w(x)0'(¢) € L' (0,T;L*(Q)), podemos reescrever (3.20):

T T
[ tes (.m0 @)t — [ (ues 0.8 (e Yo € 13(9) (321)
0 0

Sabemos também que,

I/tg(sv(()) = Ugy — Up em Hg(Q) ﬂH4(Q) — Ugy — Up €M Lz(Q) — Ugy — Up em LZ(Q),
isto é,

(ugy,w) — (g, w)¥ w € L*(Q) (3.22)
Portanto, de (3.21) e de (3.22), podemos escrever:

~tom )~ [ e )80 —> (o)~ [ aes )OOt 323)

Além disso, da unicidade dos limites, de (3.19) e (3.23), concluimos que:
(ues(0),w) = (ug,w), e portanto, ugs(0) = ug. Da mesma forma podemos concluir que u/,5(0) =
u

Isto conclui a demonstracao do Lema (3.1).

3.5 Demonstracao do Teorema 3.1
3.5.1 Existéncia de Solucoes

Com base nas proposicdes (2.3) e (2.4), nas convergéncias de (L1) a (L7) e em (3.17), obtemos

sl =0, 7:2 (@) () < Hminf [[utesy || =0 7.2 (@)t ) < Co (3.24)
”u{eSHL‘”((),T;Hg(Q)) = liminf”u:sév||L°°(0,T;H§(Q) = Cio (3.25)

s 20,7202 () < liminf [lugs, ll2(0.7:22()) < Cin (3.26)

1At || 120,702 ()) < Himinf [[Augsyl| =0 7.12(0)) < Ci2 (3.27)
18%ues | 2(0.7:22(0y) < Hminf[|A%uesy || 2(0,722(0)) < C13 (3.28)
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IVeugsl=o,r12(q)) < liminf[Veus, |- ri2 @) < Cis (3.29)
IKugs || 2= (07,12 () < liminf|[kugsy [l =0,7:2()) < Cis (3.30)
||ﬁ(“/gs)||L2(o,T;L2(Q)) < hminf”ﬁ(ulgév)HLZ(O,T;LZ(Q)) <Cis (3.31)

Em que C; sdo constantes positivas independentes de €,6,v e t parai € {9,...,16}

De (3.24) a (3.31), podemos afirmar que existe uma subsequéncia de (u.5) que continuaremos
denotando por (ugg), tal que

g5 — ug em L=(0,T; H3 (Q)NH*(Q)) (3.32)
tys > uy em L7 (0, T Hg (Q)) (3.33)

ul s—ul§ em L*(0,T;L*(Q)) (3.34)

Augs = Aug em L(0,T;L*(Q)) (3.35)
Augs—Aug em L*(0,T;L*(Q)) (3.36)
Veus > Veuy em L7(0,T;L(Q)) (3.37)
Kulls = kg em L7(0,T;L*(Q)) (3.38)
Blutys)—B (i) em L*(0,T5L%(Q)) (339)

Novamente, usando o Lema da Compacidade de Aubin-Lions, encontramos uma convergéncia
forte para (ugg), isto é,
Uugs —> ug emL*(0,T; HL(Q)) (3.40)

Decorre de (3.32) a (3.39) e de (3.40) que tomando o limite € — 0 na equag@o (A4L1) do Lema
(3.1), obtemos

1
(kidg,z) + (—Aus, —Az) +M(||us||*) (—Aus,2) + (u5,2) + gﬁ(uis,z) = (f,2),
VzeL}(0,T:L*(Q)) (3.41)

Repetindo o processo usado de (3.24) a (3.40), podemos afirmar que existe uma subsequéncia de
(ug), que continuaremos denotando por (ug), tal que

ug = u emL™(0,T;HZ (Q)NH*(Q)) (3.42)
uy > u emL™(0,T;HG(Q)) (3.43)
uf—u" emL?(0,T;L*(Q)) (3.44)

Aus = AuemL™(0,T;L*(Q)) (3.45)
Aus—Au emL?(0,T;L*(Q)) (3.46)
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Veuh = \Jeu" emL(0,T;L*(Q)) (3.47)
kulf = k" emL=(0,T;L*(Q)) (3.48)
B(us)—B(u') emL*(0,T;L*(Q)) (3.49)

Portanto, concluimos de (3.42), (3.43) e (3.44) que (A1T), (A2T) e (A3T) do Teorema (3.1)
séo satisfeitos. Resta-nos mostrar que u € soluc¢do da desigualdade (A4T) e que #/(t) € N q.t.p
€ (0,7).

1°) u € solucao da desigualdade (A4T) do Teorema (3.1). De fato,

Na equagdo (3.41), fazendo z = v —uf, v € L*(0,T;H;(Q)), com v(t) € N q.tp ¢ € [0,T] e
integrando de 0 a T, obtemos:

T
/0 (kulg,v —us dt-i-/ —Aus,—A(v—us) dl‘i‘/ (llus|*) (~Aug,v — u)dr-+

T
[ v [ 5(8s) 0 —iyar = [ (F—igarvz e CO.TiE@)  350)
0 0 0

Note que (B (uf),v—us) = (B(uf) — B(v),v—uf) <0, pois v(r) € N e B é monétono. Logo,
podemos reescrever a equacao (3.50) acima:

T
/0 (kulg,v —us dt+/ —Aug, —A(v—us) dt+/ (J|us]? )(—Aug,v—ul)di+
o :
/ (M%,v—uis)dIZ/ (f,v—ug)dt. (3.51)
0 0
Agora, fazendo a passagem do limite quando § — 0 em (3.51) e considerando a estimativa I, a

continuidade de M e o Lema da compacidade de Aubin-Lions, concluimos que (3.51) converge
para (A4T):

T T T T
/(k(x,t)u",v—u')dt—i—/ (—Au,—A(v—u/))dH—/ M(Hu||2)(—Au,v—u')dt—|—/ (u',v—u)dt >
0, 0 0 0
/0 (f,v—u)dtvv € L*(0,T;HY(Q)),v(1) e N qtpr € (0,T)

Isto mostra que u € solug@o da desigualdade (A4T) do Teorema (3.1).

2°)u'(t) € N q.t.pr € (0,T). De fato, da estimativa I, sabemos que:
6 / £5m ;;‘Sm(t»dt <C (3.52)
Da proposigio (2.5) e da definigio (2.1), [B(w)|> < (B(w),w).
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T
Portanto, fazendo w = ul,5, () e integrando de 0 a 7', obtemos por (3.52): / 1B (s, () 2dt <
0
T
[ (B (0.t (1)t < €

T
Tomando o limite quando m — e, lim B (s, (1)) ?dt < 6C
m—roo [

Pelo Lema da compacidade de Aubin - Lions,

Uy — e em L*(0,T;L*(Q) (3.53)

t t
Pela continuidade do §, /0 1B, (1))t — /0 1Bl (1)) [2dtpara m —s oo
Portanto,
t
/0 1B (u5(t))[dr < 8C (3.54)

Tomando o limite quando € — 0 em (3.54) e seguindo o mesmo raciocinio para a sequéncia
(ugs) obtemos

ot
0< [ 1Blus(0)Par < 6C (35%)
0
Agora, tomando o limite quando § — 0 em (3.55), obtemos
T
/0 |B(us(r))[*dt — 0,quando § — 0 (3.56)
Segue que
B(us(r)) — 0 em L*(0,T;L(2)) (3.57)

Pela continuidade da f3, temos

Blus(r)) — B (1)) em L*(0,T:L7()) (3.58)

Por (3.57) e (3.58) e pela unicidade dos limites, §(u/(¢)) = 0. O que implica dizer que /(¢) €
Nqtpre(0,7)

3.5.2 Unicidade da solucao

Sejam u; e uy solugdes de (A4T) no teorema (3.1). Logo podemos escrever
T T
/ (e, 1 )ed! v — ) )di + / (= Aur, —A(v—ul)))dri+
Jo

0

T T T
M(H”lHz)(_AuhV_ull)dt"'/ (”llaV_”/l)dtz/ (f,v—uy)dt (3.59)

0 0 0

T T
/0 (e, 1 )ud v — )+ /0 (= Auz, —A(v —uh))di+

T T T
/ M(HM2H2>(_AM27V_M,2)dt+/ (u’z,v—u/z)dtz/ (f,v—ub)dt (3.60)
Jo Jo 0
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W e L*(0,T;HL(Q)),v(t) e N g.tpt € (0,T)

Fazendo v = u’z na desigualdade (3.59),e v = u’l na desigualdade (3.60) e somando os resultados,
sendo ¢ um ponto arbitrdrio de (0,7 ,teremos:

t

/O(k(x (! — i)l ds+/ At — 12), —A(idy — i, ) )i+
t

M )1~ s~ [0 ?) s i s+

t
/0 (u) — sy, uby —uy)dt >0 (3.61)
3
Fazendo u; — u; = w, somando e subtraindo / M(||ur||*)(—Auz,w')ds em (3.61), obtemos:
0

t ot ot
/ (K ()W w!)ds + / (Aw, Aw')ds + / M(|Ju ) (—Aw, w!)ds+
JO JO JO

t t
+ [ yds < [0 |B) = b)) (=2 ') (.62
Segue de (3.62) que:

td 2 2 2 2 ! /12
/d—[(K,w )+ [Aw] + M(Jur|?) [w] ]ds+2/0 ! Pds <
2/ M (Ju1 ) = M(Juz )| | A | | |ds+

t t
2/ A |M(\u1|2)|R|w|2ds+/ oc\w/|2ds+C(a)/ (K, w?)ds (3.63)
0 0 0

Sabemos que |u(r)|, [t/ (¢)| e |Au(t)| sdo limitadas. Sabemos também pela hipétese (%) que a
fungéio M é continuamente diferencidvel em [0,c0). Isto nos permite aplicar o Teorema do Valor
Médio: | c

[ (s [2) = M) g |Awa] /] < 5 /[P | A (3.64)

Além disso,
C
| | [ )] P < Cro Jw> < S Jaw? (3.65)

Agora, aplicando (3.64) e (3.65) em (3.63), obtemos:
td 7) 2 2 2 Lo
[ S ) 1w M ) wlPlds +.2 [ o P <
! ! !
/(a|w’|2+c12|Aw|2)ds+/ C13|Aw|2ds+/ ! Pds+
0 0 0

t
C(a) /O (K,w?)ds (3.66)
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Note que w(0) = w'(0) = 0. Logo, aplicando em (3.66), obtemos:
2 2 2 ton
(k') | 248 2 ]+ (1= 0) [ s <

/0 "1C(a) (k, w2) + Cra | A ds

com 0 < o < 1 e C; constantes positivas.
(o
Pela hipétese (H3) e observagio (2.1), M(|ui||?)||w|]> > —o|Vw|*> > —)T|Aw|2.
1

Aplicando este resultado em (3.67), obtemos:

t t
(K,w’2)+(1—;> |Aw|2+(1—a)/ |w’|2ds§/ (C(o) (K, W) + Cus|Aw|?]ds,
1 0 0
(o)
com0<1—l—<1e0<1—a<1
1

Podemos, entdo, reescrever essa tltima desigualdade:
t
(K, w') + |Aw] < Cig(Kow'2) + \Aw|2+C17/ W 2ds <
0

t
/ Cis[(K,w?) + |Aw[2]ds
0

Aplicando a desigualdade de Gronwall em (3.68), obtemos (K, w'?) 4 |Aw|?> < 0
Isto implica dizer que |Aw(t)|* = Hw(t)H?ﬂ(Q) =0, e portanto, w(t) =0 q.s.em [0,T].
0

Desde que w é continua em [0, 7], w(t) =0,V ¢ € [0,T], isto &, u; = us.
Isto demonstra a unicidade de solugdo.
ABSTRACT. In this article, we study the existence and uniqueness of a global weak

solution for the degenerate nonlinear variational inequality

K(x,0)u" + ANu+M(||u||?)(—Au) +u' > f

u(0) = ug
u'(0) = u
du
MLZ = ﬂ |~Z = 0

where K (x,t) is a function defined on Q = Qx]0,T[, K(x,¢) > 0 para todo (x,t) € Q, M
a continuous real function with specific properties and f belongs to the class of func-
tions L? (O,T;Ha (Q)) We will use the Faedo-Galerkin method, monotone operator and
Compactness to prove the existence and uniqueness of weak solutions.

Keywords: penalty operator, variational inequality, Galerkin method.
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