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Mecanismos de Criacao de Atratores Estranhos no
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Resumo. Neste trabalho fazemos uma andlise das bifurcagdes locais que ocor-
rem nos pontos de equilibrio do Segundo Sistema de Réssler, que é um sistema
quadratico tridimensional de equagbes diferenciais ordinérias, dependendo de trés
parametros reais, a, b e c. Determinamos as superficies no espago de parametros,
para as quais o sistema apresenta bifurcagoes de Hopf. Mostramos numericamente
que para valores dos parametros proximos aos de bifurcagdo de Hopf o sistema
possui atratores estranhos. Além disso, para a = 0 o sistema possui uma familia
formada por infinitos ciclos heteroclinicos singularmente degenerados, que consis-
tem de conjuntos invariantes formados por uma linha de equilibrios, juntamente
com uma 6rbita heteroclinica conectando dois destes equilibrios. Mostramos nu-
mericamente que pequenas perturbagoes do sistema, tomando-se a > 0 pequeno,
levam a quebra destes ciclos degenerados e a criagao de atratores estranhos.

Palavras-chave. Segundo sistema de Rossler, bifurcagao de Hopf, criagdo de atra-
tor estranho, caos, ciclo heteroclinico singularmente degenerado.

1. Introducgao

O comportamento cadtico em sistemas deterministicos de equagoes diferenciais or-
dindrias (EDOs) é um tema que vem despertando a atencdo de pesquisadores de
varias areas do conhecimento, tanto devido ao interesse puramente matemético
quanto a ocorréncia destes sistemas na modelagem de fenomenos de areas distin-
tas, como fisica, quimica, biologia, medicina, meteorologia, economia e até mesmo
ciéncias sociais (ver por exemplo [13] e as referéncias ali citadas). Do ponto de
vista pratico, sistemas cadticos acoplados, associados a técnicas de sincronizacao de
solugoes, vém sendo utilizados em aplicagoes industriais e no setor de comunicagao
segura de dados [1, 8]. Desta forma, o entendimento dos mecanismos que levam &
criacao de atratores estranhos e ao consequente comportamento cadtico das solugoes
destes sistemas é atualmente um tema de pesquisa de grande interesse.
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Historicamente, o comportamento cadtico de solugoes de sistemas tridimensio-
nais de EDOs foi descrito com certo detalhe, talvez pela primeira vez, pelo meteo-
rologista E. N. Lorenz em 1963, que propos o sistema

t=0y—z), y=rer—y—xz, 2=—bz+ay, (1.1)

relacionado ao estudo do movimento convectivo de fluidos na atmosfera terrestre e a
questoes relativas a previsdo numérica do tempo [5]. Para os valores o = 10, r = 28,
e b =8/3 as solugoes de (1.1) tendem assintoticamente a um movimento limitado e
aperiédico no espaco de fase, formando um atrator estranho, conhecido na literatura
como Atrator de Lorenz (Figura 1), cuja forma lembra a figura de uma borboleta.
Existem centenas de artigos relacionados ao estudo da dindmica do sistema (1.1),
dentre os quais podemos citar [12] e [14], que apresentam interessantes revisoes
sobre o assunto.
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Figura 1: O atrator de Lorenz.

Desde o trabalho de Lorenz, surgiram muitos outros sistemas deterministicos
tridimensionais de EDOs, provenientes de consideragbes puramente matematicas
ou da modelagem de fenomenos naturais, cujas solugoes tém um comportamento
parecido com o do sistema de Lorenz, apresentando atratores estranhos do tipo
borboleta. Tais sistemas sdo em geral chamados de sistemas tipo Lorenz (Lorenz-like
systems). Um fato que podemos observar a respeito destes tipos de sistemas é que,
além de nao se saber, em geral, como sao dinamicamente formados seus atratores
estranhos e o porqué de sua aparéncia similar & do atrator de Lorenz, pouco se
sabe ainda sobre a relagao direta destes atratores com o fenémeno modelado pelo
sistema. De fato, além da suposicao ébvia que o atrator deve refletir de alguma
forma a complexidade do fendmeno, como € o caso da previsao numérica do tempo,
nao é claro qual o real papel do comportamento cadtico no fenémeno em si.

Torna-se importante entao a continuidade da investigacao sobre sistemas cadticos,
tanto do ponto de vista analitico quanto numérico, na busca de uma melhor com-
preensao dos mecanismos dinamicos que levam a criacao de seus atratores estranhos
e, simultaneamente, na tentativa de compreendermos, na medida do possivel, o real
papel da dindmica cadtica no fendémeno em si, no caso das aplicagoes.

Neste contexto, em 1979 Otto Réssler [11] propds quatro protdtipos para o
comportamento cadtico de sistemas continuos, dados por sistemas de EDOs no
R3, que emergem de um problema de perturbacio singular de um sistema planar.
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No trabalho citado, as equacgoes sao estudadas de forma superficial, apenas com
a apresentacao de algumas simulagdes numéricas e comentarios gerais sobre sua
dindmica. O segundo dos sistemas propostos, que aqui chamaremos de Segundo
Sistema de Rdssler, é dado por

t=x—ay—2z2 ¢y=a>—ay, %=blcx—2). (1.2)

onde (z,y, z) € R3 sao as varidveis de estado e a, b e ¢ sdo parametros reais positivos.

Diferente do sistema cldssico de Rossler [10], que foi extensivamente estudado,
com muitas referéncias a respeito, que podem ser encontradas em buscas no Math-
SciNet ou GoogleScholar, até onde sabemos nao existe na literatura uma andlise
matematica detalhada do sistema (1.2). Assim, o objetivo deste trabalho é apre-
sentar um estudo analitico, combinado com uma andlise numérica, da dinamica
e das bifurcagoes das solugbes do segundo sistema de Rossler, para determinadas
regides do espaco de parametros. Com isso, pretendemos dar uma contribuicao ao
entendimento dos mecanismos de criagao de atratores estranhos deste sistema, cuja
existéncia foi observada em [11].

2. Resultados Principais

Os principais resultados obtidos estao sintetizados no teorema abaixo.

Teorema 2.1. As seguintes afirmagées sdo vdlidas para o sistema (1.2):

a) Para todo a,b > 0 e para ¢ > 1 o sistema (1.2) possui a origem Py = (0,0,0)
como tinico ponto de equilibrio. Supondo (b+ 1) < 4be, tem-se que, para b > 1, a
origem € localmente um ponto espiral assintoticamente estdvel; para b < 1, a origem
se torna um ponto espiral instdvel e um pequeno ciclo-limite estdvel surge em sua
vizinhanga, proveniente de uma bifurcacao de Hopf que ocorre para b=1;

b) Para ¢ = 1 ocorre uma bifurcacdo do tipo Pitchfork na origem. Mais precisa-
mente, para 0 < ¢ < 1 a origem se torna um ponto de sela hiperbdlico, e sao criados

dois novos pontos de equilibrio, Py o = (:I: a(l—c¢), 1 —¢, £cy/a(l — c)), que
sao localmente assintoticamente estdveis se a condi¢ao
3c? — 2bc + b% — 2c

3c—b—2
for satisfeita. Para o valor critico a = a(b, c), devido & simetria das solugées, ocor-
rem bifurcagoes de Hopf simultaneas nos equilibrios Py o originando, paraa < a(b,c)

mas proximo de a(b,c), um pequeno ciclo-limite na vizinhan¢a de cada um dos
equilibrios.

a>a(bc)=—

¢) Para a = 0 e b,c > 0 quaisquer, o sistema possui uma linha de pontos de
equilibrio dada pelo eizo—y e nao hd outros pontos de equilibrio. Paray < 1 —c
o0s equilibrios (0,y,0) sdo localmente pontos de sela mnormalmente hiperbdlicos ao
eixo—y; para y > 1 —c e b > ¢, tais equilibrios sao localmente assintoticamente
estdveis (nds ou espirais atratoras); sey = 1—c os equilibrios sao mais degenerados,
possuindo dois autovalores nulos.
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Observamos que as superficies
Hy ={(a,b,¢)|b=1, a>0 e c>1} e Hy={(a,b,c)|c<1 e a=a(b,c)}

mencionadas nas partes (a) e (b) do Teorema 2.1 determinam os lugares geométricos,
no espago de parametros, para os quais ocorrem bifurcacoes de Hopf na origem e
nos equilibrios P 5 do sistema (1.2), respectivamente. Tais superficies sdo chamadas
superficies de Hopf.

Embora estejamos considerando apenas valores positivos para os parametros do
sistema (1.2), ¢é interessante estudarmos o caso limite a = 0 mencionado na parte
(¢) do Teorema 2.1, pois para esse valor o sistema apresenta certos tipos de ci-
clos degenerados, que foram descritos apenas recentemente na literatura [2, 4, 7]
e sdo chamados ciclos heteroclinicos singularmente degenerados [2]. Tais ciclos sao
conjuntos invariantes que consistem da uniao de uma linha de equilibrios com uma
orbita heteroclinica conectando dois destes equilibrios. Na interessante introducgao e
secdo de motivacao de [2] os autores sugerem que, devido & sua degenericidade, tais
ciclos tem um grande potencial de produzir a rica variedade de fendmenos dinamicos
apresentada, por exemplo, pelo sistema de Lorenz (conforme [2], p. 527). Embora
os autores daquele artigo nao abordem tal fato, deixando sua verificagao para uma
“Parte 2” de seu trabalho (que até o momento ndo encontramos publicada), tal
suspeita tem se confirmado, tanto para o sistema de Lorenz quanto para outros,
conforme mostrado em [4, 7] e também neste trabalho, para o sistema (1.2). Além
disso, em [2] os autores provam analiticamente a existéncia de apenas um ciclo hete-
roclinico singularmente degenerado para o sistema de Lorenz (1.1), considerando os
pardmetros b = 0, o limitado e r muito grande (de fato, r — o). Entretanto, o que
se observa em [4, 7] é que tais ciclos aparecem em familias com infinitos elementos, o
que também ocorre no segundo sistema de Rossler, e que uma pequena perturbagao
desta estrutura degenerada leva de fato a formagao de um atrator estranho.

Com base nos resultados analiticos sobre as bifurcagdes locais de (1.2), desen-
volvemos um estudo numérico do sistema, cujos principais resultados estao sinteti-
zados a seguir.

Resultado Numérico 1. Para valores dos parametros prozimos do valor critico
a = a(b, ), no qual ocorrem bifurcacées de Hopf nos equilibrios Py 2, o sistema (1.2)
apresenta um atrator estranho, conforme mostrado na Figura 7.

Resultado Numérico 2. Para a =0 e para b > ¢, o sistema (1.2) possui infinitos
ciclos heteroclinicos singularmente degenerados, conforme mostrado na Figura 6,
que sdo formados pelo eixo—y e pela conexdo das variedades invariantes instdveis
dos pontos de sela normalmente hiperbdlicos ao eixo—y com os pontos de equilibrio
assintoticamente estdveis, descritos na parte (¢) do Teorema 2.1. Além disso, para
a > 0 pequeno e 0 < ¢ < 1 tais ciclos deizam de existir e é criado uwm atrator
estranho para o sistema (Figura 8).

No restante deste trabalho damos uma prova do Teorema 2.1 e apresentamos
as simulagoes numéricas que levam ao enunciado dos Resultados Numéricos 1 e 2.
Para tanto, na Segao 2 fazemos uma anélise linear do sistema (1.2) em torno dos
pontos de equilibrio, com o que provamos o Teorema 2.1. Na Secao 3 apresentamos
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os resultados do estudo numérico. Finalizamos com a Segao 4, na qual fazemos algu-
mas consideragdes gerais sobre o estudo do sitema (1.2), inclusive com perspectivas
futuras de estudo.

3. Analise Linear

Utilizando notagao vetorial, o sistema (1.2) pode ser escrito como

%= f(x,0) = (z — a2y — z,2° — ay, b(cz — 2)), (3.1)

onde x = (x,9,2) €R?, (= (a, b, c) €[0,00) x (0,00) x (0,00). Utilizaremos esta
notacao nos célculos a seguir.

Observagao 1. O sistema (1.2) apresenta uma simetria com relag¢do ao eixo—y. De
fato, o sistema € invariante pela mudanga de coordenadas (x,y,z) — (—x,y, —2).
Assim, se (z(t),y(t), z(t)) € uma solugao de (1.2), entdo (—x(t), y(t), —z(t)) também
€ uma solugao.

3.1. Bifurcacoes na origem

Para ¢ > 1, a origem Py = (0,0,0) é o tinico ponto de equilibrio do sistema (1.2),
quaisquer que sejam os valores de a e b. O polinémio caracteristico da matriz
jacobiana associada & funcao f dada em (3.1), calculada no ponto Py, tem como
autovalores

(=b+1)++/(b+1)%2—4be
/\1 = —a, )\213 = .
2

Assim, se b > 1 a origem ¢é localmente assintoticamente estavel, sendo um né atrator

no caso (b+ 1)% — 4bc > 0 e um ponto espiral estavel se (b + 1)? — 4bc < 0.
Consideremos o caso (b + 1)> — 4bc < 0. Para b = 1 a matriz jacobiana da
fungéo f dada em (3.1) calculada na origem tem um par de autovalores complexos

imaginarios puros, dados por

(3.2)

N 4bc — (b+1)2'
’ 2
Além disso, das expressoes em (3.2), segue que a derivada dos autovalores com
relagao ao parametro b, %Re()\g);g) = —% # 0, o que da a condi¢ao de transversa-
lidade do teorema de bifurcagao de Hopf. Logo, ocorre uma bifurcagao de Hopf na
origem quando o parametro b passa pelo valor critico b = 1. Mais precisamente, para
b > 1 a origem é um ponto espiral assintoticamente estavel; se b = 1, a origem é um
atrator fraco; e para b < 1 mas préximo de 1, existe um ciclo-limite englobando a
origem, proveniente da bifurcagido de Hopf [3]. Para completar os cdlculos relativos
a essa bifurcacao, deveriamos determinar os coeficientes de Lyapunov associados a
bifurcagao, que nos dao informagoes sobre a unicidade e sobre a estabilidade do ciclo-
limite (conforme descrito em [3]). Porém, devido & limitacao de espago e ao objetivo
central do trabalho, que é o de descrever os mecanismos de formagao de atratores
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estranhos, a estabilidade do ciclo serd aqui verificada apenas numericamente. Assim,
nas Figuras 2 e 3 é ilustrada a bifurcacao de Hopf na origem, sendo que o ciclo-limite
que surge ¢é estavel, para os valores dos parametros considerados.

Zo15 -0.1 -0.05

(a)

Figura 2: Plano de fase do sistema (1.2) préximo da origem e com valores dos parametros
a = 2,c=3e (a) b= 1.1 para o qual a origem é uma espiral estdvel; (b) b = 1.01,
préximo do valor critico b = 1 para o qual ocorre a bifurcacdo de Hopf - a origem se torna
um atrator fraco.

Figura 3: Plano de fase do sistema (1.2) préximo da origem e com valores dos parametros
a=2,c=3eb=0.9: (a) aorigem se torna uma espiral instdvel e um pequeno ciclo-limite
surge em sua vizinhanga; (b) destaque do ciclo-limite mostrado na figura (a).

Com isso, fica provada a parte (a) do Teorema 2.1.

Para o valor critico ¢ = 1, segue das expressoes dos autovalores em (3.2) que a
origem se torna um equilibrio nao-hiperbélico, pois passa a ter autovalores A\ = —a,
/\2:—2b+2 e /\320

Para 0 < ¢ < 1, a origem se torna um ponto de sela hiperbélico, pois 0 < ¢ < 1
implica em que (b+ 1) — 4bc > (b+1)? — 4b = (1 — b)? > 0, donde segue que os
autovalores (3.2) sdo reais, sendo dois negativos e um positivo. Além disso, surgem
dois novos pontos de equilibrio simétricos, dados por

Pry= (i\/m, 1—¢, +c a(l—c)).

Em resumo, ocorre uma bifurcagao do tipo Pitchfork na origem, quando o parametro
¢ passa pelo valor critico ¢ = 1, ficando assim provada a primeira afirmacao na parte
(b) do Teorema 2.1.
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3.2. Bifurcacoes nos equilibrios P, e P,

Estudemos agora a estabilidade dos equilibrios P; 2. Devido a simetria do sistema
(ver Observagdo 1), basta estudarmos o equilibrio P;, pois as contas para P, sdo
exatamente as mesmas.

A matriz jacobiana da funcao f dada em (3.1) calculada no equilibrio P; fornece
o seguinte polindémio caracteristico

Nt (a+b— )\ + (ab — 3ac + 2a)\ + 2ab(1 — ¢). (3.3)

Entao, do critério de estabilidade de Routh-Hurwitz (ver [9], p. 58), segue que
P, ¢é assintoticamente estavel se as seguintes condicoes forem satisfeitas: a +b > ¢,
2ab(1 —¢) >0, ¢

3c? —2bc +b% — 2¢
3c—b—2

Além disso, se a = a(b, ¢), entdo os autovalores sdo imaginérios puros, que é uma das
condigOes para a ocorréncia de uma bifurcagao de Hopf no ponto P;. As simulagoes
numéricas desenvolvidas mostram que, para a < a(b,c), o ponto P; se torna uma
espiral instdvel e surge um pequeno ciclo-limite em sua vizinhanga (ver Figuras
4 e 5). O mesmo ocorre com o ponto P, por simetria. Novamente aqui, para
o célculo preciso do nimero e tipo de estabilidade dos ciclos-limites que surgem
com a bifurcagao de Hopf deve-se calcular os coeficientes de Lyapunov associados
(conforme [3]), o que nédo serd feito devido & limitacao de péginas e ao objetivo
central do trabalho. Apresentamos apenas alguns resultados numéricos, para valores
particulares dos parametros, que corroboram a ocorréncia da bifurcagao de Hopf,
mencionada na segunda afirmacao da parte (b) do Teorema 2.1.

a>a(b,c) =

(a)

Figura 4: Plano de fase do sistema (1.2) préximo dos equilibrios P1 e P2, com valores dos
parametros b = 0.08,¢ =0.125 e: (a) a = a(b,c) + 0.05 = 0.1771114370, préximo ao valor
de bifurcacao de Hopf, para o qual P; e P> sdo espirais estaveis; (b) a = a(b,c) + 0.005 =
1321114370, mais préximo do valor critico, os equilibrio P; e P> se tornam atratores fracos.

3.3. Existéncia de ciclos heteroclinicos degenerados
Para a = 0 o segundo sistema de Rossler se reduz a

bt=x—ay—z §=x° i=b(cx—2z). (3.4)
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Figura 5: Plano de fase do sistema (1.2) préximo dos equilibrios Py e P>, com valores
dos parametros b = 0.08,c = 0.125 e a = a(b,c¢) — 0.001 = 0.1261114370: (a) surgem dois
ciclos-limites em torno dos pontos Pi e P»; (b) as simulagdes numéricas indicam que tais
ciclos s@o instaveis .

que tem uma linha de pontos de equilibrio (ndo-hiperbdlicos) no eixo—y, isto é, da
forma (0,y,0). A matriz jacobiana associada & fungdo f dada em (3.1), calculada
nestes pontos, fornece os autovalores

N0 e (1—y—b)j:\/(1—y2—b)2—4b(y—1+c)' 35)

Um célculo simples dos autovetores associados a esses autovalores mostra que os
equilibrios (0,y,0) sdo selas normalmente hiperbdlicas ao eixo—y se y < 1 —c. Se
y = 1 — ¢ tais equilibrios sao degenerados, possuindo dois autovalores nulos. Para
y > 1 — ¢, os equilibrios sao também normalmente hiperbdlicos ao eixo—y, sendo
assintoticamente estaveis se ¢ < b e instaveis se ¢ > b.

Com base nos calculos efetuados, observamos que é interessante considerarmos
0 < ¢ < 1, pois neste caso o sistema (1.2) pode apresentar os equilibrios Py e Pa,
além da origem. Além disso, se b > 1 > ¢, temos que os equilibrios (0,y,0) sao
selas normalmente hiperbdlicas ao eixo—y se y < 1 — ¢ e normalmente assintoti-
camente estaveis se y > 1 — c. Nestas condigoes detectamos, numericamente, que
existe uma familia com infinitos ciclos heteroclinicos singularmente degenerados,
consistindo do eixo—y e da conexao das variedades instaveis destas selas com os
equilibrios assintoticamente estéveis (ver Figura 6). Podemos dizer que estes ciclos
s@o topologicamente equivalentes aqueles descritos na literatura [2, 4, 7], que sao
da forma sela—foco. Observamos que os mesmos tipos de ciclos ocorrem para outros
valores dos parametros b e ¢, ou seja, este é um caso tipico, para a = 0.

4. Simulagoes Numéricas

As simulagbes numéricas desenvolvidas indicam que o segundo sistema de Rossler
apresenta um atrator estranho para valores dos paramtros préximos aos valores
criticos das bifurcagoes de Hopf que ocorrem nos equilibrios Py e P5 (ver Figura 7),
ou seja, préximos da superficie Hs, obtida do Teorema 2.1, parte (b).

Além disso, em concordancia com o que foi recentemente observado em [2, 4, 7],
o sistema apresenta também um atrator estranho que é criado com a destruigao dos
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Figura 6: (a) Ciclos heteroclinicos singularmente degenerados, conectando os pontos de
sela com os pontos assintoticamente estdveis do sistema (1.2), com valores dos parametros
a=0,b=15¢€ ¢ =0.5; (b) Projecdo da figura (a) no plano zz: cada pétala corresponde
a um ciclo.

Figura 7: Atratores estranhos do sistema (1.2) que ocorrem para valores dos parametros
préximos aos valores de bifurcagdo de Hopf nos equilibrios P 2: (a) a = a(b,¢) — 0.001 =
0.1261114370,b = 0.08 e ¢ = 0.125; (b) a = a(b,c) — 0.05 = 0.1166666667, b =1 e ¢ = 0.5.

ciclos heteroclinicos singularmente degenerados (ver Figura 8), quando tomamos
a > 0 pequeno, 0 < ¢ < 1 < b. Até onde sabemos, a familia de ciclos degenerados
e a existéncia do atrator préximo a estes ciclos, para o segundo sistema de Rossler,
ainda nao haviam sido descritos na literatura.

5. Consideracoes Finais

Foram estudadas as bifurcagoes locais que ocorrem com os equilibrios do segundo
sistema de Rossler (1.2). Em particular, foram determinadas as superficies, no
espaco de parametros, para as quais o sistema apresenta bifurcacées do tipo Hopf.
Detectamos numericamente que, para valores dos parametros proximos da superficie
de Hopf, relativa aos equilibrios P, e P», o sistema apresenta atratores estranhos.
Detectamos também que, para a = 0, o sistema possui uma linha de pontos de
equilibrio, dada pelo eixo—y, e uma Orbitas heteroclinicas conectando dois a dois
destes equilibrios, formando ciclos heteroclinicos singularmente degenerados. Uma
pequena perturbacao destes ciclos, tomando-se a > 0 pequeno, leva a existéncia
de atratores estranhos para o sistema, em consonancia com o que é observado em
[2, 4, 7] para outros sistemas quadréticos no R3.
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Figura 8: (a) Atrator estranho do sistema (1.2) que é criado a partir da perturbacdo da
familia de ciclos heteroclinicos singularmente degenerados que existe para a = 0, quando
se considera a > 0 pequeno. Valores dos parametros: a = 0.078,b = 3 e ¢ = 0.5.
(b) Duas solugdes do sistema (1.2) que iniciam muito préximas, com condigdes iniciais
(5.01,5,5) e (5,5,5), apresentam divergéncia exponencial, confirmando a caoticidade do
atrator mostrado na figura (a).

Com base no estudo numérico realizado, podemos extrair pelo menos dois feno-
menos associados & formagao de atratores estranhos do sistema (1.2). O primeiro é
a sequéncia de bifurcagoes apresentada no Teorema 2.1, que é comumente verificada
na literatura em geral [6, 12] para sistemas do tipo Lorenz. O segundo é a existéncia
de tais atratores em uma vizinhanca dos ciclos heteroclinicos singularmente degen-
erados, que é um objeto de estudo descrito apenas recentemente na literatura e,
portanto, acreditamos que sua descrigao tem certa relevancia, tanto tedrica quanto
do ponto de vista de aplicacoes.

Observamos finalmente que muito ainda pode ser estudado sobre este segundo e
também sobre os outros trés prototipos de sistemas continuos cadticos descritos por
Rossler em [11]. Em especial, a prova analitica da existéncia dos ciclos heteroclinicos
singularmente degenerados e também uma explicagdo mais aprofundada de como
surgem os atratores estranhos em sua vizinhanca sao desafios interessantes, pois
constituem objetos de estudo muito recentes na literatura. Pretendemos abordar
estas questoes em trabalhos futuros.

Abstract In this paper we present a local bifurcation analysis at the equilibrium
points of the Réssler second system, which is a family of ordinary differential equa-
tions defined in R® and depending on three parameters, a,b and ¢. We give an
analytical description of the surfaces in the parameter space for which small peri-
odic orbits bifurcate from the equilibria of the system via Hopf bifurcations. Also,
we perform numerical simulations which suggest that the Hopf bifurcation leads to
chaotic dynamics of the system. Moreover, for a = 0 the system has a continuum
of singularly degenerate heteroclinic cycles, which consists of invariant sets formed
by a line of equilibria together with a heteroclinic orbit connecting two of these
equilibria. We verify numerically that small perturbations of the system around
these cycles, by considering a > 0 small, destroy all the cycles and lead to the
creation of strange attractors.

Key-words. Rossler second system, Hopf bifurcation, strange attractor creation,
chaos, singularly degenerate heteroclinic cycle.
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