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RESUMO. Este artigo tem por objetivo explorar solu¢des que representam relagdes de dependéncia entre
grandezas geométricas, visando ndo s determinar associacdes ndo usuais entre a geometria e dlgebra,
como também desenvolver objetos de aprendizagem com Geometria Dindmica. Neste contexto, analisam-
se solucdes que relacionam grandezas geométricas do tridngulo e do semicirculo, estabelecendo relacdes
entre as médias aritmética, geométrica, harmonica e quadratica, no intuito de compreender as caracteristicas
e propriedades trigonométricas, examinar polindmios e suas raizes, bem como abordar a geometria de forma
computacional e dindmica.
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1 INTRODUCAO

A geometria é uma das mais antigas dreas da Matematica. Segundo Pavanello [6], é possivel veri-
ficar que os primeiros indicios de utilizacdo de conhecimentos geométricos apareceram no setor
da agricultura. O que parece mais provavel é que tais conhecimentos foram sendo construidos
empiricamente como resposta a necessidade de ordem préatica das comunidades.

Por volta do século VI a.C, uma nova metodologia passou a ser utilizada no estudo da geometria.
Os gregos ganharam espago e passaram a identificar a construcdo sistemdtica dos fundamentos
da geometria, onde a Matemaética € intimamente relacionada com a filosofia, ou seja, desprender
do sentido prético, estando mais relacionada com a racionalidade. Foi durante esse periodo de
predominancia grega que surge, um dos mais importantes matematicos da histéria, Euclides de
Alexandria, que é conhecido por seu trabalho Elements, no qual ele coletou e organizou sistema-
ticamente todos os conhecimentos de geometria, que ditaram a forma do saber geométrico por
varios séculos [3].
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2 EXISTENCIA E COMPORTAMENTO DE FUNGOES MEDIA DO SEMICIRCULO

Com progresso na geometria, ja no século XVII, René Descartes (1596-1650) estabeleceu
relacdes entre a geometria e a dlgebra [1]. Neste sentido, o conceito de média associado ini-
cialmente a ideia de substituir uma sequéncia de nimeros por um Unico que represente toda a
sequéncia, sem alterar determinadas caracteristicas, pode ser utilizado para relacionar grandezas
geométricas de forma algébrica. As médias sdo essenciais para fazer estimativas de tendéncias
de crescimento populacional, taxas de rendimento em investimentos ao longo de um dado tempo,
velocidade média [4]. Apesar do conceito de média ser simples, € importante saber identificar as
situagdes adequadas para uma aplicagfo correta de cada tipo de relagdo envolvendo os conceitos
de média, pois uma aplicag@o incorreta pode gerar erros relevantes e estimativas discrepantes
com a realidade.

O presente trabalho tem como problemdtica, investigar a existéncia de relagdes entre gran-
dezas geométricas a partir das definicoes de médias entre o comprimento de segmentos no
semicirculo, visando nio sé determinar associa¢des ainda desconhecidas entre a geometria
e dlgebra no semicirculo, como também estabelecer graficamente estas relacdes a partir de
simula¢des computacionais e da Geometria Dinamica [5] [2].

A Figura 1(a) representa as médias do semicirculo obtidas geometricamente a partir de relacdes
trigonométricas do tridngulo retdngulo e denota as estruturas as quais estamos interessados a
relacionar.
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Figura 1: (a) Representacdo das médias Aritmética (AO), Geométrica (BD), Harménica (FD) e
Quadritica (PB); (b) Fungdes médias Q(b),A(b), G(b),H (D).
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R. S. PAROLIN, G. C. IRALA e A. DAROS 3

2 RELACOES ENTRE MEDIAS NO SEMICIRCULO

Para compreensdo dos objetos geométricos bem como de suas propriedades é neces-sdrio o
conhecimento de métodos algébricos que possibilitem explicitar as diferentes relacdes entre
as grandezas envolvidas na problemdtica abordada, com foco na abstragdo e fundamentacio
matemadtica das aplicacdes envolvidas.

Neste sentido, € interessante investigar, por exemplo, a existéncia de relacdes entre grandezas
geométricas do tridngulo e do circulo, comparando a partir da equagdo

22
0=\ @.1)

da média quadritica, representada pelo segmento PB na Figura 1(a), sua relagdo com as médias

aritmética, geométrica e harmonica. Fixando a medida a e deixando a medida b varidvel em
funcdo das médias, isolamos esta varidvel em todas as equacdes de médias, obtendo

A= L oa g, 2.2)
G2
G=Vab=b=—" 2.3)
2 bZ
0= a; =b=120"—a (2.4)
2ab aH

H= b= . 2.
a—i—bé 2a—H 2.5)

Agora, podemos relacionar a equagdo (2.1) com a equacdo (2.2), substituindo a varidvel b por

Q(A) =4/(a—A)2+a>. (2.6)

Da mesma maneira, relacionando a equagdo (2.1) com as equagdes (2.3) e (2.5), obtemos

2A — a, de modo a obter

respectivamente,
1 [a*+G*
= 2.7
0(G) =~/ = @.7)
T 2
O(H) A H H? —2aH +2a*. 2.8)

Vamos agora relacionar a média aritmética, representada pelo segmento AO na Figura 1(a). Pri-
meiramente relacionando com a média geométrica a partir das equacdes (2.2) e (2.3), depois
com a média quadratica a partir das equagdes (2.2) e (2.4), e por tltimo com a média harmdnica
a partir das equacdes (2.2) e (2.5), obtendo

2
A(G) = % (a—l— Gg) 2.9)
a++/20?% —a?

A(Q) = 2.10)

2
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4 EXISTENCIA E COMPORTAMENTO DE FUNGOES MEDIA DO SEMICIRCULO

a2

T 2a—H'

A(H) @.11)

Da mesma forma, vamos agora relacionar a média geométrica, representada pelo segmento BD
na Figura 1(a), com as equagdes (2.2), (2.4) e (2.5), obtemos respectivamente

G(A) = \/2aA — a? (2.12)

G(Q)=Va /20> —a? (2.13)
a’H

(H}{)::w/2a——11' (2.14)

Resta agora relacionar a média harmdnica, representada pelo segmento F D na Figura 1(a), com

as equacdes (2.2), (2.3) e (2.4), entdo, dessas relacdes temos

2
H(4) = 20— (2.15)
2G?
(G) = 7a2+G2 (2.16)
/702 _ 2
H(Q) = M. 2.17)
a++/20%—a?

Na Figura 1(b) sdo apresentadas as fungdes médias dadas pelas equagdes (2.2) a (2.5) conside-
rando a constante e b varidvel, ambos positivos devido a geometria do problema. As funcdes
da média quadratica dependentes das outras médias sdo apresentadas na Figura 2(a), conforme
equagdes (2.6) a (2.8). As fungdes da média aritmética dependentes das outras médias estio re-
presentadas na Figura 2(b), segundo equagdes (2.9) a (2.11). Na Figura 2(c) temos as func¢des da
média geométrica dependentes das outras médias, de acordo com as equagdes (2.12) a (2.14). E
na Figura 2(d) estd representada as fun¢des da média harmonica segundo as equagdes (2.15) a
(2.17).
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Figura 2: Funcdes em relag@o as outras médias - (a) Média quadrética; (b) Média aritmética; (c)
Meédia geométrica; (d) Média harmonica.
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6 EXISTENCIA E COMPORTAMENTO DE FUNGOES MEDIA DO SEMICIRCULO

3 A FAMILIA DE FUNCOES 0

Nesta se¢do, vamos analisar as relacdes obtidas na secdo anterior e verificar algebricamente as
informagdes obtidas graficamente para a familia de equagdes (2.6), (2.7) e (2.8), Figura 2(a).

Iniciamos com a equagdo (2.6) que relaciona a média quadratica com a média aritmética. Neste
sentido, analisando o sinal da fungio f(A) = (a—A)? + A2, observamos que o dominio de Q(A)
sao todos os valores reais positivos, tendo em vista a geometria do problema. Com relacio as
assintotas horizontais, temos que Q(A) — +oo quando A — +oo e, portanto, Q(A) ndo possui
assintotas horizontais. Em se tratando de assintotas verticais, como a fungdo Q(A) continua no
dominio considerado, conclui-se que ndo existem assintotas verticais. Agora, passando a analisar
a derivada de primeira ordem da equacao (2.6), a saber

/ 2A—Cl
R P e
V2A? —2Aa+a

obtemos que Q(A) possui ponto critico em A = . Além disso, aplicando o teste da primeira

3.1)

derivada, Q(A) é decrescente no intervalo (0, §) e crescente em (0, §), com valor minimo igual a
2 (Q40 na Figura 3(a)).
Por fim, derivando a equagao (3.1), obtemos

1" (12

0 (4)=
(242 —2Aa+a?)}

e, como a > 0, o teste da segunda derivada confirma que 5 é ponto de minimo e que Q(A)

possui concavidade voltada para cima. Na Figura 3(a) podemos observar as caracteristicas e
propriedades discutidas, no caso especifico para @ = 5, ou através da geometria dindmica com
diferentes valores de a, disponivel no link https://www.geogebra.org/classic/yf9u2gwu.

Considerando agora a equacdo (2.7), e procedendo como acima, verificamos que no contexto
geométrico em que estamos trabalhando, Q(G) possui como dominio o intervalo (0, +cc). Ade-
mais, quando G — 40, Q(G) — +o0, ou seja, Q(G) ndo possui assintotas horizontais. Analoga-
mente ao caso de Q(A), também temos a continuidade de O(G) e, portanto, também ndo possui
assintotas verticais.

Além disso, derivando duas vezes a expressao em (2.7), obtemos, apds algumas simplificacdes,

: 2G° " 2G + 6a*G?
Q@) =—Fa—a ¢ 0O =—"1— T o4
av2G*+2a a(G*+a*)V2G* +2a

Entdo, O(G) ndo possui pontos criticos em (0, +o0). Aplicando os testes da primeira e segunda

derivada, concluimos que esta fungdo é crecente neste intervalo (0, +o0), bem como possui con-
cavidade voltada para cima j que Q (G) e Q' (G) sdo estritamente positivas neste intervalo. Na
Figura 3(b) podemos observar as caracteristicas e propriedades discutidas, no caso especifico
paraa =>5.
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(a)

Olg 1 2 3 4 5 6 7 g 9 -5

(b) (c)

Figura 3: Fungdes para a constante a = 5 - (a) Q(A), Q' (A) e Q" (A); (b) Q(G), 0 (G) e Q" (G);
(©) Q(H). Q' (H) e Q" (H).

Agora, em se tratando da equagfo (2.8) no contexto geométrico que estamos adotando, se ana-
lisarmos as condi¢cdes em que 2a —H >0e H 2 _2aH +2a* > 0, concluimos que o dominio de
QO(H) é dado pelo intervalo (0,2a).

Com relagdo as assintotas, como estamos considerando Q(H) no dominio limitado (0,2a) ndo
teremos assintotas horizontais. No entanto, se desconsiderarmos a interpretagdo geométrica, dei-
xando o dominio como sendo (—,2a) U (2a, +eo), irfamos obter duas assintotas horizontais, a
saber Q = +a. E possivel constatar também que para este caso mais amplo, H = 2a seria uma
descontinuidade da fung¢@o com assintota vertical em H = 2a.

Passando para as derivadas de primeira e segunda ordem de Q(H),

/ a2H
0 (H)=
(2a— H)*VH? —2aH + 24>
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8 EXISTENCIA E COMPORTAMENTO DE FUNGOES MEDIA DO SEMICIRCULO

1" H) — a2(2H3—3aH2+4a3)
(2a—H)3(H? — 2aH +2a2)?

obtém-se que H = 0 seria um ponto critico de Q(H) se estivéssemos sem 0 contexto

geométrico. Agora, avaliando a expressdo de Ql (H), em particular o termo a’H pois (2a —
H)*VH? —2aH +2a% > 0, temos que Q' (H) > 0 em (0,2a) e, portanto, Q(H) & crescente neste
intervalo. No caso mais geral, sem a interpretagdo geométrica, H = 0 é um ponto de minimo
de Q(H), com esta funcd@o decrescente em (—oo,0) e crescente em (0,2a) U (2a,+oe). Por fim,
como a expressio 2H? — 3aH? +4a® > 0 em (0,2a), concluimos que Q possui concavidade
voltada para cima neste dominio.

Na Figura 3(c) podemos observar as caracteristicas e propriedades discutidas, no caso especifico
paraa =>5.

4 A FAMILIA DE FUNCOES A

Para a familia de equagdes (2.9), (2.10) e (2.11) que relaciona a média aritmética em funcdo das
médias geométrica, quadrética e harmonica, Figura 2(b), uma anélise algébrica semelhante pode
ser realizada.

O dominio da fungéo A(G), por se tratar de uma funcéo quadratica, seria toda a reta real, no en-
tanto, como estamos considerando G uma média de segmentos, restringimos o dominio a semir-
reta positiva (0, +o0). Para as demais fungdes, é suficiente analisar as inequacdes 20 —a®> > 0
e 2a— H > 0. Na primeira, temos como raiz real Q = :t% e observando que o coeficiente da
varidvel quadritica da equacio 2Q% — a® = 0 é positivo, a inequacio acima se verifica na reunifio
de intervalos (—eo, — “Tﬂ] U [“\Té ,+o0) e, portanto, pela representagdo geométrica do problema, o
dominio de A(Q) é dado por [”Tﬁ, +o0). Para a segunda, analogamente a se¢éo anterior, obtemos
(0,2a) como dominio para A(H).

Com relagdo as assintotas horizontais, como A(H) possui um dominio limitado, ndo possui
assintotas horizontais. Agora, quando G — 4o e Q — oo, € ficil ver que A(G) e A(Q) ten-
dem ao infinito, de modo que A(G) e A(Q) também ndo possuem assintotas horizontais. Se
pensarmos no caso mais amplo, sem a interpretagdo geométrica, e deixarmos G e A tenderem ao
infinito negativo, continuaremos nédo obtendo assintotas verticais ja que, neste caso, A(G) e A(Q)
tendem ao infinito positivo. Para A(H), no entanto, se desconsiderarmos o dominio limitado e
estendermos para (—eo,2a) U (2a,0), obtemos uma assintota horizontal A = 0.

No que diz respeito a existéncia de assintotas verticais, como (2.9) é uma fung¢io polinomial,
claramente ndo possui esse tipo de assintota. Em se tratando de (2.10), como ela € uma fungio
continua no dominio considerado e definida no extremo inferior Q = % também ndo possuird
assintotas verticais. J4 para a funcgdo (2.11), podemos observar que hd uma descontinuidade em
H =2a e, que, quando tomamos H suficientemente proximo a esquerda do valor 2a, essa fungao
tende ao infinito positivo, ou seja, (2.11) possui uma assintota vertical dada pela reta H = 2a.

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01717
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Passamos agora a verificar o comportamento das relagdes em questdo. Derivando duas vezes
A(G), obtemos

Analisando as expressdes acima, vemos que G = 0 seria um ponto critico de A(G) sem a
interpretagdo geométrica, com A(G) estritamente positivo e estritamente negativo a direita e a
esquerda de zero, respectivamente. Isso nos remete a A(G) crescente em (0, +o0) e decrescente
em (—co,0).

Além disso, como a é a medida de um segmento, o teste da segunda derivada confirmaria que
G =0 é o ponto de minimo da func¢do A(G) caso estivéssemos considerando todo o dominio real.
Ainda, analisando a expressao de A”(G), percebemos que A (G) > 0 para quaisquer valores de
G e, portanto, a concavidade de (2.9) € voltada para cima.

Para (2.10), a regra da cadeia nos d4 as seguintes derivadas de primeira e segunda ordem

i Q " a2
AQ) = —— S
SN Ty (202-a)}

Entdo, analisando a expressdo acima, percebemos que A (Q) nao existe quando 2Q% — a < 0. No
entanto, considerando o dominio de (2.10), é suﬁciente considerar quando 2Q2 —a <0, ou seja,
A (Q) néo existe quando Q = “‘[ .Logo Q= ay2 ¢ ponto critico da equacdo (2.10). Além disso,
a\f

como a > 0, a equacdo A Q)= 0 ndo possui solugao, o que implica que Q = € o Unico ponto

critico de (2.10).

Agora, A'(Q) > 0 < Q > 0, portanto, como Q > “ﬁ segue que A'(Q) > 0 e, assim, (2.10)
crescente em todo o dominio [“‘f +o0), com valor minimo A(“‘[) § (Ago na Figura 4(b)).
J4 avaliando o sinal de A"(Q) observa-se que A (Q) < 0 para todo o dominio, e portanto a
concavidade de (2.10) € voltada para baixo.

Passando a buscar os pontos criticos e estudar o comportamento da equagdo (2.11) temos como
primeira e segunda derivadas respectivamente,

’ [,12 " 2612

AH =——— ¢ A (H=——.
(2a—H)? (2a—H)3
Dessas equagdes, percebemos que A (H) nunca se anula, seja qual for o valor de H # 2a. Além
disso, A’ (H) ndo existe para H = 2a como ji observamos para (2.11). Porém, como H = 2a é
uma assintota vertical de (2.11), n@o estd no seu dominio, logo, ndo temos pontos criticos para
(2.11).

Com relacdo ao crescimento e decrescimento da funcdo (2.11), além de A (H) néo se anular, a
sua espressdo nos dé que ela € estritamente positiva e, portanto, (2.11) é sempre crescente. Agora,
com relagdo a concavidade da funcdo (2.11), analisando o sinal da sua segunda derivada podemos
concluir que A" (H) > 0quando H < 2ae A" (H) < 0 quando H > 2a, ou seja, (2.11) possui con-
cavidade voltada para cima no intervalo (—eo,2a) e voltada para baixo no intervalo (2a,+). No
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10 EXISTENCIA E COMPORTAMENTO DE FUNGOES MEDIA DO SEMICIRCULO

entanto, como A e H representam as médias aritmética e harmonica, respectivamente, o dominio
que estamos considerando é o intervalo (0,2a) e, neste caso, (2.11) possui apenas concavidade
volada para cima.

Na Figura 4 podemos observar as caracteristicas e propriedades discutidas, no caso especifico
para a = 5, ou através da geometria dindmica com diferentes valores de a, disponivel no link
https://www.geogebra.org/classic/dgh8652z.

4
8
]
Ag
A 6
c
0 2 1 3 8 0 2
Ag
(a) ¢
: 2
8 3
: 0 2
8 :
2
§ 3
4
2 :
Ay 3 -
of A, 2 1 5 3 0 2 14 [0
-2
-2 :
-4
(c)

"

Figura 4: FuncGes para a constante a = 5 - (a) A(G), A (G) e A" (G); (b) A(Q), A'(Q) e A
(©AH),A'(H)e A" (H).

(0)s

5 A FAMILIA DE FUNCOES G

Considerando as equagdes (2.12), (2.13) e (2.14), Figura 2 (c), verificamos que as inequacdes

204 —a?>>0,20>°—a*>0e 2‘;25{ > 0 sdo satisfeitas para A € [§,+0), Q € (—oo, %ﬁ] U

[“Tﬁ, +o0) e H € [0,2a). Dessa forma, considerando que estamos tratando de médias entre seg-

mentos, restringimos os dominios das fun¢des em (2.12), (2.13) e (2.14) por (5, +), [¥7 +o0)
e (0,2a), respectivamente.
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Passando a analisar o comportamento assintético destas expressdes, verificamos que (2.12) e
(2.13) ndo possuem assintotas horizontais e nem verticais, ja que G(A),G(Q) — oo, quando
A,Q — +oo, e tanto G(A) quanto G(Q) sdo continuas no dominio considerado. Para (2.14),
considerando a descontinuidade no ponto 2a e calculando o limite lateral a esquerda, temos que
G(H) — oo e, portanto, H = 2a é uma assintota vertical. Além disso, lembrando que estamos
em um dominio limitado para G(H ), ndo possuimos assintota horizontal, conforme Figura 5(c).

Agora, derivando duas vezes a equacdo (2.12), obtém-se

/ V2aA — a? " V2aA — a?
G(A):% e G(a)=_YA—

Note que ndo é possivel resolver a equagio G (A) = 0 e ndo existe G (A) no ponto A = 5. Se
estivéssemos sem a interpretacdo geométrica, este seria o ponto critico da fungdo G(A) e can-
didato a mdximo ou minimo local. Contudo, ¢ facil verificar que G (A) > 0 para A € (§,+)
e, portanto, G(A) é crescente em todo o seu dominio. Agora, se observarmmos a expressio de
G (A), ela é composta de um sinal negativo e de uma fracdo em que seus membros sdo sem-
pre positivos, entdo concluimos que G (A) < 0 e, consequentemente, a concavidade de G(A) é

voltada para baixo.

Da mesma forma, derivando duas vezes a expressdo de G(Q) na equagéo (2.13), temos

/ VaQ % Va(Q* +d?)

G (0) = e G(Q)=- .
(20* - a?)i (20* - )i
Como20Q*—a’>=0em Q= :E“Tﬂ e Q # 0, pois Q € a média quadritica entre comprimentos de
segmentos, vemos que Q = % é ponto critico para G(Q). Além disso, como G (Q) é sempre

positivo neste caso, G(Q) é crescence em [#, +00). Assim, Q = “Tﬁ € ponto de minimo de
G(Q). Se tivéssemos no caso mais geral, seria possivel concluir que G(Q) é descrecente em
(—oo, —“Tﬁ] e Q= —”Tﬂ também seria um ponto de minimo para a fungio G(Q).

Para finalizar esta se¢do, resta analisar as derivadas de ordem dois da fun¢do G(H) definida em

(2.14),

Gl(H)ziaz =~ e G”(H):i‘f(w_“)s.
VH(2a—-H)? H3(2a—H)3

Entfio, analisando G (H) descrita acima, verificamos que o numerador nunca se anula, seja qual
for o valor de H no dominio de G(H). Além disso, G (H) ndo existe para H =0¢ H = 2a
como ja observado. Logo, ndo temos pontos criticos para G(H). Com relagdo ao crescimento e
decrescimento da fungdo G(H ), temos, como a® > 0, que G (H) é sempre positivo e, portanto,
G(H) é crescente em todo o dominio. Com relagdo a concavidade, ao verificar o sinal de G’ (H),
¢ suficiente verificar o sinal do termo 2H — a pois H € (0,2a). Assim, G’ (H) >0 para H > §
e G (H) <0 para H < 5 e, portanto, H = § é um ponto de inflexdo para G(H) que possui

concavidade voltada para baixo em (0, §) e voltada para cima em (§,2a).
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Na Figura 5 podemos observar as caracteristicas e propriedades discutidas, no caso especifico
para a =5, ou através da geometria dindmica com diferentes valores de a, disponivel no link
https://www.geogebra.org/classic/jjhghvwu.

10
10
8
ale
Gy
5 \
G .
4
4
2
G, 2
A
0 8 10 “H
0 2 4 6 8 0 12
-2
-2
4
-] Gy

(c)

Figura 5: Funcdes para a constante a = 5 - (a) G(Q), G (Q) ¢ G’ (Q): (b) G(A), G (A) e G (A);
(¢) G(H), G (H) e G'(H).
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6 A FAMILIA DE FUNCOES H

Para finalizar, abordaremos a udltima familia de funcdes, equacdes (2.15), (2.16) e (2.17), dada
pela média harmonica em func¢do das médias aritmética, geométrica e quadratica, obtita do
semicirculo a partir de relagdes trigonométricas do tridngulo retangulo.

Em se tratando das funcdes em (2.15) e (2.16), podemos observar que ambas sdo funcdes racio-
nais e, portanto, aps uma andlise do sinal dos polindmios g(A) = —a?® +2aA e p(G) = a®> + G2,
considerando A,G > 0 devido a interpretacdo geométrica, obtemos como dominio de H(A) e
H(G) os intervalos (5,+4o0) e (0, o), respectivamente. Por outro lado, para H(Q) dado pela
equacio (2.17) devemos analisar as condi¢des em que 20> —a®> > 0 e a+ /202 —a? # 0. As-
sim, buscando as raizes da equacio 20 —a? = 0, vemos que Q = j:\/g . Agora, observando que
o coeficiente da varidvel quadratica da equacio é positivo, a inequagio 2Q? — a® > 0 se verifica na
reunido de intervalos (—eo, %ﬁ] U [“Tﬁ ,+o0). Além disso, analisando essa restricdo que acaba-
mos de obter, juntamente com o fato de a ser a medida de um segmento, isto € a > 0, resulta que
a++/20% —a? > 0 e, consequentemente, esta reunido de intervalos € a condic¢do de existéncia
de H(Q). Portanto, como Q representa uma média quadrética entre segmentos, assumimos como
dominio o intervalo [“Tﬁ, +oo).

Quanto as assintotas horizontais, fazendo A, G, Q — 4+ e manipulando as expressoes em (2.15),
(2.16) e (2.17) concluimos que H(A) e H(Q) possuem a mesma assintota horizontal H = 2a
dependente da medida de segmento a, enquanto que a assintota horizontal para H(G), é H =2
independente de a. Agora, analisando as expressdes em (2.15), (2.16) e (2.17), juntamente com
os dominios obtidos, temos que H(A) é continua em um dominio limitado, H(G) é uma fungéo
racional com denominador nio nulo em toda semirreta positiva e H(Q) é continua e definida no
seu extremo inferior, portanto nao possuem assintotas verticais.

Em se tratando de pontos criticos, derivando duas vezes as expressdes de H(A) e H(G), temos

/ (,12 n 2&2
’ 4Ga2 " 402 ((12 — 3G2)
HO)=areyp < 19="arey

Entdo, como H (A) e H (G) sdo continuas e nio se anulam no dominio considerado, ndo possuem
pontos criticos. Por outro lado, H(Q) possui as seguintes derivadas de primeira e segunda ordem,
respectivamente,
’ 4a2Q
H(Q)=
202 —d?(a++/20% —a?)?
H//(Q) _ 4d¥ (@ +a*\/20% — a® +40%\/20% — a?)
(20 -a@)i(a+207=a®3
Entdo, analisando a equacio H ' (Q) = 0 vemos que ela ndo possui solugio ja que estamos consi-

derando Q > # Além disso, como vimos anteriormente, a++/20? —a? # 0 e \/20? —a? > 0,

portanto, H/(Q) ndo existe quando Q = #, ponto critico da equagdo (2.17).
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Utilizando as expressdes de segunda derivada, podemos concluir que no dominio considerado,
H'(A) < 0 e, portanto, H(A) possui concavidade voltada para baixo. Para H(G) é suficiente
analisar o sinal da expressio a*> —3G?, que nos remete ao ponto de inflexdo G = %ﬂ, tendo H(G)
concavidade voltada para cima a esquerda, e voltada para baixo a direita desse ponto. Finalmente,
a0 analisarmos H" (Q) no dominio considerado, temos que o termo 2Q2 —a%é positivo, mas com
o sinal negativo da expressdo, obtemos concavidade voltada para baixo.

Na Figura 6 podemos observar as caracteristicas e propriedades discutidas, no caso especifico
para a = 5, ou através da geometria dindmica com diferentes valores de a, disponivel no link
https://www.geogebra.org/classic/yjs68yh7.

H - 12

T A T L L LT LEL LT T T T P PP P PP P PP PP

(b)

T

)
T

9]

@

(c)

"

Figura 6: Fun¢des para a constante a = 5 - (a) H(Q), H (Q) e H' (Q); (b) H(A), H' (A) e H
(©) H(G).H (G)e H' (G).

(A);
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7 CONCLUSAO E DISCUSSAO

Como conclusdo deste trabalho é possivel ressaltar algumas peculiaridades envolvendo as di-
ferentes médias no contexto geométrico apresentado. Pode-se observar que quando sdo relaci-
onadas as médias aritmética e quadratica, obtemos expressdes matemdticas mais simples de se
trabalhar e, por sua vez, expressdes graficas de menor complexidade. Por outro lado, quando
trabalhamos com as médias geométrica e harmonica, observa-se a ocorréncia de assintotas verti-
cais ou horizontais, bem como expressdes mais interessantes se pensarmos na andlise de pontos
criticos ou de inflexdo através dos calculos de primeira e segunda derivada.

Das médias quadréticas, quando a varidvel é a média aritmética temos uma fungdo raiz com
o radicando polinomial quadratico, apresentando concavidade voltada para cima e um ponto
de minimo. No caso da varidvel média geométrica, a fun¢do também € raiz, mas agora com
radicando polinomial de quarto grau, apresentando concavidade voltada para cima. Ja para a
varidvel média harmdnica temos uma func¢do dada por um quociente, onde o numerador € uma
raiz com radicando polinomial quadratico e o denominador é polinomial de grau um. Nesta
ultima, apresenta-se uma assintota vertical no extremo superior do dominio.

Considerando as médias aritméticas, quando a varidvel é a média geométrica temos uma fungao
polinomial quadratica com concavidade voltada para cima. No caso da varidvel média quadratica,
a funcdo € raiz com radicando polinomial quadra-tico, apresentando concavidade voltada para
baixo e assume um valor minimo no extremo inferior do dominio. Ja para a varidvel média
harmonica temos uma funcao racional com um quociente linear, onde apresenta uma assintota
vertical no extremo superior do dominio.

Das médias geométricas, quando a varidvel é a média quadrética, temos uma fung¢ao raiz com
indice quatro e radicando sendo uma fun¢@o polinomial quadratica. Essa média geométrica, apre-
senta concavidade voltada para baixo. No caso da varidvel média aritmética, a fun¢do também &
raiz, mas agora com indice dois, mantendo um radicando como sendo um polindémio quadratico
e apresentando concavidade voltada para baixo. Ja para a varidvel média harmonica temos uma
func¢do dada por uma raiz onde o radicando € um quociente, de numerador quadratico e de-
nominador linear. Nesta tltima, apresenta-se um ponto de inflexdo separando as concavidades
contrarias, além de uma assintota vertical no extremo superior do dominio.

Finalmente, em se tratando das médias harmdnicas, quando posta em fun¢do da média quadratica,
temos uma fung¢do com um quociente, onde tanto o numerador quanto o denominador apresen-
tam uma raiz com radicando sendo uma func¢ao polinomial quadrética. Essa média apresenta uma
assintota horizontal e concavidade voltada para baixo. No caso da varidvel média aritmética, a
funcdo € racional com denominar linear, apresentando concavidade voltada para baixo e uma
assintota horizontal. J4 para a varidvel média geométrica temos uma fungio racional de nume-
rador e denominador quadratico. Nesta tltima, apresenta-se um ponto de inflexdo separando as
concavidades contrarias, além de uma assintota horizontal y = 2, independente do segmento a, o
que ndo ocorre em nenhum dos outros casos para esta ou outra das médias trabalhadas.
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ABSTRACT. This paper aims to explore solutions that represent dependency relationships
between geometric quantities, aiming not only to determine unusual associations between
geometry and algebra, but also to develop learning objects with Dynamic Geometry. In
this context, solutions that relate geometric quantities of the triangle and the semicircle
are analyzed, establishing relationships between the arithmetic, geometric, harmonic and
quadratic means, with the aim of understanding the characteristics and trigonometric pro-
perties, examining polynomials and their roots, as well as addressing the geometry in a
computational and dynamic way.

Keywords: geometric quantities, means, functions.
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