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RESUMO. Uma verséo analitica do método de ordenadas discretas (ADO) € usada para determinar uma
solucdio precisa e consistente para o problema do Reverso de Temperatura em misturas bindrias de gases
rarefeitos. As equagdes cinéticas usadas sdo baseadas no modelo cinético McCormack. Apresenta-se o
desenvolvimento completo de uma solucdo analitica na varidvel espacial, além de resultados numéricos
para os valores criticos do calor latente para a inversdo de sentido do gradiente de temperatura e do fluxo
de calor de cada gds nas misturas Nednio-Argdnio e Hélio-Xendnio. O algoritmo € considerado simples de
ser elaborado e o cédigo desenvolvido (em FORTRAN) requer em torno de um segundo para ser executado
em um computador com processador Intel Core i3 - 2.30 GHz.
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1 INTRODUCAO

Ao investigar um problema de evapora¢do em um canal plano, em 1971 Pao [19] verificou a
possibilidade da existéncia de um inesperado fendmeno chamado posteriormente de Reverso de
Temperatura. O problema estudado por Pao consiste em um gas, em estado de rarefacdo, mantido
entre duas interfaces liquidas com diferentes temperaturas. Essa diferenga entre as temperaturas
das fases condensadas faz com que o gds evapore na interface quente e condense na interface
fria, gerando assim um fluxo de massa entre elas. Além disso, no interior do canal é esperado
que a temperatura do gis aumente a medida que se aproxime da interface quente e se afaste da
interface fria. Porém, Pao [19] previu que a temperatura do gas no interior do canal pode ter um
comportamento diferente do esperado. Segundo ele, dependendo do calor latente do gds na fase
de transicdo, a temperatura deste gas poderd aumentar ao se aproximar da interface fria e diminuir
préximo a interface quente, ou seja, o seu gradiente de temperatura terd o sentido contrdrio ao da
diferenca de temperaturas imposta pelas interfaces.

Continuando, Pao [19] obteve um critério formal para a existéncia deste gradiente de tempera-
tura invertido. Tal critério consiste em um valor minimo para o calor latente do gés na fase de
transicdo. Dessa forma, em situacdes onde este calor latente for maior que o valor estimado por
Pao, a inversao de sentido do gradiente de temperatura do gis ocorrera.
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2 REVERSO DE TEMPERATURA COM O MODELO MCCORMACK

O resultado de Pao [19] foi obtido usando o modelo cinético proposto por Bhatnagar, Gross e
Krook (BGK) [2] da equagdo linearizada de Boltzmann (ELB) [5, 28] e um complexo método
matemadtico envolvendo equacdes integrais, transformada de Fourier e aproximagcdes assintéticas.
Em 1974 Thomas Jr., Chang e Siewert [13] obtiveram um resultado melhor que o encontrado por
Pao [19] usando novamente o modelo BGK, mas resolvendo o problema do Reverso de Tempe-
ratura com o método das solucdes elementares, proposto por Case e Zweifel [4], e encontrando,
dessa forma, um resultado exato. Anos depois, em 1991 Sone, Ohwada e Aoki [27] usaram um
esquema de diferencas finitas para resolver o problema do Reverso de Temperatura usando a ELB
e considerando que as moléculas do gds colidem como esferas rigidas. O resultado encontrado
na Ref. [27] se aproxima do resultado obtido na Ref. [13].

Com a evolug¢do dos métodos matemadticos para problemas em dindmica de gases rarefeitos,
o método analitico de ordenadas discretas (ADO) [1] comecou a ser usado para resolver as
equagdes integro-diferenciais. Desde entdo este método tem se mostrado consistente, preciso,
facil de ser implementado e eficiente sob o ponto de vista computacional. Assim, usando o
método ADO, em 2003 Siewert [23] resolveu o problema do Reverso de Temperatura usando
a ELB, considerando colisdes como esferas rigidas, e em 2010 Scherer e Barichello [20] de-
terminaram uma solu¢do unificada para este problema com os modelos cinéticos BGK, S [21],
Gross-Jackson [12] e MRS [11] da ELB. Entretanto, em todos os trabalhos mencionados até aqui
considerou-se apenas uma tnica espécie de gas envolvida.

O objetivo deste trabalho foi resolver o problema do Reverso de Temperatura com o modelo
cinético proposto em 1973 por McCormack [16] para misturas de duas espécies de gases ra-
refeitos. Assim, foi construida uma solucdo analitica na varidvel espacial utilizando o método
ADO e os aspectos analiticos e computacionais desta solug@o sdo evidenciados. Além disso sdo
apresentados alguns resultados numéricos para as misturas Neonio—Argonio e Hélio—Xenonio.

Com relacdo a aplicacdes para estes gases, misturas de Nednio com Argdnio sdo frequentemente
utilizadas na forma de plasma em estudos e pesquisas que buscam melhorias e evolugdes nas
dreas que envolvem esta tecnologia [3,17]. J4 misturas de Hélio com Xeno6nio vém sendo usadas
como fluido de resfriamento para turbinas a gas [15] e reatores nucleares [15,30,31].

No decorrer das ultimas décadas o modelo McCormack e o método ADO ja foram utilizados
para resolucdo de vérios problemas em dindmica de gases rarefeitos. Pode-se citar a Ref. [26]
onde foram resolvidos os problemas de Poiseuille, Creep Térmico e da Difusao, a Ref. [25] para
os problemas do Deslisamento Viscoso e do Creep Térmico em semi-espaco, a Ref. [10] para o
problema de Couette, as Refs. [24] e [14] para o problema do Salto de Temperatura e a Ref. [9]
para o problema de Transferéncia de Calor. Em todos estes trabalhos o método ADO apresentou
os bons aspectos mencionados anteriormente e obteve resultados numéricos com precisio de
varios digitos.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: Na Secdo 2 é apresentada a formula¢do ma-
temadtica do problema. Na Secdo 3 € feita uma reformulagcdo em termos de equagdes vetoriais e a
solugcdo em ordenadas discretas € apresentada na Secdo 4. Os resultados numéricos e os aspectos
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C.S.SCHERER 3

computacionais sdo apresentados e discutidos na Secdo 5 e algumas conclusdes sdo apontadas
na Secdo 6.

2 FORMULACAO MATEMATICA

A derivacao das equacdes para misturas de dois gases apresentada neste trabalho estd baseada no
modelo McCormack descrito na Ref. [16]. Além disso, utiliza-se a notag@o usada na Ref. [24],
pois ela é adequada para desenvolver a solucao apresentada aqui.

Assim, considera-se as funcdes h para os dois tipos de particulas (&« = 1 e ¢ = 2) que denotam
perturbagdes nas distribuicdes Maxwellianas de cada espécie de gés, ou seja,

fa(x,V) = fao(W)[1 4+ ha(x,v)], (2.1)

onde
Fao() =na(Aa/m)¥ e Ay =me/(2kTp). 2.2)

Aqui k é a constante de Boltzmann, my e ny sdo respectivamente as massas e densidades de
equilibrio da espécie o, x € a varidvel espacial (medida, por exemplo, em centimetros), v, com
componentes vy, vy, v, € magnitude v, € o vetor velocidade das particulas e Ty € uma temperatura
de referéncia. Segundo McCormack [16], as perturbacdes h, satisfazem (para o caso de variagdes
espaciais apenas na dire¢@o x) as equacdes

d
Cxaha(x,c) + wa’}/aha(.x7c) == wa/}/aga{h] 7h2}(.x7c), o= 1727 (23)

onde o vetor ¢, com componentes ¢y, ¢y, ¢; € magnitude ¢, € a velocidade adimensionalizada,

O = [me/(2kTy)]'/? (2.4)

e as frequéncias de colisdo Y, sdo definidas posteriormente. O operador integral € escrito como
La{h,h2}(x,¢) 3/2 Z/ / / - hﬁ (x,¢)Kp o (¢, c)dcidcrdc],  (2.5)

e os elementos do nticleo de colisdo K[M(c’ ,¢) estdo listados explicitamente no Apéndice A
deste trabalho. Na obtencdo da Eq. (2.3) a velocidade ¢ foi adimensionalizada de forma diferente
nas duas equagdes, ou seja, para o caso & = 1 usa-se ¢ = ;v enquanto que para & = 2 usa-se
¢ = myv. Para a varidvel espacial utiliza-se a expressao

T= i, onde Ip = Ko (2.6 a,b)

l() PO

€ o livre caminho médio (baseado na viscosidade) proposto por Sharipov e Kalempa [22]. Aqui
valem as defini¢des

1/2
vo— <sz0> e gy amitnamy 27 a.b)

m ny+n
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4 REVERSO DE TEMPERATURA COM O MODELO MCCORMACK

Continuando, a viscosidade y da mistura, em termos das pressdes parciais P, e das frequéncias
de colisdo Yy, € expressa, de acordo com a Ref. [22], como

Py ng,

= —+ = onde = R 2.8 a,b
H n o nr P n+m ( )
¥ - vV ¥ - vV
7 = ) e = (4) . (29a,b)
‘P2—|—V1’2 ¥, —|—V271
Aqui
¥, = V1(,31) + vl(zz) — v](i), ¥, = v2(32) + v2(31) — vz(‘_g (2.10 a, b)
e as expressdes dos parametros Vi(f;) estdo definidas no Apéndice A. Agora, definindo
Oq = Ya@alo (2.11)
ou, mais explicitamente,
m/m+m/y 1/2
g =Yg————— 2.12
a = Ya n (me /m)"/~, (2.12)
a Eq. (2.3) pode ser reescrita em termos da varidvel T como
0
cx%ha('c,c) + 0gha(T,¢) = 66-Laf{hi, ha}(7,c). (2.13)

Para completar a formula¢do matemética do problema do Reverso de Temperatura deve-se su-
plementar a Eq. (2.13) com condic¢des de contorno apropriadas. Considera-se neste trabalho que
a mistura de gases ¢ mantida entre duas interfaces liquidas com diferentes temperaturas, defi-
nindo dessa forma um canal plano com largura 2a. Portanto, a solucdo da Eq. (2.13) precisa ser
vélida para todo T € (—a,a). A mistura evapora na interface com maior temperatura e condensa
na outra. Assim, considera-se que a interface localizada em 7 = —a € mantida com temperatura
To(1 — 8) enquanto que a interface em T = a possui temperatura To(1 + &), para um 6 pequeno
e positivo. Além disso, a densidade de cada espécie de gds também € diferente em cada in-
terface. Considera-se que a espécie o possui densidade ng (1 — pg) na interface em 7= —a e
densidade ny(1+ pg) na interface em 7 = a. Dessa forma, seguindo Siewert [23] e Scherer e
Barichello [20], as condigdes de contorno para este problema sao

ho(—a,cx,cyyc;) = —po — (2 —3/2)8 (2.14 a)

ha(a,—cx,cy,¢;) = pa + (c* —3/2)8, (2.14b)

parac =1, a =2, ¢, > 0 e todo ¢y e c;. Aqui os pardmetros py ¢ § sdo usados para especificar
os desvios de densidade e temperatura em relagdo aos valores de equilibrio da mistura.

Com relagdo as condi¢oes de contorno dadas pelas Eqgs. (2.14), como elas se referem a inter-
faces liquidas ndo h4 uma classificacdo ou nomenclatura especifica para as mesmas. Se fos-
sem necessdrias condi¢des de contorno que representassem a interacio da mistura de gases com
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paredes sélidas poderiam ser utilizadas as condi¢des de contorno de Maxwell [29] ou as de
Cercignani-Lampis [6], mas ndo é o que ocorre no problema abordado aqui.

De acordo com Pao [19], a equacdo de Clausius-Clapeyron pode ser usada para relacionar os
desvios de densidade e temperatura nas interfaces como

po = [La/(kKTp) — 113, 2.15)
onde Ly € o calor latente da espécie o na fase de transi¢do e na temperatura 7y. Definido o
parametro
Bo=La/(kTp)—1, (2.16)
para o = 1 e @ = 2, reescreve-se as condi¢des de contorno dadas pelas Eqs. (2.14) como
ho(—a,cy,cyyc;) = —(Ba+c* —3/2)8 (2.17 a)
e
ho(a,—cx,cy,c;) = (By+c*—3/2)8 (2.17b)

para ¢, > 0 e todo ¢y e c;.

As quantidades de interesse fisico para cada espécie de gds podem ser calculadas através de
integrais das funcgdes hy. Seguindo a Ref. [24], a perturbacdo de temperatura para cada espécie
a é dada por

2 ) oo oo
Tuls) = 5772 L ) /7 ) /ﬁ e (= 3/2Dhal,e)dende de (2.18)
e, seguindo a Ref. [9], o fluxo de calor para cada espécie ¢ € dado por
Ou(t) = 122 / / / e~ (2~ 5/2)ha(7,¢)exderdeyde. (2.19)

Assim como no caso de uma unica espécie de gds investigado por Pao [19], existem valores
para os parametros 3, (para o = 1 e o@ = 2) que fazem com que a declividade da perturbagio de
temperatura de cada gas na mistura esteja em oposi¢ao a diferenca de temperaturas imposta pelas
interfaces. Portanto, deseja-se determinar para quais valores de 3, este fendmeno é observado e,
para isso, segue-se o procedimento utilizado nas Refs. [20, 23] e divide-se o problema definido
pela Eq. (2.13), com condicdes de contorno dadas pelas Egs. (2.17), em dois novos problemas.
Assim, define-se

ho(7,€) = [(Ba —3/2)hg (7,¢€) + hg (7,¢)]8, (2.20)

onde as fungdes hllx e h?x devem ambas satisfazer a Eq. (2.13) com condi¢cdes de contorno dadas
respectivamente por

htlx(:Fa,:I:cx,cwcz) =7F1 e hlzx(:;:a,:tcx,cy,cz) =Fc? (221 a,b)

para ¢, > 0 e todo ¢, e c;. Conforme proposto na decomposi¢do dada pela Eq. (2.20), em termos
dos dois novos problemas encontra-se para a perturbagcao de temperatura

To(7) = [(Ba — 3/2) Ty (7) + T (7)]8, (2.22)
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6 REVERSO DE TEMPERATURA COM O MODELO MCCORMACK

onde T},(t), paral = 1 e [ = 2, sdo dadas pela Eq. (2.18), com hy = h.,. Da mesma forma o fluxo
de calor é dado por

Qu(7) = [(Ba —3/2)Qa(7) + 04 (7)1, (223)
onde Q) (), paral = 1 e [ = 2, sdo definidos pela Eq. (2.19) com hg = K.,

Como o objetivo aqui é conhecer em que casos o gradiente de temperatura e o fluxo de calor (de
cada espécie de gds) mudam de sentido no centro do canal, € preciso determinar quais sdo os
valores limites de B, para que estes fendmenos sejam observados. Assim, deriva-se a Eq. (2.22)
em relag@o a 7, iguala-se a equagdo resultante (calculada em © = 0) a zero e, resolvendo para fB,

encontra-se d

T
= 2——
Br=3/2—

que € o valor limite para ocorrer a inversdo de sentido do gradiente de temperatura. Portanto,

200, 4 1
Ty (0)/57}: (0), (2.24)

se By > BL o gradiente de temperatura da espécie a estard com sentido oposto 2 diferenga
de temperaturas entre as interfaces. Agora, aplica-se T = 0 na Eq. (2.23), iguala-se a equacgio
resultante a zero e, resolvendo para 3, encontra-se

2 =3/2—03(0)/04(0), (2.25)

que € o valor limite para ocorrer a inversdo de sentido do fluxo de calor. Dessa forma, se By >
[33 o fluxo de calor da espécie o terd o mesmo sentido da diferenca de temperaturas entre as
interfaces.

Analisando as Egs. (2.16), (2.24) e (2.25) nota-se que a inversdo de sentido do gradiente de
temperatura e do fluxo de calor da espécie o ocorrem, respectivamente, quando o seu calor
latente L, for maior que (B2 + 1)kTy ou maior que (B + 1)kTp.

Uma aparente explicacdo para este inesperado comportamento da temperatura de gases em
situagdes de grande calor latente é apresentada por Thomas Jr., Chang e Siewert [13]. Segundo
eles, para grandes valores de B, a evaporagdo € tdo rapida que a transferéncia de energia pelo
fluxo de massa precisa ser contrabalanceada pela condugdo de calor na dire¢do oposta ao esco-
amento. O objetivo deste trabalho é apresentar uma solugdo matemadtica para este problema. O
embasamento tedrico e a viabilidade fisica do mesmo nfo serdo tratados.

Na préxima se¢do serd introduzida uma notacdo matricial para simplificar a formula¢do do
problema.

3 REFORMULACAO EM EQUACOES VETORIAIS

Como os valores limites de ﬁg e [33 (nas Egs. (2.24) e (2.25)) dependem, respectivamente, das
perturbagdes de temperatura e dos fluxos de calor que, por sua vez, sdo definidos em termos de
integrais das fungoes h{x, serdo construidos problemas mais simples que facilitam a resolu¢do do
problema original. Assim, seguindo as Refs. [24] e [9], define-se as projecdes

gIZafl (T,02) = / / 01 (Cyacz)hix(fvCXaCyaCz)dCydCz (3.1a)
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glza(racx) :/_ /_ ¢2(CyaCz)hix(ravacyacz)dcydcu (3.1b)
praa=1,0=2,l=1el=2,onde
Cy,C;) =T € S+ 2a
1(cy 1 (c5+c2) (3 2 )
e
ey c) = (A +cP—1 e (el (3.2b)
Y y b4

Dessa forma multiplica-se a Eq. (2.13) (considerando Ay = hla) primeiro por ¢ (cy,c;) e depois
por ¢ (cy, c;) e integra-se as equagdes resultantes para todo ¢y e ¢;. Introduzindo a notag¢io ¢y = &,
obtém-se para [ = 1 e [ = 2 quatro equagdes de balanco acopladas que sdo escritas na forma
matricial como

a “ !/ !/
§2-G/(r.8)+ TG (1.6) =T [ y(E)K(E E)G!(¢.8)eE, 63

onde G!(t,&) possui componentes gl (7,&), para a = 1,2,3,4,
T =diag{c1,01,00,00} e  w(&)=n 2%, (3.4 a,b)

Os elementos ky, , (&', &), param,n = 1,2,3,4, da matriz do nicleo de colisdo K(&', &) estdo lis-
tados no Apéndice B deste trabalho. Para encontrar condi¢des de contorno vetoriais para i), e 12,
multiplica-se cada uma das Eqs. (2.21) por ¢1(cy,c;) € §2(cy,c;) e integra-se as equagdes resul-
tantes para todo ¢y e ¢;. Usando novamente as Egs. (3.1) encontra-se para G' e G? as condicdes
de contorno

1 E2+1
0 1

Gl(:':a,:lzg) =F | e GZ(:Fa,:Izé) =F 52 L1 (3.5a,b)
0 1

para & > 0. Usando novamente as proje¢des dadas pelas Egs. (3.1), as quantidades de interesse
também sdo expressas na forma vetorial. Dessa forma a solu¢do do problema G' dado pela
Eq. (3.3), para cada um dos dois conjuntos de condigdes de contorno dadas pelas Egs. (3.5),
€ usada para calcular na Eq. (2.18), considerando sy = hﬁx, as perturbacdes de temperatura

L2 E2—-1/2 1 0 0|,

T(T)—3/ww<€)[ 00 i g |GEEE (6)
e, na Eq. (2.19), considerando hy = hix, os fluxos de calor

P E2-3/2 1 0 0|

Q(T)—/ww(é)[ 00 e 1 |GEDEE 37

onde os vetores T!(7) e Q/(7) possuem, respectivamente, as componentes T, (7) e Q% (7) para
a=lea=2.

Na proxima secao serd apresentada a solucao pelo método ADO para o problema do Reverso de
Temperatura.
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8 REVERSO DE TEMPERATURA COM O MODELO MCCORMACK

4 SOLUCAO EM ORDENADAS DISCRETAS

Primeiramente, notando na Eq. (3.4 b) que y(&) é uma fungéo par e introduzindo um esquema
de quadratura para o intervalo [0, o), pode-se aproximar o termo integral da Eq. (3.3) da forma

d
éyGl(T7€) +FGI(Taé) =
T
N
TY wiw(&) K& 8)G(7.8) +K(-&.8)G (7, —&)| . @D
k=1
Aqui & e wy, sdo, respectivamente, os N pontos e pesos de um esquema (arbitrario) de quadratura.
Calculando a Eq. (4.1) em & = +&;, parai=1,...,N, obtém-se a versdo em ordenadas discretas
da Eq. (3.3)
d !
+8 G (1, £8) +TG (1, £8) =

Py w80 [K(&.£6)G! (. 6) + K(~&.£6)G!(r.-&)] . 42)
k=1

para a qual procura-se solu¢des exponenciais da forma
G'(1,&) =d(v,E)e ", (4.3)

onde ®(v, &) possui componentes Py (v, ), para a = 1,2,3,4. Assim, substituindo a Eq. (4.3)
na Eq. (4.2) obtém-se, parai=1,...,N,

<I:F %r‘1> ®(v,£&) =
N
Y wiew (&) (K (&, £6)D(V, &) + K(=&, £&) (v, —&)]  (4.4)
k=1

e escreve-se a equacdo acima na forma matricial como

(I-Mv )@, (v) = W(+,+)@ (V) + W(—,+)P_(V) (4.5a)

I+Mv ) ®_(v) =W(+,— )@, (v) + W(—,—)®_(v), (4.5b)

onde I é a matriz identidade 4N x 4N, M € a matriz 4N x 4N definida como

M:diag{él,...,&v,gl,...,&v,él,...,éN,él,...,éN} “.6)
(oJ] O] O] o] Oy Oy Op (o))
e @ (v) sdo os vetores 4N

D (V)= [@1+(V) Prs(v) @is(v) Rur(V)], 4.7
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C.S.SCHERER 9

com componentes que sdo os subvetores

Dy (V) = [Dg(v,£E),..., P (v, £E)],

(4.8)

para o = 1,2,3,4. Continuando, T denota a operagio de transposicdo, W(+, &) sdo as matrizes

4N x 4N
Wii(£,£) Wi(t,£) Wis(E£) Wi(EL)
Wt +) = Woi(£,£) Wa(f,+) Wa(£,4+) Woy(+,£)
’ Wii(£,+£) Wa(E,+) Wias(£,4) Wiy(+,£)
Wiy (£,+) Wap(E,£) Was(E,£) Wag(E,+)

com componentes que sdo submatrizes N x N definidas como

(W (£, £)]; j = wiw(§j)kmn(£E), £6i)

(4.9)

(4.10)

param,n=1,2,3,4ei,j=1,...,N. De acordo com as Egs. (B.1) a (B.20) do Apéndice B nota-

se que as componentes ki, ,(&',&) da matriz do niicleo de colisdo satisfazem as condigdes de

simetria

km,n(é/7§) :km,n(_€/>_5) €

Assim, definindo as matrizes

km.n(_5/7 ‘5) = km,n(é/v _é)

W+ :W(+a+) :W(faf) €
reescreve-se as Egs. (4.5) como

I-Mv @, (V) =W, D, (V)+W_&_(v)

I+Mv @ _(v)=W_D,(v) + W, D_(v).

Agora, somando e subtraindo as Egs. (4.13) encontra-se o problema de autovalor
AX =AX,
onde A é a matriz 4N x 4N
A=W, -W_-DM (W, +W_-1M!
e os autovalores e autovetores sdo dados, respectivamente, por

A=1/v* e X=M@®, (v)+® (v)).

(4.11 a, b)

(4.12 a,b)

4.13 a)

(4.13b)

4.14)

(4.15)

(4.16 a, b)

Usando os 4N autovalores (constantes de separagao Vv;) e os 4N autovetores X(v;) dados pela

Eq. (4.14) pode-se expressar as solucdes elementares, escritas na Eq. (4.7), como

1 .
@ (v) = 3M ! [I-v;(W. +W_—M 1] X(v))

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01725

(4.17 a)



1 O REVERSO DE TEMPERATURA COM O MODELO MCCORMACK

® (v;)= %M*l I+ V(W +W_ —I)M*I} X(v)), (4.17 b)

onde os vetores @ (v;) correspondem a ®(v;,&;) na Eq. (4.3), parai=1,...,N. Analogamente
®_(v;) correspondem a ®(v;,—&;), para i = 1,...,N. Dessa forma escreve-se a solugdo geral
em ordenadas discretas do problema dado pela Eq. (4.2) como

4N
GI(T, iél) — Z |:Aljlp(vj7i§i>e*((1+f)/vj _A'_Bqu)(vj,:':gi)ef(aff)/vj} . (418)
Jj=1

Um aspecto que merece ser destacado em relagdo ao problema de autovalor encontrado neste
trabalho € que ele tem a mesma forma do problema de autovalor construido na Ref. [20] para o
caso de uma unica espécie de gés, exceto pelas dimensdes das matrizes. Também é importante
salientar que o problema de autovalor obtido aqui possui uma expressao matemadtica muito mais
simples que o encontrado nas Refs. [9, 14, 24], onde foram resolvidos os problemas do Salto
de Temperatura e de Transferéncia de Calor com o modelo McCormack. Nestas referéncias
a equacdo cinética utilizada é a mesma que a encontrada aqui, mas o problema de autovalor
construido nelas possui uma complexidade matemadtica muito maior que o problema dado pela
Eq. (4.14).

Continuando, como estes problemas sdo conservativos, de acordo com Case e Zweifel [4] sabe-
se que alguns autovalores se aproximam de zero (constantes de separacdo tendem ao infinito)
quando N tende ao infinito. Assim como ocorre nas Refs. [9, 14,24], encontra-se trés autovalores
com este comportamento. Por isso é necessdrio acrescentar seis solugdes exatas a solugdo em
ordenadas discretas dada pela Eq. (4.18) e entdo reescrevé-la como

4N
G/(r,48) = GL(r, +&) + ). [A\@(v;,£E)e™ Y 1 Bl@(v;, F&)e ], @.19)
j=4

parai=1,...,N, onde
GL(7,8) = A]G1 + A5G +A5G3(8) + B{Ga(§) + B2Gs(1,§) + B3Ge(7,5).  (4.20)

Como a equacgdo cinética (Eq. (3.3)) para o problema tratado aqui é a mesma obtida nas
Refs. [9,14,24], pode-se utilizar também as solucdes exatas mostradas nestas referéncias. Assim,
na Eq. (4.20) tem-se

1 0 E2—1/2 ré

G1= g 6= (1) 68 = 62—11/2 . Gy(E)= g (421 ad)
0 0 1 0

onde r = (m /m3)'/2,
Gs(1,6) =tH (§)+Fi(§) e Go(1,8) =THy(§) +Fa(§). (4.22a,b)

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01725
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Aqui
—1+ci(E2—1/2) c2(E*—1/2)
1 (&)
HO=1 ey |0 ®BO=| e |0 @BaD
cl Cc2

onde ¢c; =ny/(n1 +mna), ca =ny/(n;+n) e F1 (&) e Fo(&) sdo fungdes a serem determinadas.
Seguindo Siewert [24], estas duas fun¢des podem ser escritas como

Fi(&)=EU +E(E2-3/2)V, (4.24 2)

F2(8) =EUr+& (62 -3/2) Vy, (4.24 b)

onde os vetores constantes Uy, Vi, Uz e V; s@o as solugdes dos sistemas lineares (com posto 8)
definidos por

T
(IfA)Ul—CVI:[cz/Gl —cifor —ci/o 701/62] (4.25 a)
(I—D)Vl—BUlz[—cl/cl 0 —ci1/0s O}T 4.25b)
[o 0 1 O}Ulzo (4.25 ¢)

© T
(I—A)Uz—CVz = [—62/0'1 —C2/61 61/0'2 —CQ/GQ} (4.26 a)
(I—D)Vg—BUzZ[—Cz/O‘l 0 —c/0s O}T 426 b)
[0 0 1 O}Uzzo. (4.26 ¢)

Aqui I é a matriz identidade 4N x 4N e as matrizes A, B, C e D estao definidas no Apéndice C
deste trabalho. Estabelecidas as solug¢des exatas, o proximo passo € determinar, nas Eqs. (4.19) e
(4.20), 0s 16N coeficientes Ag e B§, paral=1,1=2ej=1,...,4N.

Devido a decomposi¢do proposta na Eq. (2.20) € necessario resolver de fato dois problemas.
Assim, aplica-se a solucdo geral em ordenadas discretas dada pela Eq. (4.19) nas condi¢des de
contorno dadas pelas Eqs. (3.5). Para cada um dos dois problemas (I = 1 e / = 2) encontra-se um
sistema linear de dimensdo 8N x 8N, onde as 4N primeiras equagdes sao

ALGy +ALGy +ALG3 (&) + B Ga (&) + BYGs(—a, &) + ByGe(—a, &)+
4N
Zzl [AIJ-Q(V]‘, é,) —|—B§¢(Vj, _gi)e—Za/vj = Gl(—a, 51) (4.27 a)
J:
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e as dltimas 4N equagdes sdo

A1G1 +AYG2 +ASG3 (&) +B1 Ga(—&) + B5Gs(a, —&i) + B3 G (a, —&i)+
4N
Y [y, —&)e 2/ + Bi@(v;,&)] = G'(a,~&), “27b)
j=4
paral =1,l=2¢ei=1,...,N. Ainda, G'(—a,&) e G!(a,—&) sdo dadas pelas Egs. (3.5) com
§=2a.
A solug@o em ordenadas discretas para os dois problemas definidos pela Eq. (3.3) com condicdes
de contorno dadas, respectivamente, pelas Eqs. (3.5 a) e (3.5 b) esta agora completamente esta-
belecida. O préximo passo é determinar as perturbacdes de temperatura, os fluxos de calor e os
valores limites de B1 ¢ B<.

Assim, aplicando a Eq. (4.19) na Eq. (3.6) encontra-se as perturbacdes de temperatura

T! (1) = [AS + (1B, + c2BS) 7] |

281, o ,
+3 ZA [A Lem (D)), +Bje—<”—f>/vf] Y(v), (428)
=
onde

N
Y(v)) :k;vvkw(ék) 0 0 &-1/2 1

Z-1/2 1 0 0
-l (v B+ (v &), (429)
e aplicando a Eq. (4.19) na Eq. (3.7) encontra-se os fluxos de calor
4N
Q(r)=Q.+Y [Alje’(“”)/ el Vf} Z(v;), (4.30)
j=4
onde

N 2
Z<vj>=2wk¢kw<ék>[5k 21 00
k=1

0 0 &-3/2 1][‘1’("]',&)—‘1’("]',—&)] (4.31)

3
(ByU1 +B3Ua) + 5

1 0 00

0 0 1 0 (BLVI+BLV,y).  (4.32)

110 1 0 O
U
Q*_Z[OOO 1

A Eq. (4.28) pode ser usada para calcular os valores limites de 87, dados pela Eq. (2.24), pois

d I NE 28 e
dTT (0) = (c1B5 +c2BS) L1173 Y (A" —B.) Y(v)). (4.33)
j=4

Continuando, a Eq. (4.30) é usada para calcular os valores limites de 53 , mostrados na Eq. (2.25),
uma vez que

AN
Q'(0)=QL+ Y (AL —Bhe iz (v)). (4.34)
j=4

Na préxima secdo alguns aspectos computacionais e resultados numéricos serdo discutidos e
apresentados.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Para implementar a solu¢cdo em ordenadas discretas e determinar as quantidades de interesse
o primeiro passo € definir o esquema de quadratura a ser utilizado. Dessa forma, utiliza-se a
transformagdo nao linear

u(€) =c ¢ (5.1)

para mapear o intervalo [0,o0) no intervalo [0, 1], onde usa-se a quadratura de Gauss-Legendre
com a mudanca de varidveis
v(u) =2u—1. (5.2)

Assim, ap6s ter definido os N pontos & e pesos wy de quadratura, a solugdo é rapida e facil de
implementar. As etapas desta implementagao sdo as seguintes:

(i) Resolver o problema de autovalor dado pela Eq. (4.14) para obter as constantes de separacao
v; e as solugdes elementares P (v;);

(i1) Resolver os sistemas lineares dados pelas Egs. (4.25) e (4.26) para obter os vetores Uy, Vi,
U, e V; e determinar as solugdes exatas Gs(7,&) e Ge(7,8);

(iii) Resolver os sistemas lineares dados pelas Eqgs. (4.27) para determinar os coeficientes Aé» e
l.

Bj:

(iv) Calcular as perturbacdes de temperatura dadas pela Eq. (4.28), os fluxos de calor dados pela

Eq. (4.30) e os valores limites de Bl e ﬁg dados pelas Egs. (2.24) e (2.25).

A fim de gerar resultados numéricos considera-se os casos de misturas de gases definidos por
Sharipov e Kalempa na Ref. [22]:

(a) Nednio—Argonio: m; = 20.183, my = 39.948 ¢ dp /d) = 1.406;
(b) Hélio—Xendnio: m; = 4.0026, my = 131.30 e d» /d; = 2.226.

Seguindo Siewert [24] e Garcia e Siewert [9], tabula-se os resultados para as duas misturas em
termos da concentra¢do molar definida em termos do primeiro tipo de particula como

_ m/m 53)
L+ni/ny

Assim, as Tabelas 1 e 2 mostram alguns resultados numéricos dos valores limites de B e Bg para
os dois casos de misturas considerados. O cédigo computacional utilizado foi desenvolvido em
FORTRAN e ¢ capaz de gerar apenas ordens pares de pontos e pesos da quadratura de Gauss-
Legendre. Com o intuito de apresentar resultados com precisdo de vérios digitos, variou-se a
ordem da quadratura entre N = 80 e N = 200 pontos, com incrementos de 20, e, dessa forma,
todos os digitos mostrados nas tabelas sdo preservados (com a tolerdncia de mais ou menos 1
no ultimo digito). O tempo computacional para resolver o problema e obter os resultados apre-
sentados, para um dos casos de mistura, com um tnico valor de C e usando N = 80 pontos de
quadratura, € de aproximadamente 1 segundo em um PC com processador Intel Core i3 - 7020U
- 2.30 GHz e 4.0 Gbytes de meméria RAM.

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01725
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Continuando, os resultados apresentados aqui ndo foram obtidos na literatura e por isso nao foi
possivel fazer uma comparacdo. Assim, para testar a solu¢do ADO e a confiabilidade do pro-
grama, pode-se verificar se os resultados encontrados com o modelo McCormack, considerando
uma tinica espécie de gds, aproximam-se dos resultados para o modelo S (com € = €,,) apresenta-
dos na Ref. [20]. Analisando as Eqgs. (A.1) a (A.33), a particulariza¢@o para o caso de uma tnica
espécie de gds pode ser obtida de trés formas:

(i) Se n; = 0 os resultados das quantidades com subscrito 2 correspondem a uma tnica espécie
de gas;

(i1) Se ny = 0 os resultados das quantidades com subscrito 1 correspondem a uma tnica espécie
de gas;

(iii) Se my = my e d; = d; os resultados das quantidades com subscritos 1 e 2 correspondem a
uma Unica espécie de gas.

Para os trés casos acima os resultados encontrados pelo modelo McCormack foram iguais aos
resultados do modelo S (com € = g,) apresentados na Ref. [20].

Analisando as Tabelas 1 e 2 observa-se que, para diferentes valores de a, as varia¢des dos resul-
tados de Bl e Bg sdo maiores na mistura Hélio—Xendnio do que na mistura Nednio—Argonio.
Uma aparente explicacdo para este comportamento dos resultados estd no fato de que tanto a
diferenga entre as massas m, e my, como a razdo entre os didmetros das particulas d, /d; é maior
na mistura Hélio—Xendnio do que na mistura Nednio—Argo6nio. Porém, este comportamento dos
resultados ndo poderia ser previsto na formulacdo matemadtica apresentada aqui, pois nela ndo ha
evidéncias para o0 mesmo.

Tabela 1: Valores limites de B[ e [33 para a mistura Nednio-Argonio.

Cc=023 C=0.8
a Bl i pL 2 Bl i pL pe
0.1 425972  3.94438  3.64321 3.61291 4.09996 3.79411 3.63476  3.57029
0.5 5.16536 4.37786 3.81130  3.69401 474929  4.04327 3.76934  3.57962
1.0 5.16065 4.33324  3.82879  3.71279 4.70091 4.04985 3.78588  3.61904
1.5 494568 4.23991 3.79649  3.73238 453992  4.04296 3.77552  3.68680
2.0 472926 4.16141 3.75245  3.75612 439314  4.03226 3.76180  3.75806
2.5 455015 4.10196 3.70844  3.78113 427690 4.01855 3.74957  3.82254
50 4.10371 3.96903 3.55906 3.87818 3.99995 394943 371786  4.00528
9.0 3.95080 3.92851 3.48329  3.93266 3.90759 3.90268 3.70755 4.06444
13.0 3.92581 3.92156 3.46768  3.94264 3.89175 3.89114 3.70607 4.06766
15.0 3.92215 3.92021 3.46551 3.94344 3.88920 3.88897 3.70588  4.06655
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Tabela 2: Valores limites de 8L e ﬁg para a mistura Hélio—Xendnio.

C=03 C=0.8
a BT Br Be Be Bl Br e BY
0.1 5.23502 3.87788  3.61875 3.54806 4.50875 3.48036  3.60843  3.27077
0.5 8.38807 420858  3.78125 3.46330 6.15376  3.19991 3.75215  2.62062
1.0 1.05464(1)  4.10165 3.83102  3.35670 6.94395 2.96023 3.79488  2.25725
1.5 1.16850(1)  3.98969  3.83330  3.30563 7.25373 2.90725 3.79986  2.11909
2.0 1.21901(1) 3.92610 3.81424  3.29815 7.35574 296477 3.79146  2.09746
2.5 1.23068(1)  3.90792  3.78277  3.32316 7.36283 3.09138 3.77749  2.14718
5.0 1.10054(1)  4.23072  3.55352  3.73711 7.11468  4.15523 3.69811 2.92426
9.0 9.04903 5.26380 3.22012  4.82324 6.88899  5.72766  3.62225  4.65893
13.0 8.15475 6.22628 3.02862 5.87780 6.82702  6.45015 3.59200 5.85857
150 7.92182 6.58502 297258  6.28792 6.81603  6.60631 3.58458  6.18857

6 CONCLUSOES

Neste trabalho uma versao analitica do método de ordenadas discretas foi usada para desenvolver

uma solugdo para o problema do Reverso de Temperatura, em dindmica de gases rarefeitos,

baseado no modelo McCormack para misturas bindrias. Os valores limites de Bl e ﬁg para

que ocorram as inversdes de sentido do gradiente de temperatura e do fluxo de calor de cada

gds em um canal plano foram determinados com precisdo de 6 digitos significativos. Como a

solugdo apresentada requer somente a solu¢do de um problema de autovalor e de alguns sistemas

lineares, o algoritmo € extremamente eficiente, rapido e facil de ser implementado. Mais uma vez

o método ADO mostrou-se muito preciso e eficiente para resolver um problema em dinimica de

gases rarefeitos.

ABSTRACT. An analytical version of the discrete ordinates method (ADO) is used to
establish a concise and accurate solution for the Reverse Temperature Gradient problem

in rarefied gas binary mixtures. The kinetic equations used are based in the McCormack

kinetic model. It presents the complete development of an analytical solution in the spatial

variable, in addition to numerical results for the critical values of latent heat for inversion

from the direction of the temperature gradient and the heat flux of each gas in the mixtures

Neon—Argon and Helium—Xenon. The algorithm is considered simple to elaborate and the

code developed (in FORTRAN) requires around the one second to execute in a computer
with Intel Core i3 - 2.30 GHz processor.

Keywords: reverse temperature gradient, ADO method, McCormack model.
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APENDICE A: ELEMENTOS PARA DEFINICAO DE EQUACOES

Aqui sdo listados os resultados necessarios para definir algumas equagdes no texto deste trabalho. Primeiro,
em relacdo a Eq. (2.5), os elementos do nicleo de colisdo sao

Kpo(c,0) =Kf ) (€ )+ Ky (¢, ) +KS () + Ky (¢0), ap=12,  (AD
onde
k(o) =1+ 201 -0 - n3 (> ~5/2))¢ (A2)
K2 (' 0) = 2/3)[1 -2 n{Y)(? = 3/2)( - 3/2), (A3)
Kf?ﬁ(c’,c):zwl[(c-cf (1/3)¢%), (A4)
K 0) = [(4/5)A1(c” —5/2) - n3)(P —5/2)¢ e, (A.5)
K3 (¢ e) = rian ) + 0P (7 - 5/2) + - 5/2))¢ -, (A6)
K2 (¢ 0) = 4/3)r ) (7 = 3/2)(2 = 3/2), A7)
K0y =2n3l(¢ ¢ — (1/3)* ¢, (A8)
K (e e) = (4/5)m (¢ ~5/2) (>~ 5/2)¢ (A9)
KQE(CCC)* 1+{2[1—n§1 - )( —5/2)}c ¢, (A.10)
K2 (e) = (2/3)[1 25" né‘f]( ~3/2)(*=3/2), (A11)
K. = 2132[(c )% — (1/3)%e, (A.12)
K (¢ ¢) = [(4/5)A2(c”* —5/2) ~ ) ~5/2)¢ e, (A13)
k(e e) = sfan!) + {2 ~5/2) + 2 —5/20)¢ e, (A.14)
K1<22)(c ¢) = (4/3)s* nzf(c —3/2)(c*—3/2), (A.15)
Kf?z)(cvc):m;f[( ) — (1/3)c*] (A.16)
c
k(e 0) = (4/5)n)) (¢? ~5/2)(2~5/2)¢ e (A.17)
Aqui foi usado
r=(mi/m)"? e s=(my/m)'? (A.18)
com
F=r/(142) e s =s52/(1+5%). (A.19)
Ainda,
o =1+n() -0} -0, @m=1+0 -0 -n}, (A.20)
ar=tan-nfl-nd M=temd -ng-ny, (A21)
onde
s =v¥ . (A22)
Seguindo McCormack [16],
16 m
Vi = ?—n‘;‘f ngQbl g, (A23)
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S ) n(0i2y - 20l,). (A24)

Vaoh = ]5*6 n::aﬁ )2%% (13*093.3 + %Q%ZB>7 (A.25)

Veh= 1?6 n;:‘f )2%‘"[3 (%Oﬁéiﬁ -2, (A.26)

=52

e Vah = % (mnff )3 (%;)3/211[31"22)‘3 (A.28)
com

Ty = s+ ( 145 L )2l — (g ) (5945~ 225 (A-29)

’ ’ mg  8mg ’ 2mg *

e, apds corregdo feita por Pan e Storvick [18],

55 5 1
B = Q0+ Tl — 00+ 508 (A.30)

(6
«,

r
Continuando,
me g = mamg /(mg +mg) (A3D)
e as fungdes Q2 sdo as integrais de Chapman-Cowling [7,8] que, para o caso de colisdes como esferas rigidas,
possuem a forma

Qs =305, Qup =120 e Q75 =204 (A32)
com | T 12
1 _ 1/ mklp 2
Qg = <2ma,ﬁ) (do+dg)*. (A33)

Aqui, conforme em todo texto do trabalho, k € a constante de Boltzmann, 7j € a temperatura de referéncia
e d; e dp sdo os diametros dos dois tipos de particulas.

APENDICE B: ELEMENTOS DO NUCLEO DE COLISAO

As componentes da matriz do nicleo de colisio K(&’, &) na Eq. (3.3) sdo as seguintes:

k(88 =1+ fi1(ELE)EE+2/3)1 -2 nih +2m](E7 ~1/2)(E2~1/2),  ®B.D)

k2(8.8) = [(4/5)A1(E2 —3/2) —nEE +2/3)[1 —2rn) — @] (E2~1/2), (B2
ki3(E,8) = fis(E,E)EE+(4/3)r nih +ni91(E7 —1/2)(E2 ~1/2), (B.3)
kia(8',8)=1r 771,2 + (4/5)71172(52 —3/2)]§'E + (2/3)[2r*m 2 *n<4)](§2 -1/2), (B4

)2

ka1 (E.6) = [(4/5)M1(E7 —3/2) —n3E'E +2/3)[1 —2rn) — @] (E7 ~1/2),  (B.S)

ka(8'.8) = 2/3)1-2r"n ]+ <1/3>wl+<4/5>m§'¢ (B.6)
ka3(8',8) = [\ + @/5mS (&7 =3/ + 2/3)2rnf) —nN)E7 - 1/2), B
koa(8.8) = (4/5m &'+ (1/3)[4r 0y + (Y], (B.8)

k31(8,8) = (& E)EE+@/3) s ny +ni1E7 —1/2)(E2 - 1/2), (B.9)
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k32(8.8) =[5y + (4/5)ns (62 ~3/2)1E"8 +2/3)2s"n!) —ni 12— 1/2),
k33(E.8) =1+ f33(8 . E)E'E +(2/3)[1 — 25" ny) + 2] (57 —1/2)(82 — 1/2),
k34(8'.8) = [(4/5)A2(E2 —3/2) — i NE'E +(2/3)[1 —25* ) — @] (2~ 1/2),

I(
ket (8,8) =i + @758 (€2 =328 e + (2/3) s ny — 1€ - 1/2),

kia(8',8) = (@5 e+ (1/3) s ns) +ni),
kiz(E,6) = [(4/5)M2(E7 —3/2) — )8 E + (2/3)[1 — 25" ny!) — @) (&~ 1/2)
(&
ksa(8',8) = (2/3)[1 - 2501+ (1/3)@ + (4/5)A:E'E.
Aqui foi usado
A ) =201 -n)] -0 E7 +E2-3)+ (4/5)A1(E” ~3/2)(E2 ~3/2),

fi3E.8) =2y + A IAE ~3/2)+E2 = 3/2+ (4/5)n 9 (67 ~3/2)(82 - 3/2),

Fia(E &) =2sn!) +snP) (€7 ~3/2) + 82 = 3/2) + (4/5)nS (€7~ 3/2)(E% - 3/2)

£3E &) =21 - - (€7 +E2-3) + (4/5)M(E7 ~3/2)(E2 - 3/2).

APENDICE C: MATRIZES DOS SISTEMAS LINEARES

As matrizes dos sistemas lineares dados pelas Egs. (4.25) e (4.26) sdo as seguintes:

(2) (1) ( %/z)n (2

=

-0y (12

i M2 1,2
ol | —02mE ema eond e
sl @oml ead  —amd |
son el —aoml) e
—amy @sa 2m? @/sm
B 0 0 0 0
| e esm —a2md s |
0 0 0 0
~G/MAnG 0 3R/ o
G/HA 0 G590
| e 0~y o
G/ 0 G/5% 0
3/5A 0 3/5m o
B 0 0 0 0
L esm 0 G/5m o
0 0 0 0

(B.10)
(B.11)
(B.12)
(B.13)
(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(C.1)

(C.2)

(C3)

(C4)
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