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Resumo. O pdlo terrestre estd em constante movimento. Tal movimento ocorre
pois o eixo de rotacao da Terra varia com respeito a figura da Terra. Neste trabalho,
primeiramente sdo discutidos os aspectos fisicos do movimento do pdlo. Posteri-
ormente, as componentes desse movimento sdo calculadas geometricamente, utili-
zando um rigoroso desenvolvimento matematico. Além disso, também é descrita a
matriz de rotagdo apropriada para calcular a transformagcao entre os dois sistemas
(o sistema convencional fixo a Terra e o instantaneo que representa o movimento
do pélo). Finalmente, as coordenadas do pdlo terrestre no periodo de janeiro de
2006 a abril de 2008 (parte medida e parte predita) sao plotadas e analisadas.

1. Introducao

O eixo de rotagao da Terra varia com respeito a figura da Terra, principalmente
pelas suas propriedades elasticas e interacao com a atmosfera, ocasionando o cha-
mado movimento do pdlo. Esse efeito influencia as coordenadas de todos os pontos
terrestres. Logo, o principal objetivo deste trabalho é realizar um estudo rigoroso
de tal efeito, contemplando aspectos fisicos e sua formulagao matematica.

2. Movimento do Podlo

O movimento do pdlo é a rotacdo do pdlo celeste verdadeiro (eixo de rotacao ins-
tantédneo) em relagéo ao pé6lo de um sistema de referéncia convencional fixo a Terra,
denominado Conventional International Origin (CIO), do Conventional Terrestrial
Reference System [2], [3] e [4]. A Figura 1 ilustra o sistema de coordenadas do
movimento polar. Como se trata de angulos pequenos, elas podem ser vistas como
coordenadas cartesianas préximas ao pélo de referéncia.

Os parametros de orientagao da Terra nao podem ser descritos por teoria, sendo,
portanto, determinados a partir de observagoes. Por um longo periodo, observagoes
astrondmicas foram utilizadas para esse fim, dentro do contexto de um servigo
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Figura 1: Coordenadas do movimento polar

internacional; inicialmente sob o auspicio do ILS (International Latitude Service)
e depois pelo IPMS (International Polar Motion Service), juntamente com o BIH
(Bureau International de [‘Heure). Em 1 de janeiro de 1988 essas duas agéncias
foram incorporadas no IERS (International Earth Rotation and Reference Systems
Service) que passou a realizar essas funcoes. Atualmente, as tecnologias utilizadas
nessa atividade sdo o VLBI (Very Long Baseline Interferometry), SLR (Satellite
Laser Range), GPS (Global Positioning System), LLR (Lunar Laser Range) etc [3].

O movimento polar afeta as coordenadas de todos os pontos terrestres. Fsse
movimento é causado por variacoes na distribuicdo de massa da Terra e de sua
atmosfera, as quais podem ocorrer devido a fendémenos meteorolégicos, geoldgicos e
geofisicos, tais como [4]

- Movimento da atmosfera e dos oceanos;

- Mudangas na distribuigdo de massa da superficie (erosio);

- Mudangas na crosta e nos fluidos (erupgoes vulcénicas, terremotos);

- Movimento entre a crosta terrestre e seu interior.

2.1. Breve historico

O fenomeno do movimento polar surge do fato de que o eixo de rotagao da Terra
nao coincide com o eixo de maximo momento de inércia (eixo de simetria). Euler
investigou esse fenomeno em 1765 e chamou-o de nutacao livre.

O movimento polar foi conhecido como um conceito tedrico por mais de 100
anos, antes que pudesse ser comprovado através de medidas. Em 1884, Kuestner
em Berlin detectou uma variagao do eixo de rotagao da Terra com uma amplitude
de = 0,2”. Isto conduziu a uma campanha observacional em 1891, onde uma série
de observagoes astronomicas feitas simultaneamente em Berlin e Hawai (AX 22 180°,
sendo A a longitude) foram analisadas. Os resultados mostraram uma amplitude de
0,5” em 14 meses [4].

Nesse mesmo ano, Chandler analisou algumas observagoes antigas e chegou a
conclusao de que o movimento polar é resultante de duas componentes: uma com
periodo anual e outra com periodo de 428 dias, posteriormente chamado de periodo
de Chandler. Embora houvessem dividas no comeco, estes resultados foram logo
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confirmados pelo experimento Berlin-Hawai. E, em 1892, Newcomb mostrou que
a elasticidade da Terra é responséavel pelo alongamento do periodo do movimento
polar de 304 dias (valor teérico para a Terra rigida) para 435 dias (valor observado
para a Terra real) [4]. A amplitude do perfodo de Chandler é de 0,2 arcsec. J4
o movimento anual, que ocorre devido & redistribuicao de massas pelos processos
geofisicos e meteoroldgicos, tem amplitude de 22 0,05 a 0,1 arcsec [2].

Outros componentes do movimento polar incluem a oscilagdo diurna (até agora
nao foi detectada, somente predita), e o chamado passeio polar, que é o movimento
secular do pélo. Durante 1900-2000, o eixo de giro da Terra se moveu = 0,004 arcsec
por ano na diregdo do meridiano de 80°0O[2]. A Figura 2 mostra o movimento polar
de Chandler de 1890 a 2000.
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Figura 2: Movimento polar de Chandler

2.2. Descricao matematica e fisica

O momento angular H pode ser expresso pelo produto do tensor de inércia C' e do
vetor de velocidade angular w, ou seja ([1] e [6])

H=Cw, (2.1)

Ixx Ixy Ixz
onde C' = IYX Iyy IYZ
Izy Izy Izz
Os termos da diagonal da matriz C' sdo chamados de momentos de inércia,
enquanto os termos fora da diagonal sao chamados de produtos de inércia.
Assim, considerando o tensor de inércia C' referido ao eixo principal, tem-se

A0 O
C=|0 B 0
0 0 C
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Sabendo que a equagao geral para a conservagao do momento angular é dada por
%—If +w x H = L, sendo que L representa os torques externos a Terra e, utilizando

a equagao (2.1), pode-se escrever %—If +wxH=L=Cw+wxH=L.

A 0 O w1 Awq
Como Cw = 0 B 0 wyg | = | Bwy | e
0 0 C w3 Cuws
ik
wx H=1 wp wo ws | =(C = Blwawsi + (A — C)wiwsj + (B — A)wiweak,

Aw1 ng Cw:;
tem-se
Adjl + (C - B)Wng == L1
Bd)g + (A - C)wlwg = L2 (22)
Cws + (B - A)w1w2 =13

onde wiy, wye ws sdo as velocidades angulares dos trés eixos de inércia, A, B e C
sao os momentos de inércia, wi, ws,e w3 sao as derivadas em relagao ao tempo dos
componentes da velocidade angular.

Assumindo que os torques externos nao influenciam o movimento do pélo, tem-se

L1=12=L3=0. (2.3)

Também pode-se assumir

A=B, (2.4)

isto é, que o corpo tem simetria equatorial. Logo, a equagdo (2.2) tem a forma

Ad}l + (C - A)WQW3 =0
Ad)g - (C - A)wlwg =0 . (25)
Cuws =0

O sistema de equagbes (2.5) é formado por equagoes diferenciais ordindrias
(EDO) lineares de primeira ordem. Resolvendo a 3% equagao, tem-se ws = const.
Substituindo u = %wg nas duas primeiras equagoes de (2.5), o seguinte sis-

tema de equacoes é obtido

Awq + (C - A)wgwg =0 N w1+ pwe =0 (2 6)

Ad)g — (C — A)w;»,wl =0 d)Q — Ui = 0 ’

O préximo passo é a solugdo do sistema de EDO dado por (2.6). Para tanto,
pode-se substituir a primeira equacao do sistema na segunda equagao. Da primeira
equacao, tem-se

. —w : —1
Py = —W] = Wy = —— = Wy = —.
W

Substituindo (2.7) na segunda equacdo de (2.6) tem-se

(2.7)
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Solucionando (2.8), tem-se
—? P =0=1r=—p? = r=+ui.
Portanto, as solucdes dessa EDO sao et e e # | A solucdo geral é dada por

w1 = €1 €os ut + co sin put. (2.9)

Como c1 e ¢y sao constantes, para outras duas constantes a; e as pode-se assumir
€1 = a1 C0Sas € cy = —aq sinag, assim

w1 = aq(cos ut cos ag — sin ptsinag) = wy = ag cos(ut + as). (2.10)
Para determinar wq, basta substituir o valor wq de (2.10) em (2.7). Assim

| .1
wy = Lt —ay(cos(ut + asz)) = —aq(cos pt cos ag — sin ut sinag))
noop 7

’

= —ay(—psinptcosas — pcos ut sinas),

portanto,
wo = ay(sin pt cos ag + cos pt sin as) = ay sin(ut + ag). (2.11)

Assim, de (2.10) e (2.11), a solugao é dada por

w1 = aj cos(ut + ag)
{ wo = ay sin(pt + az) ’ (2.12)

onde as constantes i , a1 e as podem ser interpretadas como freqiiéncia angular pu,
amplitude a; e fase as.

As equacoes acima descrevem o movimento circular do eixo de rotacdo da Terra.
Esse movimento pode ser determinado através da observagao de latitudes astronémicas
(Figura 3). Como as observacoes da latitude referem-se ao eixo instantineo de
rotacao, qualquer desvio entre esse eixo e o eixo de simetria serd detectado nas la-
titudes astronomicas, porque elas sao fixadas a observatorios, e que por sua vez sao
fixados a crosta. Observando a latitude astrondmica continuamente, o movimento
polar pode ser detectado [4].

Nas equacoes anteriores, foi discutida a parte fisica do movimento do pélo. Basta
agora calcular, geometricamente, as componentes desse movimento, como também
verificar qual é a matriz de rotagao apropriada.

A transformacgéo das coordenadas astronémicas e azimute do pélo celeste verda-
deiro (instantdneo) para o pélo de um sistema de referéncia terrestre fixo a crosta
terrestre (o CIO), é construida observando as Figuras 4 e 5 [2]. Seja ®;, At e A; a
latitude astronémica, longitude e azimute observados (instantaneos) na época t; e
seja @, A e A os angulos correspondentes com respeito ao pélo terrestre convencio-
nal (CIO), de forma que AP = & — &, AA = A — Ay AA = A — A, representem
as correcoes aos angulos observados. Essas corregoes sao angulos pequenos, como
ilustrado nas Figuras 4 e 5 [2].
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Figura 4: Relacao entre coordenadas astrondémicas observadas na época t e as co-
ordenadas do sistema de referéncia terrestre

As coordenadas polares, d e 6, foram colocadas na Figura 04 de forma que
zp, =dcosb, y, = dsinb. (2.13)
Para a latitude, utilizando o triangulo F-CIO-PI da Figura 15, tem-se

AP = dcos((180° — Ay) — 0) = d(cos(180° — Ay) cos + sin(180° — A¢) sin 6)
= d ((cos 180° cos Ay + sin 180° sin A;) cos 6 + (sin 180° cos A; — cos 180° sin A, ) sin )

como cos 180° = —1 e sin 180° = 0, tem-se AP = —d cos A; cos O + dsin A; sin 6.
Utilizando (2.13), tem-se

AD = —z,cos Ay + ypsin Ay (2.14)

Para o azimute, usando a lei dos senos no triangulo esférico CIO-O-PI da Figura
4, tem-se
sin(—AA)  sin(180° — A; — 0)
sind  sin(90° — ®)

(2.15)
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Figura 5: Relagao entre a longitude com respeito ao polo instantaneo e a longitude
com respeito ao CIO

Como o seno de um angulo pequeno é o préprio angulo, de (2.15) tem-se que

AA - _dsin(180° — A —0)  (sin(180° — A¢) cos 6 — cos(180° — Ay)sin )
B sin(90° — ®) sin 90° cos ® — cos 90° sin

= — 3 (sin Ay cos @ 4 cos A, sin 6),
cos

e utilizando (2.13), tem-se
AA = —(zpsin Ay + y, cos Ay) sec D. (2.16)

Finalmente, para a longitude, basta aplicar a lei dos senos no triangulo QRM
da Figura 5 [2]:
sin(—AA) _ sin90°

sin(—AA)  sin®, (217)

Utilizando o fato de que o seno de angulos pequenos é o proprio angulo, a equacao
(2.17) pode ser escrita como sin(—AA)sin ®; = sin(—AA) = AA =2 AAsind, e
utilizando (2.16), tem-se

1
AA = —sin®, ((xp sin Ay + yp, cos Ay) cos‘I)>

AN = — (zpsin Ay + y, cos Ay) tan . (2.18)

Com as férmulas (2.14), (2.16) e (2.18) é possivel determinar AP, AA e AA.
No entanto, também é possivel utilizar a matriz de rotagao para calcular a trans-
formagao entre os dois sistemas. Para realizar essa transformagao, o interessado

precisa ter a sua disposi¢@o os valores de zp, Y, € do Greenwich Apparent Sideral
Time (GAST, ou simplesmente GST).
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As expressoes para obtencao do valor do GAST estao descritas em [3] ¢ em [5].
Ja as coordenadas do pélo sao fornecidas pelo IERS, no boletim A, para usuérios
que necessitem dos parametros de orientagao da Terra em um passado recente ou no
futuro. O boletim B proporciona os valores finais. Ambos boletins estao disponiveis
no site do IERS.

A Figura 6 mostra a situagdo geométrica para a transformagado. A orientacao
do sistema convencional fixo a Terra é representado por (X,Y, Z)or. O eixo Zor é
direcionado ao pdlo terrestre convencional e o eixoX o1 ao meridiano médio de Gre-
enwich.

A posicao do pdlo instantdneo em relacao ao pdlo convencional é geralmente
descrita pelas coordenadas do pélo x, e y,. A orientagao do eixo Xc7 depende
diretamente da rotacdo da Terra e é determinada através do GAST [5]. A matriz
que transforma o sistema instantaneo para o sistema terrestre convencional é

S = RQ(—ZEp)Rl(—yp)Rg(GAST), (219)
onde
cos(GAST) sin(GAST) 0
R3(GAST) = | —sin(GAST) cos(GAST) 0 |, (2.20)
0 0 1
e, devido aos angulos pequenos,
1 0 =z
Ry(—xp)Ri(—yp) = 0 1 -y |- (2.21)

—Tp Yp 1

Maridisno
madio
Greanwich
- ____--- Equador
Convenc ional

Figura 6: Sistema terrestre convencional e instantaneo devido ao movimento do
polo
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3. Analises

Conforme apresentado, as coordenadas do pélo terrestre x, e y, sdo calculadas pelo
IERS. As coordenadas do periodo de janeiro de 2006 a abril de 2008 foram obtidas
nos boletins A e B. O boletim B foi utilizado para os dados calculados (janeiro de
2006 a margo de 2007) e o boletim A para os dados preditos (abril de 2007 a abril
de 2008).

Na Figura 7 (a) sdo apresentadas as coordenadas instantdneas do pédlo terres-
tre em relagdo a um polo fixo a Terra. As coordenadas polares, fe d, calculadas
conforme a equagao (2.13), foram plotadas na Figura 07 (b).
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Figura 7: (a) Coordenadas z, ¢ y, e (b) Coordenadas d e

Observando a Figura 7 (a), pode-se notar, conforme esperado, que o movimento
do pdlo ocorre de forma suave e ciclica.

Na Figura 7 (b) fica claro o movimento de Chandler, o qual é ciclico e estd de
acordo com a Figura 2.

4. Consideragoes Finais

Neste artigo foi discutido sobre um importante movimento terrestre, o movimento
do pdlo. Foi dada énfase aos aspectos fisicos e a formulacao matematica de tal
efeito, visando esclarecer e aprofundar os conceitos envolvidos.

Finalizando, na andlise realizada com os dados fornecidos pelo IERS, pode-se
confirmar o movimento de Chandler exercido pelo pdlo terrestre, evidenciando seu
carater ciclico.

Abstract. The terrestrial pole is in constant movement. This movement occurs
because the Earth rotation axis varies in relation to the Earth figure. In this
work, firstly the physical features of pole movement are discussed. Later, the mo-
vement components are computed geometrically, using a rigorous mathematical
development. Furthermore, it is also described the appropriated rotation matrix
to compute the transformation between the two systems (the system fixed to the
Earth and the instantaneous one that performs the pole movement). Finally, the
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terrestrial pole coordinates in the period of 2006 January and 2008 April (measured
and predicted parts) are plotted and analysed.
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