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Funcoes Matematicas Aplicadas a Determinacao
dos Pesos no Posicionamento DGPS!
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Resumo. Dentre as métodos de posicionamento GPS (Global Positioning System)
o DGPS (Differential GPS) tem grande destaque. Para que o usudrio possa re-
alizar o posicionamento aplicando corregoes DGPS é utilizado o MMQ (Método
dos Minimos Quadrados). Assim, algo muito importante a ser considerado neste
método é o peso dado a cada observagdo. Logo, partindo do principio de que os
satélites que tém maior angulo de elevagdo atravessam uma camada menor da at-
mosfera, pode-se assumir que as observagoes desses satélites tém melhor qualidade
e, portanto, devem ter um peso maior no ajustamento. Nesse artigo, diferentes
fungbes matematicas foram utilizadas para determinar os pesos das observagoes em
fungao do angulo de elevagao. As melhorias obtidas chegaram a até 27%.

1. Introducgao

O GPS (Global Positioning System) é um dos sistemas de posicionamento de maior
destaque dentro do Global Navigation Sattelite System (GNSS), que por sua vez en-
globa outros sistemas de posicionamento. A comunidade usudria de GPS desenvol-
veu ao longo de sua existéncia uma grande variedade de métodos de processamento
dos sinais provindos deste sistema. Dentre essas técnicas o DGPS (Differential
GPS) tem grande destaque.

Esse método pode ser utilizado em varias aplicagoes, como: navegacao, levan-
tamentos, atividades de engenharia, locagao, agricultura de precisao, etc. O DGPS
utiliza 2 receptores. Um dos receptores é instalado sobre um ponto de coordena-
das conhecidas e o outro é utilizado para levantar os pontos de interesse (receptor
ou estagdo mdével/usudrio). Assumindo uma alta correlagdo dos erros (ionosfera,
troposfera, etc.) em uma determinada drea de abrangéncia, corre¢oes podem ser
calculadas a partir dos dados da estacao base. Sendo que estas correcoes sao envi-
adas para a estagao mével por varios meios de comunicacao, dentre eles: links de
radio e, atualmente, utilizando protocolos de transmissao via Internet.

A estacao moével recebe as correcoes e as aplica as suas observagoes e realiza
o posicionamento. Este posicionamento é feito utilizando o MMQ (Método dos
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Minimos Quadrados). Assim, algo muito importante a ser considerado neste método
é o peso dado a cada observagao. Logo, partindo do principio de que os satélites que
tém maior angulo de elevacao com relacao ao horizonte atravessam uma camada
menor da atmosfera (grande fonte de erros no posicionamento por GPS), pode-
se assumir que as observagoes dos satélites mais altos tém melhor qualidade e,
portanto, devem ter um peso maior no ajustamento.

Neste sentido, este artigo descreve os conceitos basicos do DGPS, dando énfase
a sua formulacdo matematica. Além disso, sdo apresentados resultados obtidos com
esse tipo de posicionamento utilizando diferentes pesos nas observagoes.

2. DGPS

O DGPS foi desenvolvido inicialmente com o intuito de reduzir os efeitos provocados
pela Selective Availability (SA). E uma técnica usada para melhorar a acuracia
da posicao do receptor movel através da aplicagao de corregdes provindas de uma
estacdo de monitoramento GPS, chamada estagao de base (esta¢do de coordenadas
conhecidas). Essas corregoes podem ser enviadas ao usudrio através de um link
de rddio (Figura 1) [7] ou via Internet [8]. Diferentes procedimentos podem ser
utilizados para a geragdo das corregdes, como [7]:

- CorrecOes na posicao: a posigao da estacao base derivada do GPS é comparada
com sua posicdo considerada verdadeira. As corregoes da posicao AX, AY, AZ
sao transmitidas e utilizadas para corrigir a posicao do receptor moével;

- Corregoes na pseudodistancia - as pseudodistancias (secdo 2.1) observadas
(arquivos de observagao) de todos os satélites visiveis sdo comparadas com as calcu-
ladas a partir das coordenadas da estacao base e dos satélites. As diferencas e suas
variacoes sao transmitidas para o receptor mével para corrigir as pseudodistancias
observadas pelo mesmo. Este método prové os melhores resultados. No entanto,
devido a decorrelacao dos erros (ionosfera, troposfera e 6rbita), quando o receptor
movel se afasta da estacdo base, a acurdcia decresce =1m para cada 100 km [5].

Estacio

Figura 1: Conceito do DGPS

No caso das corregoes na pseudodistancia o calculo é feito da seguinte forma:
a partir das érbitas dos satélites GPS (posigao dos satélites) e as coordenadas da
estacdo base (conhecidas), faz-se o calculo da distancia geométrica entre a estagao
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base e o satélite para um determinado instante. Assim, com a diferenga entre as
distancias calculadas e as pseudodistancias contidas no arquivo de observagao, e
considerando também o erro do relégio do receptor que é diferente para a estagao
base e a estacao mével, tem-se a correcao que serd enviada ao receptor mével.

O DGPS ¢ uma técnica cujo processamento geralmente é realizado em tempo
real, porém o processamento dos dados apds a coleta pode ser realizado sem pro-
blema. No processamento em tempo real, as variagoes devem ser enviadas para o
receptor movel com suas respectivas corregoes, pois existe uma laténcia, ou seja,
um atraso das corregoes devido ao tempo de envio das mesmas [3].

2.1. Pseudodistancia

Os receptores GPS sdo capazes de realizar varios tipos de medidas. No entanto, a
mais simples de ser obtida é a pseudodistancia. Essa medida é obtida a partir da
correlagao entre o cédigo gerado pelo satélite no instante de transmissao do sinal (¢*)
e sua replica gerada no receptor no instante de recepgao (t,). Varios fatores podem
acarretar erros na determinagao da pseudodistancia, tais como: erros dos relégios
do satélite e receptor, refracao troposférica, efeitos ionosféricos, erro da orbita do
satélite, etc. Assim, o modelo matema&tico que representa a pseudodistancia entre
o satélite e o receptor na época t, é dado por [2] [6]

PD(t) = pi(t) — e(dt, — dt*) + IS + TF + dp + epps, (2.1)

onde

ps ¢ distancia geométrica entre o receptor no instante de recepgao do sinal e o
satélite no instante de transmissao, em metros;

¢ : velocidade da luz no vdcuo, m/s;

dt, : erro do relégio do receptor em relagao ao tempo GPS no instante de re-
cepcao, em segundos;

dt® : erro do reldgio do satélite em relagao ao tempo GPS no instante de trans-
missao, em segundos;

I? : erro causado pela ionosfera, em metros;

T? : erro causado pela refracdo troposférica, em metros;

dp; : erro causado pela 6rbita do satélite, em metros;

Epps : €ITO da pseudodistancia devido aos efeitos nao modelados e aleatérios.

2.2. Calculo das correcgoes das pseudodistancias

A partir dos termos referentes aos erros de troposfera (T'%), ionosfera (1), erros dos
relégios do satélite (dt®) e do receptor (dt,,), serd obtida uma corregdo para cada
pseudodistancia, restando apenas os erros residuais, que é dada por

Apr(ti) = PD;(t:) — p;(t:) — e(dty, — dt™), (2.2)

onde ¢; é o tempo na época especificada e p; é a distancia geométrica entre a estagao
base e o satélite no instante de transmissao do sinal ¢°. Assim que dados de novas

7

épocas ficam disponiveis, o processo é repetido e as variacoes das correcoes sao
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calculadas para serem disponibilizadas aos usudrios juntamente com as corregoes.
Logo, obtendo-se as corregoes Ap das épocas t; e t;41, por exemplo, pode-se calcular
a variagao da corre¢ao como

Ap(tiv1) — Ap(ts)

A (h) = PRI, (2.3)

2.3. Utilizando as correcgoes

No DGPS, o usudario que deseja utilizar as corregoes da pseudodistancia na época
tr em relagao a época ty deverd aplicar a seguinte corregao na pseudodistancia
observada

Ap(ti) = Dplte) + Ap(to)(tx — to), (2.4)

onde Ap(tg) é a corregao na época tg e Ap(tg) é a razao de variagao da corregio.
As corregoes (2.4) serao aplicadas nas pseudodistancias observadas da estagao
movel. Portanto, na estacido mével, as pseudodistancias corrigidas (PDcorr) serao
dadas por
PDcorr(t,) = PD:(ty) — c(dt,, — dt**) — Ap(ty). (2.5)

Assim, utilizando as observéveis corrigidas, tal como na equagao (2.5), o usuério
(estagdo mébvel) poderd determinar sua posicao [5]. Para tanto, é realizado um
ajustamento utilizando o MMQ.

3. Ajustamento pelo MMQ

O método de ajustamento utilizado para a determinagao das coordenadas da estacao
movel é o paramétrico. Visto que as equagées de observagdo ((2.1) para cada
satélite) nao sdo lineares, utiliza-se a lineariza¢ao do modelo matemético (equagao
(2.1)).

As coordenadas da estacao e as coordenadas dos satélites estao implicitas na
distancia geométrica entre a estacao e o satélite na equagao 2.1. No ajustamento,
as coordenadas da estacio mével X = (X, Y, Z)T e o erro do relégio do receptor sao
considerados incdgnitas. Ja as coordenadas dos satélites, bem como o erro do reldgio
dos satélites, sao obtidos nas efemérides fornecidas pelo IGS, e sao considerados
como constantes no ajustamento. Deste modo, para que se possa obter uma solugao,
deve-se ter no minimo 4 satélites observados em cada instante.

Assim, a matriz (A) design ou Jacobiana do ajustamento é dada pelas derivadas
das equagoes de observagao (2.1), considerando o método dos parametros do ajus-
tamento (ver [1] para maiores detalhes), em fungdo das coordenadas (pardmetros)
do ponto que se quer determinar.
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Na equagao (3.1), n é o ntimero de satélites observados em cada instante de
coleta e 7 refere-se ao ponto cujas coordenadas estao sendo determinadas.

Neste caso os erros de ionosfera e troposfera nao sao estimados, pois assume-se
que estes sdo eliminados pelas correcoes diferenciais. A derivada do erro do reldgio
do receptor deveria ser igual & velocidade da luz, mas se este valor for introduzido
na matriz A, esta se tornaria mal condicionada, o que acarretaria em problemas
no ajustamento. Deste modo, como pode-se verificar, na coluna 4 da matriz A foi
introduzido o valor 1, o que significa que no vetor dos parametros ajustados o erro
do relégio estara multiplicado pela velocidade da luz. J4 o erro do relégio do satélite
dt® é considerado conhecido e nao comparece na matriz A pois sua derivada é nula
[5].

O vetor das observagoes (Lb) é dado pelo conjunto de medidas feitas para cada
satélite pelo receptor movel.

Lb=|PD:' PDS ... PD:"|. (3.2)

Como o modelo é nao linear deve-se introduzir os parametros aproximados:
coordenadas aproximadas da estagdo mével e o erro do relégio do receptor (que
pode ser considerado como zero na primeira iteragdo). As coordenadas aproximadas
da estagao sao obtidas por um posicionamento por ponto simples [5].

Maiores detalhes do ajustamento podem ser encontrados em [1] e [5].

Como mencionado anteriormente, os sinais emitidos pelos satélites GPS atra-
vessam um caminho maior ou menor da atmosfera dependendo de sua elevacao com
relacao ao horizonte. Assim, os satélites com angulo de elevagao menor atravessam
uma camada maior. Logo, estas observagoes tém menor qualidade. Portanto, deve-
se dar maior peso as observacoes feitas para os satélites cujos angulos de elevagao
sao maiores. Na Figura 2 sao representados os angulos de elevagao de 2 satélites.
Note que nesse caso E2 é maior que E1, portanto deve-se dar peso maior para as
observagoes provindas do satélite 2.

Satélites GPS A&

_____________ e

Horizonte Receptor GPS

Figura 2: Angulo de elevagao dos satélites

No DGPS, em geral, considera-se observacoes de mesma qualidade, adotando a
matriz peso P igual a identidade (). Com o intuito de obter melhores resultados, é
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proposta a utilizacao de uma fungao matematica que represente os pesos em fungao
do angulo de elevagao dos satélites (F). Assim, a matriz peso é dada por

w(E) 0 - 0

0 wXE) 0 0

P=f(E)= : . . :
0 0 - w'(E)

Neste artigo foram utilizadas 5 fungoes matematicas. Na Figura 3 sao apresen-
tadas as funcoes e o comportamento de cada uma para o intervalo de 0° a 90°.
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Figura 3: Funcgoes matematicas utilizados para representar os pesos

As fungbes apresentadas na Figura 3 sdo dadas respectivamente por: (a): f(E) =

sin(E); (b): f(E) = cos(90° — E); (c): f(E) = E* (d): f(E)

E; (e): f(E) =eF.

As fungoes apresentadas acima foram utilizadas para determinar os pesos para
cada observagao de acordo com os angulos de elevacao dos satélites. Como pode-
se observar na Figura 3, a magnitude dos valores do eixo y de cada grafico sao
diferentes. No entanto, isto nao importa, pois 0s pesos sao relativos entre si.

Todas as fungoes apresentadas tém uma mesma caracteristica em comum, a
funcéo cresce de acordo com o crescimento do angulo de elevacao do satélite. O que
diferencia cada uma é quanto e a que velocidade o peso aumenta dentro do intervalo
de 0° a 90°. Assim, experimentos foram realizados para verificar qual destas fungoes
proporciona a melhor adequagao para a determinacao dos pesos no posicionamento
DGPS.
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4. Experimentos e Analises

Para avaliar o desempenho das fungoes citadas na secdo anterior foram realizados
experimentos utilizando estas fungoes para determinar os pesos das observagoes.
Nos experimentos foram utilizadas 3 estagoes GPS na cidade de Presidente Prudente
(PPTE), Rosana (ROSA) e Sao José do Rio Preto (RIOP) (Figura 4).
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Figura 4: Linhas de base utilizadas

Foram utilizados 2 dias de dados coletados em 28 e 29 de dezembro de 2006
(dias 362 e 363 do ano). O intervalo de gravagao utilizado foi de 15 s.

A estagdo PPTE foi utilizada como base no DGPS e as outras duas como estagoes
méveis. Assim, as linhas de base formadas foram PPTE-ROSA e PPTE-RIOP. Para
avaliar cada funcao utilizada foram calculadas as discrepancias das coordenadas
determinadas pelo DGPS, utilizando as mesmas, e as coordenadas verdadeiras da
estagao.

A Tabela 1 apresenta a média (M), o desvio padrdo (DP) e o erro médio
quadrético (EMQ) para as discrepancias obtidas com os resultados do DGPS con-
siderando a matriz peso como a identidade (I) e para o DGPS utilizando cada uma
das funcoes aplicadas a determinacgao dos pesos.
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Tabela 1: Resultantes médias das coordenadas para cada dia e linha de base.

I a b C d e

362 PPTE-ROSA (m)

M 1,343 1,152 1,038 1,037 1,135 1,236
DP 0,726 0,604 0,550 0,553 0,598 0,666
RMS 1,527 1,300 1,175 1,176 1,282 1,404
362 PPTE-RIOP (m)

M 1,616 1,363 1,197 1,188 1,460 1,481
DP 0,901 0,733 0,643 0,642 0,739 0,829
RMS 1,850 1,548 1,359 1,351 1,637 1,697
363 PPTE-ROSA (m)

M 1,379 1,196 1,100 1,100 1,180 1,273
DP 0,701 0,587 0,554 0,561 0,581 0,641
RMS 1,547 1,332 1,232 1,235 1,315 1,425
363 PPTE-RIOP (m)

M 1,776 1,48 1,290 1,275 1,460 1,618
DP 0,980 0,754 0,620 0,617 0,739 0,872
RMS 2,028 1,666 1,431 1416 1,637 1,838

Como se pode observar na Tabela 1 os melhores resultados em RMS foram
proporcionados pelas fungoes b e ¢. Assim, a seguir serdo apresentados gréficos para
melhor expor os resultados obtidos com essas funcoes para um dos dias utilizados
(dia 362).

A Figura 5 (a) e (b) apresenta as discrepancias resultantes, entre as coordenadas
consideradas reais (R) e as coordenadas obtidas no ajustamento, para cada instante
para o DGPS utilizando os pesos dados pelas fungdes matemaéticas b (R-b) e ¢ (R-
c), respectivamente, e para o DGPS sem utilizar as fungoes (R-I), considerando
o peso como I. Pode-se observar na Figura 5 que as funcoes b e ¢ apresentaram
melhorias. Sendo que as duas proporcionaram melhorias de magnitudes aproxima-
das. Na Figura 6 (a) e (b) sdo apresentadas as discrepancias para a linha de base
PPTE-RIOP.
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Figura 5: Discrepancia resultante para a linha de base PPTE-ROSA - comparagao
entre as fungdes I com as funcoes b e c.

Para a linha de base PPTE-RIOP as duas fungoes (b e ¢) também apresentaram
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Figura 6: Discrepancia resultante para a linha de base PPTE-RIOP - comparagao
entre as fungoes I com as funcoes b e c.

grandes melhorias, com resultados muito similares.

Para quantificar qual foi a melhoria proporcionada pelos pesos obtidos com as
fungoes b e ¢ foi calculada a porcentagem média das melhorias proporcionadas por
cada uma destas funcgoes, com relagao ao DGPS utilizando a matriz P = I. A Tabela
2 apresenta as melhorias para as duas fungoes e a diferenga entre os resultados
obtidos com as fungdes b e ¢ (¢ — b). Deste modo, pode-se notar na coluna (¢ — b),
que os valores maiores que zero mostram que a funcdo ¢ proporcionou os melhores
resultados. Ja quanto se tém valores negativos pode-se verificar que a funcao b
apresenta os melhores resultados.

Tabela 2: Melhorias das funcoes b e ¢ com relagao ao DPGS utilizando peso I e
comparagao entre b e c.

b C c-b b C c-b
PPTE-ROSA (m) PPTE-RIOP (m)
22,703 22,778 0,057 25,925 26,490 0,514

362 24,218 23,842 -0,279 28,644 28,685 0,037
23,043 23,018 -0,019 26,560 27,004 0,405

PPTE-ROSA (m) PPTE-RIOP (m)
20,179 20,198 0,019 27,387 28,230 0,842
363 [[ 20,878 10,920 -0,958 36,737 37,086 0,340
20,322 20,141 -0,181 29,460 30,197 0,738

Como pode-se observar na Tabela 2, na maioria dos casos os resultados obtidos
com a funcéo ¢ foram melhores que a funcao b.

Além disso, a melhoria média obtida chegou até aproximadamente 23% e 27%
respectivamente para as linhas de base PPTE-ROSA e PPTE-RIOP no dia 362.

5. Consideracoes Finais
Neste artigo foi exposta a teoria basica envolvida no posicionamento GPS utilizando

a técnica DGPS.
Foi discutido também que a qualidade das observagoes GPS tém uma alta de-
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pendéncia do angulo de elevacao dos satélites.

Das anélises feitas utilizando as fungdes matematicas a, b, ¢, d e e, pode-se ob-

servar que as funcgoes b e ¢ apresentam os melhores resultados. Sendo que melhorias

de

até aproximadamente 27% na acurdcia das coordenadas foram obtidas com a

utilizacao dessas fungées.

Finalmente, pode-se constatar que a funcao c foi ligeiramente melhor que a b.

No entanto, em termos praticos as duas podem ser utilizadas.

Abstract. Among the several positioning methods accomplished by GPS (Global
Positioning System), the DGPS (Differential GPS) has received a great attention.
To accomplish this kind of positioning, the LSM (Least Square Method) is used.
This way, a very important thing to be considered in this method is the weight
given to each observation. Considering that larger elevation angle satellites crosses
a smaller layer of the atmosphere, it can be assumed that the observations of
these satellites have better quality and, therefore, must have a larger weight in the
adjustment. So far, different mathematical functions were used to determine the
observations weights in function of the elevation angle. The improvements obtained
were up to 27%.
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