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Um Algoritmo do Tipo Lagrangeano Aumentado
para a Correcao das Equacoes do Problema de
Fluxo de Potencia
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Resumo. O problema de fluxo de poténcias em engenharia elétrica resulta em
um modelo matematico cuja formulacdo é um sistema de equagbes nao-lineares.
Quando ocorre carregamento excessivo nas barras do sistema elétrico, varias equagdes
nao apresentam raizes, originando uma formulagdo de minimos quadrados néo-
lineares com uma estrutura bem particular. Neste trabalho abordamos esse modelo
por meio de um método do tipo Lagrangeano Aumentado adequado & estrutura par-
ticular do problema. Testes numéricos mostram a eficiéncia da técnica empregada
comparada com uma implementacao padrao.

Palavras-chave. Programacao nao-linear, Lagrangeano Aumentado, Sistemas de
Poténcias.

1. Introducao

Algoritmos robustos e confiaveis para resolver as equacoes da rede elétrica tém sido
frequentemente sugeridos como alternativa ao método de Newton, o qual torna-se
invidvel em problemas de grande porte [12].

Este trabalho contempla o problema de fluxo de carga com carregamento ex-
cessivo. Neste caso, estamos assumindo que o sistema elétrico opera acima de suas
limitagoes. Do ponto de vista matemadtico isso representa um sistema de equagoes
nao-lineares sem solugao real.

Baseado em recentes avancos de otimizagado numérica [1, 5, 6, 4] e tirando pro-
veito da estrutura do problema, este trabalho propée um método para resolver o
problema de fluxo de carga com carregamento excessivo. Vale a pena ressaltar que,
em situagoes onde o sistema opera dentro de suas limitagoes, o método se resume
ao algoritmo de Levenberg-Marquardt para sistemas nao-lineares [13].

A abordagem esta principalmente baseada no método do Lagrangeano Aumen-
tado e nas idéias de Levenberg-Marquardt, que sao empregadas nas iteragoes in-
ternas. Neste caso, sob certas hipdteses, asseguramos convergéncia a pontos esta-
cionarios do problema central.
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O trabalho esta dividido como se segue: na Secao 2 apresentamos o problema
central, a saber, as equagbes da rede elétrica. As principais idéias e formulacoes do
problema proposto, bem como as principais teorias envolvidas, sao contempladas
na Secao 3. Na Secdo 4 apresentamos os resultados numéricos em problemas usu-
almente conhecidos na literatura especializada. Para finalizar, a Se¢ao 4 expde as
principais conclusoes deste trabalho.

Notagao: Rt ={zeR|z>0}. N={0,1,2,3,...}.

2. O Problema das Equacoes do Fluxo de Poténcia

Considere um sistema elétrico com nb barras e matriz de admitancia dada por Y =
G + jB, em que j = v/—1. Os elementos desta matriz sdo constantes mateméaticas
e apresentam sua propria representatividade intrinseca no sistema elétrico. Vamos
denotar as poténcias ativa e reativa de demanda, respectivamente, por Pid e Qf,
as quais sdo fornecidas pelo problema. Portanto, definindo ¢;; = cos(f; — ;) e
sik = sen(0; — 0y), as equagoes do problema de fluxo de carga em coordenadas

polares podem ser representadas pelo seguinte conjunto de equagoes nao-lineares:

Pel(V,0) = [GuV2+Vi Y Vi(Gikcir + Bixsi)) — Py
ke,
Q¢ (V,0) = [-BuVi+V; Z Vie(Gigsix + Birea)] — Q%
keQ;
em que 4 = 1,...,nb. As varidveis do problema sio V € R™ e § € R™, que

representam, respectivamente, a magnitude de tensao e o dngulo de tensao nodal.
O conjunto de indices €2; define a topologia do sistema, isto é, a conexao da barra
i com as demais, que por sua vez influencia diretamente a estrutura esparsa das
matrizes associadas ao problema. Maiores detalhes desta formulagdo podem ser
obtidos em [12].

Em sistemas elétricos com carregamento excessivo vérias equagoes do sistema
acima nao se realizam, dando origem a um problema de minimos quadrados nao-
linear. Em virtude de solicitagoes do sistema elétrico, algumas equagoes devem efe-
tivamente se realizarem, sendo, portanto, incorporadas como restrigoes de igualdade
no problema. Nesta formulacdo, atribuindo @ = (Vi,..., Vup, 01, ..., 0u) € R? as
variaveis, o problema central deste trabalho pode ser modelado como um problema
de minimos quadrados nao-linear restrito,

. 1
min < ||F(o)]?

s.a.  h(z) =0, &

em que F : R — RP b : R" — R™ e p+m = n. Se o sistema elétrico estiver
operando dentro dos limites de demanda, o problema se resume a encontrar x* tal

" £ ]
F(x* —0
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Na sequéncia, apresentamos o procedimento usado para resolver o problema
(2.1), o qual baseia-se nos métodos de Lagrangeano Aumentado [4, 5, 9] e Levenberg-
Marquardt para sistemas nao-lineares [6, 8].

3. O Método Corretivo para as Equacoes da Rede
Elétrica - Lagrangeano Aumentado

Nesta secao, apresentamos as principais idéias sobre o método proposto. Grande
parte das idéias aqui colocadas estao baseadas em recentes avangos na teoria de
Lagrangeano Aumentado, contemplando, entre outras coisas, a idéias do método de
Levenberg-Marquardt para as iteracoes internas.

Vamos definir a funcdo Lagrangeana £ 4 : R” x R x Rt — R para o problema

(2.1),
Lale A p) = SIF@IP + b3+ &) (32)

Com base nesta fungao, vamos apresentar uma versao do algoritmo Lagrange-
ano Aumentado [4]. Para isso, vamos considerar {e,},en € {vp}pen sequéncias de
numeros reais estritamente positivos convergindo para zero.

Algoritmo 1. Lagrangeano Aumentado - Iteragao Externa

Tome p1 > 0, g € R",—00 < Apin < Amaz < 400, [Ai]i € [S\mim;\mam}y para
i=1,....m, 1< <¢e(0,1) eye(0,1).

Passo 0. Faca l +— 1.

Passo 1. Escolha 7 = min{e;, vi||h(z;)||} €, comecando com x}_,, encontre x; tal
que B
IVaLla(z, A, )l < 70 (3.3)

Se h(x)) =0 e Vo La(xy, A\, pr) = 0 termine o algoritmo declarando que x; €
um ponto estaciondrio de (2.1) com multiplicador de Lagrange A\; associado.

Passo 2. FEstime o vetor dos multiplicadores de Lagrange por
Aip1 = A+ pih(a),
e escolha
[j\l+1]7l € [Xmlna j‘maw}a para 1= 1) cee, M

Passo 3. Se ||h(x))]loo < 7||h(z1-1)]lco entdo

Pl+1 < Pi,

sendo, escolha
piv1 € [Cupr, Capi]-

Passo 4. Faca x] =2, | — 1 +1

e volte para o Passo 1.
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Além da vantagem de resolver um problema restrito por uma sequéncia de
problemas irrestritos (ou pelo menos problemas mais simples que o original, ver
[1]), o método Lagrangeano Aumentado apresenta ainda boas propriedades de con-
vergéncia, conforme colocamos na sequéncia. Considerando {z} a sequéncia gerada
pelo Algoritmo 1 e z* um de seus pontos de acumulagao, os seguintes resultados se
verificam [1, 5]:

(i) z* é um ponto estaciondrio de
min ||A(z)]|? s.a. x€R?
(i) se z* é vidvel (h(z*) = 0) e o Jacobiano h'(z*) € R™*™ tem posto completo,

entdo z* satisfaz as condi¢oes Karush-Kuhn-Tucker do problema (2.1), ou
seja, € um ponto estacionédrio do problema original.

Em cada iteracao | do método de Lagrangeano Aumentado, que chamaremos de
iteragdo externa, precisamos encontrar x; que satisfaga (3.3). A fase para obter esta
solucao aproximada x; chamaremos de iteragao interna.

3.1. A iteracao interna

No Passo 1 do Algoritmo 1 precisamos encontrar z; que satisfaca a condigao (3.3).
Uma alternativa para obter x; que satisfaca esta condigao consiste em minimizar a
funcao Lagrangeana (3.2) em R™.

Neste trabalho, iremos tirar proveito das caracteristicas peculiares do problema
(2.1), obtendo um algoritmo orientado para a fase interna. Para isso, observe que

Laehp) = IF@I? +h@) A+ 5 )P

1 1 A 1
— - F 2 - h 2 )\ 2
SIE@I?+ 3IVh(z) + 27 = I

1 0 f
- 2'“%%]%35}

2
Entao, uma vez fixado A\; € R™ e p; € RTT, temos que

1
— AR
p

;’Ielﬁgl}w ‘CA(J;7)\lapl)

é equivalente a

min

1
TER™ 5 (34)

)

2
F(x) 0
h Ll R
Voih(z) N
que é um problema de minimos quadrados nao-linear.
Para resolver o problema (3.4) vamos observar o sistema nao-linear associado e

abordéd-lo pelo método de Levenberg-Marquardt [6, 8, 13], embora outros algoritmos
para este problema possam também serem empregados. Com estas consideragoes
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nao serao necessarias informagoes de segunda ordem do problema na iteragao in-
terna.

Vamos descrever o procedimento de um passo de uma iteragao interna: Considere
o sistema de equacoes nao-lineares G : R® — RPT™,

G(o) [ paya ] ;

0
A 1 ) (3.5)
vl

e denote por G'(x) € RP+™)x" ¢ Jacobiano de G avaliado no ponto z € R™. Como
em cada iteragdo externa precisamos calcular (3.3), é conveniente expressar esse
gradiente em termos da aplicagdo G:

VaoLla(z, i, p) =G (2)"G(z).

Para descrever o procedimento considere y; um iterado da iteragao interna.
Uma iteragao do método Levenberg-Marquardt encontra uma direcao déM e R”
minimizando o modelo quadratico de Gauss-Newton para G acrescido de um termo
de regularizacao, ou seja,

dEM = argmingeg. |G (y)d + G(yi)|1* + pxlld]?, (3.6)

em que pi > 0, denominado parametro Levenberg-Marquardt, é um escalar conve-
nientemente escolhido. Por conseguinte, o método prossegue fazendo uma busca
linear na direcao d%M a partir de yg.

Impondo as condigdes necessérias de primeira ordem para o problema (3.6),
temos que d,%M é solugao do sistema linear

(G'(ye)" G (yr) + I )d = =G ()" G ().

Note que, para resolver o sistema acima, precisamos da matriz G’ (y.)TG'(yx) €
R™ ™ 0 que nem sempre é uma pratica usual em virtude da dimensdo e estrutura
de G’ (yy,). Além disso, o niimero de condigao da matriz G'(y,)T G’ (yx) é o quadrado
do nimero de condigao da matriz G'(yx) [7].

Uma abordagem eficaz para contornar esta dificuldade consiste em considerar
o problema (3.6) como um problema de minimos quadrados linear (PQML) [7], ou

seja,
2
i G'(yr) G(yk)
min k k 3.7
deR” H [ /rikl d+ 0 . ( )
A partir desta formulacao, pode-se usar procedimentos adequados aproveitando a
estrutura da matriz

G R p+m+n n
V Mk?I

Apesar da simplicidade, o método de Levenberg-Marquardt apresenta proprie-
dades de convergéncia bem favoraveis, garantindo, em cada iteragao interna, con-
vergéncia para um ponto estaciondrio do problema (3.4) [8, 6, 13] e, consequente-
mente, o cumprimento da tolerancia (3.3) em algum passo finito da iteracgdo interna.
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A escolha do parametro pi: O parametro pu; no método Levenberg-Marquardt
tem influéncia essencial na convergéncia dos iterados. Para o caso em que a sequéncia
da iteragdo interna {yi} converge para um ponto y. que seja raiz do sistema nao-
linear (3.5), uma escolha razodvel para uma iteracéo k é p, = p||G(yx)||, para algum
i > 0. Sob hipéteses usuais, entre elas G(y.) = 0, prova-se que com esta escolha a
sequéncia dos iterados {yx} apresenta convergéncia localmente quadratica [6]. En-
tretanto, como também estamos admitindo convergéncia para um ponto y, que nao
seja uma raiz de G, serd incorporada a filosofia de Barzilai-Borwein [3, 4, 11] na es-
colha do parametro py. Portanto, fixado iy > 0, o parametro Levenberg-Marquardt
serd escolhido como

M = mln{ﬂ?HG(yk)”v Mauz}a
em que fiqyx € obtido baseado nas idéias de Birgin e Martinez [4]. Assim, fixados
0 < Omin < Omazs
Hauz = maX{Umina min{o—maza 0k}}7

em que oy é escolhido de maneira que a matriz (G'(yx)T G (yx) + orI) esteja o mais
préximo possivel de satisfazer a equagao secante [9]. Consequentemente, conhecendo
dois iterados consecutivos de uma dada iteragao interna, digamos yrp_1 € yi, €
definindo

2 = G'(ye) "G yr) — G (yr—1)" G (yr-1) (3.8)
e
Sk = Yk — Yk—1, (3-9)
temos que
o = argmin [[(G'(yx)"G(yr) + o1)sr — yill*.
ceR

Deste problema obtemos uma expressao fechada para o parametro oy:

(Zlc — Gl(yk)TG/(yk)sk)TSk
sfsk
2k sk — |G (y)si|l”

T
St Sk

O —

O algoritmo da iteracao interna é descrito com se segue. Para isso, vamos
presumir que estamos em uma iteracao externa l, e, portanto, sao conhecidos zj_; €
Rn, T, )\l € pr.

Algoritmo 2 (Iteragao Interna). Tome fi;,fia > 0, 0 < Opmin < Omaz < 00,
m,ne, B3 € (0,1). Fagayo — xj_; ek 0.

Passo 1. Considere G como em (3.5) e calcule G(yi) e G'(yr). Se ||G'(yx)G (yr)| <
T, entdo pare a iteragdo interna e faca x] < yi (satisfazendo (3.3)).

Passo 2. Se k =0 faca o, = f1]|G(yx)||. Sendo, obtenha zx e s como em (3.8)
e (3.9), respectivamente, e calcule

2 sk — |G (yw) sk ®

T
Si. Sk

Ok
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Passo 3. Escolha de py,: Considere oy, = min{max{cmin, 0k}, Omaz} € faca
p = min{ 72| G (yn) |, paua }- (3.10)
Passo 4. Encontre dﬁM solugao do PQML:
ABII G () + Gl |2 + g,

Passo 5. Se ||G(yx + dEM)|| < mi||G(yx)|| faga ty = 1. Sendo, calcule
tr, = argmax{f‘|i = 1,2,...} tal que

G (yr + trdi™)[1> < G (yr)I? + 2ten2(di ™) G (ye) T Gyi)-

Passo 6. Fac¢a yr11 = yx + tkdéM, k — k+1 e volte para o Passo 1.

Vale a pena ressaltar que o Passo 5 do algoritmo acima é uma busca linear
na direcao déM . Com este procedimento, garantimos convergéncia para pontos
estaciondrios do problema (3.4) [6, 8], e, consequentemente, asseguramos que a
condigao (3.3) do Passo 1 da iteragao externa (Algoritmo 1) serd satisfeita apds um
numero finito de iteragdes do Algoritmo 2.

4. Resultados Numeéricos

O objetivo desta secao é apresentar os testes computacionais realizados com método
o proposto. Os testes referem-se a problemas padroes IEEE [12] em sistemas de
poténcias, conforme listados na Tabela 2. O sistema SSB 340 corresponde ao sis-
tema simplificado Sul-Sudeste brasileiro [2]. A implementagdo foi desempenhada
no ambiente Matlab 7.0 [10].

Os parametros do algoritmo, tanto para a iteragao externa como para a interna,
sao apresentados a seguir. Sempre que possivel, procuramos usar valores sugeridos
nos artigos especializados [4, 6, 8].

Pardmetros para iteracio externa: {e,} = {v}, = {1071 /2P},cn, p1 = 100, Appin, =
—10'0 Npaz = 1010 25 = (1,..., DT, Ay = (0,...,0)7, (1 = (o = 10 e y = 0.25.
Tolerancia para admitir a convergéncia: ||VL(z4, A)|l0o < 1073,

A atualizacdo de A4, na iteracdo externa (Algoritmo 1) foi feita resolvendo-se
o problema de minimos quadrados linear,

h/(l‘l)Tj\l_._l = 7FI(:L'1)TF(’II).

Parametros para iteracdo interna: pu; = 107° e = 10, opmin = 5 X 1074, Oras =
2 x 102, n; = 0.99995, 1y = 1072, B = 0.8. Méximo de iteracdes internas: 150.
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Tabela 1: Dimensao dos problemas testados.

Numero de Varidveis

Problema n P m
IEEEG 9 7 2
IEEE14 22 20 2
TEEE30 53 41 12
IEEE57 106 74 32

IEEE118 201 181 20
SSB340 626 420 206

Para efeito de validagao do algoritmo, comparamos o método proposto neste
trabalho com o método de Newton com busca linear [9] aplicado diretamente &
fungao Lagrangeana do problema (2.1),

£(r,3) = S| F@)IP + A h(e).

Neste caso, a diregao de Newton d{cv € R™™ ¢ obtida resolvendo-se o sistema linear,
Wkd = —Vﬁ(mk, )\k),

em que

W = v2£(1’]€7 /\k) c R(n-{-nb)x(n-‘rm).

Desta forma, a partir de iterados xj e A\x, 0 método de Newton procede fazendo uma
busca linear na direcao dfcv , com parametros iguais aos do Passo 5 no Algoritmo 2.
Admitimos um nimero maximo de 150 iteragoes de Newton.

Os resultados estao apresentados na Tabela 2. A nomenclatura NIT representa
o numero total de iteragoes. Assim, a(i1,i2) significa um total de a iteragoes, ou
seja, a = i1 +1i9, em que i1 é o nimero de iteragdes na primeira iteracao interna e iy
o da segunda iteragao interna. Para representar o nimero de avaliagoes da funcao
de mérito [9] na busca linear usamos NAV.

Podemos observar nos resultados que o método proposto sempre converge para
a solugao obtida por Newton. Esta é uma caracteristica relevante, pois métodos
que usam apenas informagao de primeira ordem nem sempre sao robustos do ponto
de vista de convergéncia. Nos Problemas IEEE57 e SSB340 a dire¢ao de Newton e
a direcao do gradiente tendem a ortogonalidade em virtude da matriz Hessiana do
Lagrangeano, Wy, tornar-se excessivamente mal-condicionada.

Embora nao seja o objetivo do trabalho comparar desempenhos, observamos que,
apesar do ntumero razoavel de avaliacao da funcao, o método proposto mostrou-
se competitivo em sistemas de pequena e média dimensao, sendo promitente a
realizacao de experimentos em problemas reais, onde as dimensoes sao maiores.
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Tabela 2: Desempenho do método.

Método Proposto

Problema | NITT NAV  ||[F(zd)l  IVL(ze, M|l
IEEE6 11(9,2) 38 1.8 x107T 57 x107°
IEEE14 | 6(6) 11 94 x1072 82 x1074
IEEE30 | 8(8) 20 3.5 x1072 6.2 x107*
IEEE57 | 11(9,2) 19  19x107%2 6.5 x107*
IEEE118 | 24(24) 133 4.5 x107! 59 x107*
SSB340 77(70,7) 328 1.6 3.2 x10™4

T a(b, ¢) representa b iteragdes na primeira iteragao interna, ¢ iteragdes na segunda

iteragao interna e assim sucessivamente, correspondendo ao total de ¢ (= a + b) iteragdes.

Método de Newton

Problema | NIT NAV  [|F(x,)|  [[VL(z«, A
IEEEG6 7 7 1.8 x107 ! 5.3 x 107°
IEEE14 10 10 94 x1072 2.6 x10~*
IEEE30 |8 8 2.9 x1072 6,5 x107°
IEEE57 | Max - 2.6 x107' 3.5 x107!
IEEE118 | 12 16 4.5 x107' 2.2 x10~*
SSB340 Max  — 33.4 93.9

5. Conclusoes

A metodologia proposta neste trabalho apresentou resultados robustos em termos de
convergéncia a solucao dos modelos testados. E importante enfatizar que, embora
em alguns problemas realize mais iteragoes que o método de Newton, sua formulagao
nao exige o calculo da matriz Hessiana e os sistemas lineares envolvidos sao de
dimensdo menores e com estrutura favoravel. Além disso, comecando com \; =
(0,...,0)T € R™ no Algoritmo 1 e assumindo que o ponto de acumulagao z* é uma
raiz de F', o método se resume ao Levenberg-Marquardt usual, apresentando neste
caso convergéncia localmente quadratica.

Testes numéricos adicionais e otimizacao da implementagao direcionando para
aplicacOes em sistemas de grande porte, podem, eventualmente, mostrar a efetivi-
dade do método proposto em relacao as técnicas usuais em sistemas de poténcias.

Em trabalhos futuros, pretendemos incorporar informacoes de segunda ordem
baseadas em atualizagoes secantes nos modelos envolvidos. Neste caso, a formulagao
do problema de minimos quadrados nao-linear (2.1) representaria com mais fideli-
dade o problema central.
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