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Resumo. No estudo das questoes de estabilidade de métodos numéricos é de
fundamental importancia o comportamento dos zeros do polinébmio caracteristico
associado ao método. Neste trabalho analisaremos uma conjectura que fornece a
Ao estabilidade do método numérico e demonstraremos sua validade no caso em
que o polindmio analisado é reflexivo.
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1. Introducao

O comportamento dos zeros dos polinémios algébricos é uma das subareas classicas
da Analise. Varias celebridades como Gauss, Cauchy, Hermite, Jensen, Dieudonné,
Polya e Obrechkoff contribuiram nesta &rea. Além disso, esta teoria é de grande
importancia no estudo da estabilidade de métodos numéricos para equagoes dife-
renciais ordinérias, que fazem parte de uma area em crescente expansao. Dentre
tais métodos, os multiderivadas de passo miiltiplo, originalmente introduzidos com
o objetivo de obter métodos com menor ntimero de passos e melhor precisao, por
possuirem boas propriedades de estabilidade, como grandes regices de estabilidade
absoluta, sao indicados para resolver problemas stiff, que dizem respeito a problemas
com repentinas mudancas de dindmica.

Uma classe de métodos multiderivadas de alta ordem, chamada de métodos
(K, L) de Brown, foi apresentada em Brown [1] e caracteriza-se por possuir uma
grande subclasse de métodos A-estaveis. A construgao explicita e a dedugao de
algumas propriedades importantes desta classe foram apresentadas por Jeltsch [2].
Além disso, um resultado interessante demonstra que Ag estabilidade dos métodos
(K, L) de Brown esta relacionada ao polindmio

Py(2) = (an +7)2" + an_12" "' + ... + ao,
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sendo v um parametro real variando de 0 a co e Py(z) o polindmio caracteristico dos
meétodos (K, L) que fornece a zero-estabilidade. Em Meneguette [4], demonstrou-se,
usando o teorema de Enestrém-Kakeya, que os coeficientes de P, (z) s@o positivos,
satisfazendo, para n < K,

1. 0<ag<a; <...<ap_1 mMas a, < a,_1;

2. 2a5 < ajy1 para 0 < j < K7

onde .
L+1
KL = min {2L+1 + ].7 ceey (—’—Lil’) + L}7
. ) L+ 1 L+1
KL:mm{QL—i—l,...,(ﬂ/z—l—L

e L representa o grau da derivada dos métodos numéricos (K, L).

Se v > an—1 — an, todos os zeros de P,(z) encontram-se no disco unitéario,
como conseqiiéncia do teorema de Enestrom-Kakeya. Se 0 < v < an—1 — apn, O
comportamento dos zeros ainda nao é conhecido. De uma maneira geral, temos,

entao, a seguinte conjectura, que é um problema que encontra-se em aberto em
Meneguette [5]:

n
Conjectura 1.1. Sejam P(z) = Zaizi um polinémio tal que
i=0

O0<ap<ar <...<ap_1 eap <ap_1,

cujos zeros encontram-se no disco unitdrio, e P'(z) com os coeficientes ordenados.
Entao, os zeros do polinémio

Py(2) = (an +7)2" + an—12""" + ... + ag
encontram-se no disco unitdrio, para todo v > 0.

Até o presente momento, o autor desta conjectura nao obteve respostas a
respeito de sua validade ou ndo. Além disso, ela esta sendo objeto de estudo da
pesquisa de doutorado da autora deste trabalho. Portanto, apresentaremos aqui
alguns resultados obtidos através de condigoes adicionais sobre os coeficientes do
polinémio apresentado na conjectura.

Analisaremos, entdo, o caso em que o polinémio P(z) é um polinémio reflexivo,
isto é,

a; = an—q, a; >0(1=0,1,2,...,n),
onde
a0 < a1 < ... < Ap_1 € Ap_1 > QAp.

Mas como P(z) satisfaz as hipoteses da Conjectura 1.1, temos que

apg < a; =ag = ... = QAp—1 € Ap—1 > An = AQ.
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Através desta pesquisa foi possivel chegar a um resultado mais amplo, nao sendo
necessario estabelecer que P’(z) tenha seus zeros no disco.

Além disso, se P(z) esté sujeito a estas condigdes, seus zeros encontram-se sobre
o disco unitario, sendo, portanto, um caso critico da conjectura, ja que qualquer
perturbacao dos coeficientes acarretaria numa perturbacao dos zeros.

Portanto, mostraremos que para qualquer v > 0, o polinémio

sujeito as condigbes da Conjectura 1.1, possui seus zeros no disco unitario e en-
contraremos uma condigdo sobre 7 para que o polinémio P,(z), sujeito apenas a
condicao de P(z) possuir todos os seus zeros no disco, tenha também seus zeros no
disco unitario.

Apresentaremos, a seguir, alguns resultados que serao tteis no desenvolvimento
deste trabalho.

2. Resultados Importantes

No estudo das questoes de estabilidade de métodos numeéricos, muitos resultados
classicos sobre zeros de polindomios, que podem ser encontrados em Marden [3],
sao de fundamental importancia. Por exemplo, o famoso resultado de Dahlquist
estabelece que um método linear de passo miltiplo é convergente se, e somente se,
é consistente (ordem pelo menos um) e zero-estavel, que diz respeito aos zeros do
polinémio caracteristico do método se localizarem no disco unitario e os de médulo
um serem simples.
A seguir apresentaremos resultados que nos permitem determinar a quantidade
de zeros de um polindémio no disco unitario. O primeiro deles é o teorema de
Enestrom-Kakeya.
n

Teorema 2.1 (Enestrom-Kakeya). Seja P(z) = Zaizi um polindmio cujos coefi-
i=0

cientes a;, i =0,1,...,n, satisfazem

O0<ag<a; <...< ay.
Entao, P(z) possui seus zeros em |z| < 1.

Suponhamos que o polindémio P(z) tenha p (p < n) zeros em |z| < 1.
Associado a ele sera considerado o polindomio

n

Pe=p(1)= ; o[- %),

j=1
sendo seus zeros zj, em relagdo ao disco unitéario, os inversos dos zeros z;, de P(z),
. 4 * 1
1sto €, 2, = —.
z

k
Logo, qualquer zero de P(z) que possui modulo um é também zero de P*(z) e
se P(z) nao tem zeros em |z| = 1, P*(z) também néo tem zeros em |z| = 1.
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Além disso, se P(z) nao tem zeros em |z| =1 e p zeros em |z| < 1, entdo P*(z)
possui n — p zeros em |z| < 1.
Seja agora a seqiiéncia de polinémios

com j =0,..,n—1.

Entao,
0 = oald oD 0D, o)
Em cada polinémio P;(z) o termo constante aéj ) ¢ representado por §;. Assim,

81 = lag[* = la ;| = ag™"

com j=0,...,n—1.

Lema 2.1. Considerando ag # 0, se P; tem p; zeros em |z| < 1 e se §j41 # 0,
entdo Pjy1 tem

1 . . .
pj+1 = 5i{n —j —[(n —j) = 2p;lsinal(6;+1)}
zeros em |z| < 1. Além disso, Pj11 tem os mesmos zeros em |z| = 1 que P;.

A demonstragdo deste lema pode ser encontrada em Marden [3].

Teorema 2.2. Se |ag| < |ay|, ag # 0, P(2) tem todos os seus zeros no disco
unitdrio se, e somente se, Py (z) tem também todos os seus zeros em |z| < 1.

A demonstracao deste resultado segue do Lema 2.1 e mais detalhes podem ser
encontrados em Schur [6] e [7].

Em seguida apresentaremos condi¢oes sobre  para que P, (z) tenha seus zeros
no disco unitario.

3. Conclusao

n
Consideremos P(z) = g a;z* um polinémio que possui todos os seus zeros no disco
i=0
unitario tal que
a; = Ap—j, Q5 > 0 (Z = 07 17 2a "'an)a

onde
ap < a; = .. =Qap-1, GAapn—1>0ap =Qag
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e Py(z) = P(z) +~vz", v>0.
Sejam os polinomios Py'(z) e Py (2) (relacionados a P(z) e P,(z), respectiva-
mente) representados por

Pl*(z)zz(l)nllePl'y Z 1)nlz
i=0 i=0
onde os coeficientes a(l) e a(g 1=0,. — 1, sao dados pela expressao (2.1).
Como v > 0, segue que |ag| < |an, —|— 7\ As51m o Teorema 2.2 pode ser utilizado

para P, (z).
Observemos que

1 1 1
yly*a;)zq—" —ag’% —Yanp-1 € aéi —v(v + 2ay,).

1 1 . ~ ~
Se _a((%)y > —ag %, os coeficientes de —Pf_ (z) estdao ordenados e entdo, pelo
Teorema de Enestrom-Kakeya, os zeros de Py (z) encontram-se no disco unitério.

Mas para que isto ocorra devemos ter
1 1
(—a§)) — (—a$)) = (v + 2, — a_1) 2 0.

Portanto, para v > a,—1 — 2a,, temos que o polindémio P,(z) possui os zeros no
disco unitario.

No caso do polinémio reflexivo estar sujeito as condi¢oes da Conjectura 1.1, isto
é, sendo P(z) um polindmio cujos zeros encontram-se no disco unitario e P/(z) com
os coeficientes ordenados, temos

2an — Op-1 2 Oa

sendo n > 1.
Logo, para qualquer v > 0, temos que os coeficientes de Pl*’,y(z) estao ordenados.
Analisaremos o caso em que v < a,_1 — 2a,.
Observe que

1 1
(—aé,i) (— 2)1,7) = (v +2a, —a1)
= (v +2an —an-1) <0.

Portanto, (1) < agll)lw

Utlhzando uma das relagoes das férmulas de Vieta, temos

nflagvl)lry
Cl<2---<n—l = (71) 1

ag 4

onde (;, 7 =1,...,n — 1, sdo os zeros de P (z). Logo,

(1)
C1GarnCna| = |(—1) 1 Enta
12 ?’Ll (1)

@0,y

9
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ou seja,

|C1]-1Cal-[Cn1] > 1,

e chegamos a conclusio de que pelo menos um dos zeros de Py () encontra-se fora
do disco unitario.

Portanto, os zeros de P,(z) encontram-se no disco unitario quando
Y Z anp—1 — 2an~

Com isso, temos a demonstragdo do seguinte resultado:

Proposicao 3.1. Seja P(z) um polindmio reflexivo que possui seus zeros no disco
unitdario cujos coeficientes satisfazem

O<ap<ar=as=..=ap_1 € ap_1 > Gn = Q.
Os zeros de Py(z) = P(z)+~z", paray > 0, encontram-se no disco unitdrio quando
Y= -1 — 2a,.
4. Exemplos

A seguir apresentaremos alguns exemplos que ilustram os resultados obtidos.

Exemplo 4.1. Seja
P(z) =2 +322 +32+1,

cujos zeros encontram-se no disco unitdrio (z = —1). O polinémio
P (2)=(1+7)2*+322+32+1

possui todos os seus zeros mo disco quando vy > an—1 — 2a, = 1, como podemos
observar na Figura 1.

Figura 1: Comportamento dos zeros de Figura 2: Comportamento dos zeros de
Pyz) = (1479224322 +324+1, Pyz)=147)2"+223+222+22+1,
0<~vy<1L v =0.
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Exemplo 4.2. Seja
P(2) = 2* + 223 + 222 4 22 + 1,

cujos zeros encontram-se no disco unitdrio. O polinémio
P (2)=(1+7)z* +22° + 222 +22+1

possui todos os seus zeros mo disco quando vy > an—1 — 2a, = 0. A Figura 2 mostra
tal comportamento.

Exemplo 4.3. Seja
P(z) =2 +222 422 +1,

cujos zeros encontram-se no disco unitdrio. O polinémio
P (2)=(1+7)22+222+22+1

possui todos os seus zeros no disco quando v > 0, como podemos observar na Figura
3.

Exemplo 4.4. Seja
P(z) = 2.22% + 62% + 62+ 2.2,

cujos zeros encontram-se no disco unitdrio. O polinémio
Py(2) = (22 +7)2% + 622 + 62 + 2.2

possui todos os seus zeros no disco quando v > 1.6. A Figura 4 ilustra este caso.

Figura 3: Comportamento dos zeros de Figura 4: Comportamento dos zeros de
Py(z) = (147)23 422242241, > 0. Py(2) = (22 +7)2% + 622 + 62 + 2.2,
0<~vy<1.6.

Abstract. In the questions of stability of numerical methods is of fundamental
importance the behavior of the zeros of characteristic polynomial associated to the
method. In this work we will analyze one conjecture that supply the Ao stability
of the numerical method and we will demonstrate its validity in the case that the
analyzed polynomial is reflexive.
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