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Resumo. Neste trabalho, apresentamos uma demonstragao simples, completa e
acessivel (inclusive a alunos de graduagio de Ciéncia da Computagao) do fato de
que o problema de Alinhamento de Seqiiéncias Biolégicas é NP-dificil, baseada na
demonstragao de Wang e Jiang [10], um resultado freqiientemente citado, mas com
a prova normalmente omitida.

1. Introducao

A maneira tipica para comparar seqiiéncias bioldgicas (que é uma das mais corri-
queiras tarefas em Biologia Computacional) é construir, a partir das seqiiéncias de
interesse, um alinhamento de tais seqiiéncias.

Intuitivamente, um alinhamento é uma forma de inserir espacos nas seqiiéncias
de maneira que elas fiquem todas com o mesmo comprimento (vide Figura 1).

TAGGTCA
TAGCT_A

Figura 1: Alinhamento entre TAGGTCA e TAGCTA.

Alinhamentos de interesse sao aqueles que exibem, de maneira explicita, quais
foram as regides preservadas ou alteradas durante o processo evolutivo (e.g., via
mutagdo) e, para isso, costuma-se atribuir pontuagdes a alinhamentos e a tratar o
problema de construir um alinhamento entre vérias seqiiéncias como um problema
de otimizacgao.?

As aplicagoes de alinhamentos sdo inimeras [7] em Biologia Computacional, va-
riando desde a simples observacao de regioes mais propensas a mutacao ou a estabi-
lidade até servir como ponto de partida para a construcao de Arvores Filogenéticas
(“Arvores Evolutivas”), que é outro pilar da Biologia Computacional.

Alinhamentos sao, portanto, de inestimavel importancia e, freqiientemente, os
alinhamentos necessarios para bidlogos consistem de véarias seqiiéncias.

Lrbrito@{mackenzie,ime.usp}.br. Durante a elaboragio deste trabalho, o autor recebeu apoio
financeiro do CNPq.

2Para efeitos praticos, é costumeiro tratar o problema como um problema de maximizacio,
enquanto, para efeitos tedricos, é usual tratar o problema como um problema de minimizagao.
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Infelizmente, nao se conhece um algoritmo que seja eficiente para construir
alinhamentos 6timos de varias seqiiéncias. Os algoritmos conhecidos para resolver
o problema de otimizagao de encontrar um melhor alinhamento de k seqiiéncias de
tamanho n cada tém complexidade de tempo e de espago (n*), que é insatisfatério
do ponto de vista pratico [4, 6].

Toda a dificuldade em obter algoritmos rédpidos para encontrar alinhamentos
Otimos obviamente nos conduz & pergunta de se é possivel, de fato, desenvolver
algoritmos que sejam répidos (mais precisamente, de tempo de execugdo polinomial
no tamanho da entrada) para o problema de alinhar védrias seqiiéncias (doravante
denotado por Problema AVS). Uma questdo um pouco mais ambiciosa é descobrir
nao apenas se é ou nao possivel projetar um algoritmo de tempo polinomial para
o problema, mas de descobrir quais sao os recursos de tempo necessarios para um
algoritmo qualquer que o resolva.

Embora néo saibamos responder as perguntas acima de maneira direta (& seme-
lhanga de muitos outros casos, conforme exposto por Garey e Johnson [5, Capitulo
1]), pode-se mostrar que para uma ampla classe de instancias, o Problema AVS é
pelo menos tao dificil, em termos de complexidade de tempo, quanto outros pro-
blemas combinatérios, no sentido de que se houver um algoritmo que resolva o
Problema AVS em tempo polinomial para qualquer entrada, entdo cada um dos
problemas de uma grande classe, a classe dos Problemas NP, também admitird um
algoritmo de tempo polinomial.

A primeira demonstragao de dificuldade (no sentido de NP-completude) do Pro-
blema AVS foi publicada em 1994 por Wang e Jiang [10]. Posteriormente, outras
demonstragoes de que o Problema AVS (em sua versao de decisao) é NP-completo
surgiram [1, 8]. Para uma demonstracao detalhada desses fatos mais recentes, re-
metemos o leitor as referéncias bibliograficas [2].

O objetivo de nosso presente trabalho é exibir uma demonstragao derivada da-
quela proposta por Wang e Jiang, mas que seja detalhada e elementar. Por utilizar
apenas técnicas elementares de contagem, supomos que ela seja acessivel a alunos
de graduagao de Ciéncia da Computacao.

Para nossa discussao, supomos que o leitor esteja familiarizado com conceitos
basicos de Teoria de Complexidade de Algoritmos. A notagdo adotada é padrao e
pode ser encontrada em diversos livros-texto comuns sobre algoritmos [3, 5]. In-
trodugoes ao Problema AVS podem ser encontradas em varios artigos ou livros-
texto [2, 4, 7].

2. O Problema AVS é NP-dificil (Wang e Jiang)

O Problema AVS, conforme mencionado na Introdugéo, é normalmente formulado
como um problema de otimizagao [4, 6, 7, 8].

Como pré-requisito para a funcao objetivo, é usada uma matriz ¢ que a cada
possivel par de caracteres atribui um niimero racional e, para uma coluna, do alinha-
mento, atribui, como pontuagao daquela coluna, a soma das pontuagoes de todos os
pares de caracteres daquela coluna (a chamada Pontuagdo SP ou soma-de-pares):

Definicao 2.1 (Pontuagao SP de uma Coluna). Fizada uma matriz de pontuagao
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de pares de caracteres ¢, definimos a funcdo de pontuacdo SP que mapeia uma
coluna C com k caracteres ¢ sua pontuagio SP(C) por

SP(C)= > c(Cli,Cli']),

1<i<i’<k
onde C[i] denota o i-ésimo caractere da coluna C.

Para um alinhamento A, sua Pontuacdo SP é definida como a soma das pon-
tuagoes de cada coluna e a formulagdo do Problema AVS é, normalmente, a seguinte:

Definigao 2.2 (Pontuacao SP de um Alinhamento). A pontuacio SP(A) de um
alinhamento A das seqiiéncias s1, ..., S, € definida por

l l
SP(A) = Do SP(ARI) = 3 il ARG, @D

onde Al j| denota a j-ésima coluna de A el é o nimero de colunas de A.

Para simplificar a notagao, vamos confundir a matriz de pontuagao de caracteres
c com a pontuagao SP determinada por ela e, com isso em mente, podemos enunciar

o Problema AVS:

Problema 2.1 (Problema AVS). Dados um inteiro k > 2 e k seqiéncias s1, ..., Sk
sobre um alfabeto ¥ fixado e fizada uma funcao de pontuagdo c, encontrar um
alinhamento A cujo custo c(A) seja igual a c(s1,. .., Sk).

A demonstracao de Wang e Jiang de que o Problema AVS é NP-dificil considera
a versao de decisao do problema e mostra, efetivamente, que a versao de decisao do
Problema AVS é NP-completa e que, portanto, a versao de otimizagao é NP-dificil.
Formalmente, a versao de decisao do Problema AVS é a seguinte:

Problema 2.2 (Problema AVS, versao de decisao). Dadas k seqiéncias s, ..., Sk
e dado um inteiro C, decidir se existe um alinhamento das seqiéncias com custo
menor ou igual a C'.

A demonstracdo dada por Wang e Jiang é feita reduzindo-se o Problema da
Superseqiiéncia Comum de Menor Comprimento (em inglés, Shortest Common Su-
persequence, que abreviamos aqui por SC-MiN) ao Problema AVS.

Para estabelecermos formalmente o Problema SC-MIN, precisamos de uma de-
finicao. Dadas k seqiiéncias si,...,S, sobre um alfabeto X, dizemos que uma
seqiiéncia s € X* é uma supersequéncia de s, ..., Sk se, para cada cada seqiiéncia
si = si[1] -+ - si[ns], existirem palavras wy,...,w,, € X* tais que s seja da forma
s = wos;[1]wy ... s;[n;]wy,. Aqui, o comprimento da seqiiéncia s; é n; = |s;|, para
i = 1,...,k. Em palavras, esta definicdo significa que s é uma superseqiiéncia
de s1,...,8; se s contiver cada s; (onde, possivelmente, os caracteres de s; estao
espagados em s por caracteres do alfabeto).

O Problema da Superseqiiéncia Comum de Menor Comprimento pode ser enun-
ciado como:
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Problema 2.3 (Problema SC-MIN, versao de decisao). Dadas k seqiiéncias s1, - . ., Sk
e dado um inteiro L, decidir se existe uma superseqiiéncia s de Si,...,S, COM COM-
primento no mdximo L.

O Problema SC-MiN é um problema NP-completo [5] e, para mostrar que o
Problema AVS também é NP-completo, basta mostrar uma redugao de tempo po-
linomial do Problema SC-MIN ao Problema AVS, uma vez que, como SC-MIN
é NP-completo, todo problema da classe NP reduz-se polinomialmente também a

AVS.

Antes de darmos a reducgao, observemos que:

e se L < max{n;}, a resposta ao SC-MIN é NAO, uma vez que toda super-
seqiiéncia s tem comprimento no minimo igual ao comprimento das seqiiéncias
si, isto é, nao existe superseqiiéncia de sq, ..., s de comprimento menor que
o comprimento da seqiiéncia mais longa;

e se L > > n;, a resposta ao SC-MIN é SIM, uma vez que a seqiiéncia s =
S182 - -+ Sk, igual a concatenacao das sequiéncias de entrada, é, naturalmente,
uma supersequiéncia das seqiiéncias de entrada e seu comprimento é menor ou
igual a L.

Assim, para a redugdo, podemos supor que o inteiro L é tal que max{n;} <
L < n;. Essa hipdtese é necessaria para que a redugdo possa ser feita em tempo
polinomial. E facil ver que um algoritmo de redugao pode decidir se essa hipdtese
a respeito de L é valida ou nao em tempo linear no tamanho da entrada.

A reducdo propriamente dita é feita tomando-se uma instancia do Problema
SC-MIN com k seqiiéncias S = {si,..., sy} sobre o alfabeto {0,1} e um inteiro L
(de acordo com a hip6tese acima) e construindo-se L+ 1 instincias para o Problema
AVS. Para facilitar a discussdo, definimos como ||S|| o comprimento total das
seqliéncias do multiconjunto S, isto é ||S|| = > n;. Como abuso de linguagem,
vamos nos referir ao multiconjunto S como conjunto S apenas.

A j-ésima instancia do Problema AVS, para j = 0,..., L, construida a partir
da instancia do Problema SC-MIN, é dada pelo conjunto de seqiiéncias S; = S U
{a?,b=7} e pelo inteiro C' = k||S||+ (k+1)L, onde os caracteres a e b sdo caracteres
novos que nao pertencem ao alfabeto bindrio {0,1} sobre o qual as seqiiéncias s;
sao descritas.

A matriz de pontuagao ¢ usada para o Problema AVS é:

0

— =N N N
= O N = NS
O~ =~ ~C

C oo ~ O
— N = NN
— N O N

E importante notar que a matriz ¢, embora simétrica, nao satisfaz aos axiomas de
métrica pois, por exemplo, ¢(0,0) =2 > 0.
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Cada instancia (Sj,C') do Problema AVS possui duas seqiiéncias extras (a’ e
bE=7) em relacdo & instancia de SC-MIN e estas duas seqiiéncias juntas possuem
comprimento igual a L. A concatenacdo das duas seqliéncias pode ser interpre-
tada como uma escrita em unério do inteiro L. Entretanto, por nossa hipdtese de
que L < [|S]|, isso ndo apresenta um problema & polinomialidade do tamanho de
cada instancia do Problema AVS (ou mesmo do ntimero de instancias geradas pela
redugdo, que é L + 1), nem & polinomialidade do nimero de passos realizados pela
reducao.

Definido como a redugao produz as instancias do Problema AVS, passamos agora
a verificar que a reducao mapeia instancias do Problema SC-MIN cuja resposta é
SIM a um conjunto de instancias para o qual a resposta ao Problema AVS é SiM a
pelo menos uma instancia e vice-versa. Mais especificamente, vamos mostrar que
uma instancia (S = {s;}, L) nas condigdes acima admite uma superseqiiéncia s de
comprimento L se e somente se alguma instancia (S; = S U {a?, bl =7}, C) admite
um alinhamento com custo no méaximo C. Disso seguira o fato de que o Problema
AVS com pontuagdo SP é NP-completo.

Antes da demonstragao, entretanto, dependemos de alguns fatos auxiliares.

Lema 2.1 (Pontuacao Constante). Seja A um alinhamento das k + 2 seqiéncias
de Sj, para algum j em {0,...,L}. Entdo, a pontuagdo do alinhamento Ag, o
alinhamento induzido em S por A, é igual a (k —1)||5]|.

Demonstra¢do. A prova é feita observando-se a pontuagao de uma coluna qualquer
do alinhamento A|g. Fixemos uma coluna C de Ajs. Cada coluna de A5 possui k
linhas. Em C nao estao presentes caracteres a’s ou b’s, por hipdtese, o que significa
que os Unicos caracteres possivelmente presentes sao 0’s, 1’s ou ,’s. Suponhamos
que C tenha 7 caracteres 0’s, r1 caracteres 1’s e r, = k — (r¢ + r1) caracteres ./’s.
Sua pontuagao SP é igual a

€)= (?)do,o) + (2)0(1, 1) + (ré")c(u,._,) + ror1e(0,1) + ror,e(0,0) +
rir,c(1,u)
= ro(ro—1)+ri(r1 — 1)+ 2rory + ror,, + 717,

7‘3 —1ro+ 7’% — 11+ 2rgry +ror, + 117

(rg + 2ror1 +77) — (ro +71) +7,(ro +71)

(ro+71)% — (ro +r1) +r,(ro +71)
(r
(k-

0+7‘1+7‘ 1)(T'o+7"1)
1)(ro +71).

Logo, a pontuacao de uma coluna qualquer de A|g é proporcional (com fator de
proporcionalidade k — 1) ao ntimero de caracteres de s1, ..., sx que estdo presentes
naquela coluna.

Somando-se as pontuagoes de todas as colunas, concluimos que a pontuacao SP
de A|g ¢ igual a (k — 1)[|S]], uma vez que existem [|S|| caracteres de s1,..., s, em
Ajs, de onde segue o resultado enunciado no lema. O
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Lema 2.2 (Desmembramento de Colunas). Seja j um inteiro fizado entre 0 e
L (inclusive) e seja A um alinhamento das seqiiéncias de S;. Entdo existe um
alinhamento A’ de S; de mesma pontuacao que A e tal que, em A’, todas as colunas
contenham so caracteres (,’s, 0’s e a’s ou so caracteres \’s, 1’s e b’s.

Demonstracao. Para a demonstragao do lema, mostraremos uma operacao que cha-
maremos desmembramento de coluna, que pode ser aplicada as colunas de A que
nao forem de uma das formas desejadas (isto é, cujos caracteres ndo sejam apenas
u’s, 0’s e a’s ou |’s, 1’s e b’s) para obtermos um novo alinhamento em que o ntmero
de colunas indesejadas seja 1 a menos do que em A e cuja pontuacao seja igual a de
A. Com a repetigao desse processo até que todas colunas sejam de uma das formas
desejadas, obtemos o alinhamento A’ procurado.

A operacao de desmembramento de coluna é feita da seguinte forma: seja C
uma coluna genérica de A que contenha uma certa quantidade de caracteres ,’s,
0’s, 1’s, a’s e b’s. A partir dessa coluna, definimos duas outras colunas, C' e C”,
de forma que C’' contenha 0’s nas linhas em que C tinha 0’s, a’s onde C tinha a’s
e s nas linhas em que C tinha ,’s, 1’s ou b’s. A coluna C” é definida de maneira
“complementar”, tendo 1’s nas linhas em que C tinha 1’s, b’s onde C tinha b’s e |}’s
onde C tinha ,’s, 0’s ou a’s. O alinhamento apds a operacao de desmembramento
da coluna é o alinhamento A com a coluna C substituida pelo par de colunas C’ e
c”.

Vejamos agora que o novo alinhamento possui a mesma pontuagao que o ali-
nhamento original A: como as Unicas colunas que foram envolvidas no processo de
desmembramento sao C, C' e C”, as outras colunas permanecem com sua pontuacao
inalterada e podem ser ignoradas no célculo da variagao da pontuagao.

Vamos supor que a coluna C tivesse 7 caracteres 0, 71 caracteres 1, r , caracteres
L, T caracteres a e 1 caracteres b. Observe-se que tanto r, quanto r, sdo, no
maximo, 1 e que, portanto, nao é possivel que uma coluna tenha um par a—a ou b-b
alinhados, embora seja possivel que ela tenha um par a—b.

O custo da coluna C é

(2) c(0,0) + (7“21)0(1,1) + (T;>c(u,u) + (7“2a> c(a,a) + (2’) c(b,b) +

(ror1¢(0,1) + o1 ,c(0, 1) + rorec(0, a) 4+ rorye(0,b)) +
(rir,e(1, 1) + riree(l, a) + rirpe(1,0)) + (r rec(a, u) + 7 me(b, 1)) +

rarpc(a,b)

c(C)

2 2
T1T, + 2rre +Tirp + T Ty + 27T

T T
= 2( 0) +2< 1) + 2ror1 + o7, + roTe + 2707 +

7 r
= 2<20> +2<21> +ro(2r + 1, g +21) Fri(r, +2re + 1) +

T, (Te +76) + 277,

Na expansao acima, usamos os fatos de que ¢(,,,,) = 0 e que (TQ“) = (T;) =0. De
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maneira similar, o custo da coluna C’ é

oC) = (?)c(o,()) + (’"u “; M ”’) (o 0) + <T2a)c(a,a) +

ro(r1 +r, +1p)c(0,0) + rorec(0,a) + (r1 + v, + mp)rac(a; )

r
= 2(20) +ro(ri+ 7, + 1) F10Tq + (r1+ 7, +T0)Ta

r
= 2(20) +ro(r1 + 7, FTq +7b) FT1Tq + T T F TaTb,

uma vez que a coluna C’ possui r, + r1 + 7, caracteres ’s. Analogamente ao caso
de C’, o custo da coluna C” é

,
ey = 2<21> +ro(ri+ 1) +ri(r, +re + 1) F 170+ Talp.

Logo, podemos ver facilmente que ¢(C) = ¢(C") + ¢(C"”) e que, portanto, podemos
substituir a coluna C pelo par de colunas (C’,C”) em A e obter um novo alinhamento
de mesma pontuagao.

Repetindo-se o desmembramento de colunas para as colunas de A que nao esti-
verem no formato desejado, podemos concluir que existe um alinhamento A’ cujas
colunas sao compostas apenas por .’s, 0’s e a’s ou apenas por J’s, 1’s e b’s e que
possui a mesma pontuacao que o alinhamento A original, conforme desejado. O

Lema 2.3. Seja A um alinhamento de S; = S U {a?,b*77} cujas colunas conte-
nham apenas caracteres 0’s, a’s e ,’s ou apenas caracteres 1’s, b’s e ,’s. Entao, a
contribuicdo das seqiiéncias a’ e b*~J a pontuacio SP de A € ||S||+ (k+ 1)L + g,
onde q € o numero de caracteres 0’s e 1°s que nao estao em colunas com a’s ou b’s.

Demonstracdo. Para este lema, vamos proceder de maneira andloga ao Lema 2.1,
calculando a pontuagao referente a cada coluna e o total referente a todas as colunas.
Seja C uma coluna de A e suponhamos que esta coluna possua um caractere
a. Entao, pela hipétese, temos que a coluna é composta por ry caracteres 0’s e r
caracteres |,’s nas primeiras k linhas, por 1 caractere a na peniltima linha e por 1
caractere |, na ultima linha. A contribuicao dos dois tltimos caracteres a pontuagao
de C é, assim, r9c(0, a) + roc(0, ) + 7 ,c(u, @) + r c(u, u) + Le(a, u) = (B + 1) + ro.
Analogamente, se C é uma coluna de A que possui um caractere b, a contribuigao
das duas tltimas linhas de C & pontuagdo SP de C é (kK + 1) + 1, onde r; é a
quantidade de 1’s em C. E importante observar que as contribuicoes que calculamos
sao validas até mesmo para os casos em que rog = 0 ou que r; = 0, porque, nesses
casos, as contribui¢ées das tltimas linhas & pontuacao da coluna é de (k + 1).
Logo, somando as contribuigoes de todas as colunas que contenham caracteres
a’s ou b’s, temos que a contribuicao total das duas ltimas linhas de tais colunas é
igual a (k+ 1)L+ ||S|| — ¢, onde L = j+ (L — j) é o ntimero de colunas que contém
caracteres a’s ou b’s e ¢ é o numero de caracteres 0’s ou 1’s que estdao em colunas
que ndo contém a’s ou b’s.
Se C é uma coluna de A de acordo com as hipdteses do lema, que possui 0’s,
mas que nao possui a’s, entao C possui seus dois iltimos caracteres sendo ,’s. Nesse
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caso, se C possui ry caracteres 0’s e r, caracteres ’s em suas k primeiras linhas, a
contribuigao das duas dltimas linhas & pontuacao SP de C é 2ryc(0, 1)+ 2r ,c(u, u) +
(g) ¢(u,u) = 2r¢. Analogamente, se C possui 1’s, mas ndo possui b’s, a contribuigao
das duas ultimas linhas a pontuacao de C é 271, onde r; é o nimero de 1’s de C.

Assim, a contribuicao total das colunas que contém 0’s mas que nao contém
a’s ou que contém 1’s mas que nao contém b’s é igual a 2¢, onde ¢ é o nimero de
caracteres 0’s ou 1’s nestas colunas.

Portanto, a contribuigao total das duas tltimas linhas & pontuacdo SP de A é
igual a ||S||—q+ (k+1)L+2q = ||S]|+ (k+1)L+¢q, como desejdvamos mostrar. [

Corolario 2.3.1. Nas condigdes do lema anterior, se a contribuicdo das linhas que
contém a’ e b7 & pontuagdo SP de A é no mdzimo ||S|| + (k + 1)L, entdo todo
caractere O das seqiiéncias de S estd alinhado a um caractere a e todo caractere 1
das seqiiéncias de S estd alinhado a um caractere b.

Demonstrag¢ao. Basta ver que, nesse caso, ¢ = 0 caracteres das seqiiéncias de S
estao fora de colunas que contém um caractere a ou b. O

Estamos agora prontos para a demonstragao do Teorema de Wang e Jiang.
Teorema 2.1 (Wang e Jiang, 1994). O Problema AVS é NP-completo.

Demonstra¢do. Naturalmente, o Problema AVS estd em NP, pois dado um alinha-
mento (6timo ou néo) A, para uma instancia de um conjunto S = {sq,...,si} de
seqliéncias e um inteiro C, pode-se decidir se ¢(A4) < C em tempo polinomial.

Vamos mostrar agora que a reducao do Problema SC-MiN ao Problema AVS
(em suas versoes de decisdo) mapeia instincias cuja resposta seja SIM a instancias
cuja resposta seja SIM e vice-versa.

Suponhamos que A seja um alinhamento de custo no maximo C = k||S|| + (k +
1)L de S; = SU{a?,b"~7}, para algum j. Pelo Lema 2.2, podemos supor que as
colunas de A sejam organizadas de forma que seus caracteres sejam apenas 0’s, a’s
e u’s ou apenas 1’s, b’s e ’s. Pelo Lema 2.1, sabemos que A5 possui pontuagao
exatamente (k — 1)||S|| e que, portanto, a contribuicio das seqiiéncias a/ e b-=7
a pontuagao de A é de, no maximo, C — (k — 1)||S|| = ||S|| + (k + 1)L. Pelo
Corolério 2.3.1, segue que cada 0 deve estar alinhado a um a e cada 1 deve estar
alinhado a um b em A e, portanto, ndo ha caractere das seqiiéncias de S que nao
esteja alinhado a um a ou a um b.

Podemos construir uma superseqiiéncia s para as seqiiéncias de S associando um
caractere 0 a cada coluna com um caractere a e um caractere 1 a cada coluna com um
caractere b. A seqliéncia s assim construida é uma superseqiiéncia das seqiiéncias
de S = {s;}, j4 que cada caractere 0 ou 1 de s; corresponde a um caractere 0 ou 1 de
s. Naturalmente, a seqiiéncia s possui comprimento j+ (L —j) = L e s é, portanto,
uma solucao para o Problema SC-MIN com valor igual a L, o que significa que a
redugao mapeia instancias do Problema AVS cuja resposta seja SIM a instancias do
Problema SC-MIN com resposta SIM.

Vamos agora proceder a demonstragao do outro caso. Seja s uma superseqiiéncia
das sequiéncias de S, com |s| = L, e seja j o ntimero de 0’s de s (de forma que,
naturalmente, L — j seja o ntmero de 1’s de s). Consideremos o conjunto S; =
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S U {a?,bL=7}. Para cada s’ € S, consideremos um alinhamento de s e s’ em que
os 0’s de s’ estejam alinhados apenas a 0’s de s e em que os caracteres 1’s de s’
estejam alinhados a 1’s de s. Naturalmente, como |s’| < |s|, podemos ter caracteres
de s alinhados a espacos em s’.

Observe-se que cada um dos k alinhamentos considerados acima possui compri-
mento exatamente L e que, por construcao, em nenhuma coluna desses alinhamentos
h& pares 0-1 alinhados.

O alinhamento A com pontuacao desejada serd obtido usando-se a seqiiéncia
s como uma espécie de “seqiiéncia guia’, da seguinte maneira: a i-ésima linha do
alinhamento A conterd a seqiiéncia s; (com possiveis espagos inseridos) de forma que
a a I’-ésima coluna do alinhamento A contenha os caracteres que estavam alinhados
ao l’-ésimo caractere de s, para todo 1 < I’ < L. As duas dltimas linhas do
alinhamento A (isto é, as linhas k 4+ 1 e k + 2) conterdo um “espelho” de s em
forma de a’s e de b’s, da seguinte maneira: nas colunas de s em que havia 0’s,
a (k 4+ 1)-ésima linha de A contém a’s (portanto, j caracteres a’s) e espagos nas
colunas restantes desta linha; nas colunas de s em que havia 0’s, a (k + 2)-ésima
linha de A contém espacos e, nas colunas em que havia 1’s, a linha contém b’s.
Note-se que a seqiiéncia s nao faz parte de A.

Com essa construgdo, o alinhamento A possui exatamente L colunas e cada
uma de suas colunas possui apenas caracteres 0’s, a’s e espacos ou 1’s, b’s e espagos.
Além disso, ndo hé caracteres 0’s em colunas sem a’s ou caracteres 1’s em colunas
sem b’s. Logo, pelo Lema 2.3, a contribuigao referente as sequiéncias de a’s e b’s a
pontuagao de A é (k+ 1)L + ||S]].

Esse alinhamento possui pontuacao igual a (k — 1)||S]| pela parte referente as
primeiras k seqiiéncias, conforme o Lema 2.1.

Portanto, o alinhamento A obtido pelo método descrito possui pontuagao igual a
(k=D)||S||+ (k+1)L+||S|| = k||S||+ (k+1)L = C, como desejdvamos mostrar. [

A idéia bésica por trds da reducdo do Problema SC-MIN ao Problema AVS
dada por Wang e Jiang é o fato de que se s é uma superseqiiéncia das seqiiéncias de
S = {s;}, entdo s pode ser alinhada a cada seqiiéncia sem que caracteres diferentes
fiquem alinhados em uma mesma coluna.

Outro fato a ressaltar é que como S estd fixado, k e ||S|| estdo também fixados.
Assim, a unica parte varidvel no custo C' = k||S|| + (k + 1)L de um alinhamento
das seqiiéncias de S é o valor L.

3. Resultados Relacionados

Conforme j4 citamos, a primeira demonstracdo de dificuldade do Problema AVS foi
publicada em 1994 por Wang e Jiang [10]. A demonstragido daquele artigo, apesar
de concisa, restringe-se ao caso de pontuagao SP em que a matriz de pontuagao
nao é uma métrica (a matriz (2.2) atribui pontuac¢do nao-nula a pares de caracteres
iguais).

Em 2001, Bonizzoni e Vedova mostraram que o Problema AVS, em sua versio
de decisao, ¢ NP-completo também para uma matriz de pontuagao que satisfaz aos
axiomas de métrica [1], que era uma questao em aberto até entdo. Em um artigo
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posterior [8], Winfried Just mostrou que o problema de alinhar seqiiéncias é NP-
dificil para uma ampla classe de matrizes de pontuacao (que inclui as matrizes do
artigo de Bonizzoni e Vedova, conforme mostrado em [2]).

No mesmo artigo, Just mostrou também que existe uma matriz de pontuacao
para a qual o Problema AVS é MAXSNP-dificil. Essa matriz, no entanto, nao é
uma métrica (ela atribui pontuacdo 0 a caracteres diferentes do alfabeto).

Uma questao em aberto sobre o Problema AVS diz respeito ao fato de o problema
ser ou nao MAXSNP-dificil para matrizes que sejam métricas. Na realidade, nao se
sabe se o Problema AVS é MAXSNP-dificil para matrizes de pontuagao que tenham
elementos nulos na diagonal principal e diferentes de zero fora da diagonal, mesmo
que a matriz néo seja uma métrica [8, 9].

Abstract. In our work, we present a simple, complete and accessible proof of the
fact that the Multiple Sequence Alignment of biological sequences is NP-hard. The
proof is based on the work of Wang and Jiang [10], which is a frequently cited result,
but with its proof commonly omitted. Given the elementary combinatorial tools
used in our proof, we think that it is accessible even to undergraduate students in
Computer Science.
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