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Resumo. Uma técnica para lidar com dominios ndo contaveis através de dominios
contaveis € usar a nogao de completagao. Neste artigo, propomos uma representacao
de dominios bi-Scott (dominios de Scott cuja reversa também é um dominio de
Scott) via completagao por ideais de posets contdveis bi-finitamente consistente-
mente completos com menor e maior elemento. Mostramos que o construtor in-
tervalar é fechado sobre esta classe de dominios e que fungdes monotonicas entre
estes posets podem ser transformadas (completadas) numa fungao continua entre
os dominios bi-Scotts representados pelos posets. A partir deste ultimo resultado,
podemos obter uma definigdo bésica de computabilidade entre dominios bi-Scott
baseada na nogao cldssica de computabilidade (por exemplo, usando maquinas de
Turing) entre seus posets de elementos finitos.

1. Introducao

A matemética intervalar, introduzida por R. Moore [10, 12], visa prover um con-
trole dos erros computacionais que resultam de computagoes numéricas envolvendo
representacoes finitas de niimeros reais. A teoria original de Moore ndo somente
considera intervalos reais, mas também intervalos complexos, matrizes de intervalos
reais e complexos, etc. [3, 12, 8]. Assim, podemos ter intervalos de diversos tipos
de dados, pelo que podemos pensar em intervalos paramétricos, o qual implica em
ver intervalos como um construtor de tipos. Com este objetivo, em [4], foi intro-
duzido um construtor intervalar sobre posets junto com uma categoria de poset,
os dominios d-Scott (dcpos w-algébricos consistentemente completos cujos posets
opostos também sdo dcpos w-algébricos consistentemente completos), fechada so-
bre este construtor. Neste artigo, consideraremos uma sub-categoria de d-Scott,
chamada por nés de dominios bi-Scott, isto é dominios de Scott (cpos w-algébricos
consistentemente completos) cujo poset oposto também é um dominio de Scott e
que provamos ser fechada sobre o construtor intervalar.
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Por outro lado, um ideal de um poset pode ser visto como a computagao ou como
o conjunto de aproximacoes de um objeto ideal. A completacdo por ideais de um
poset adiciona estes objetos ideais ao poset. Em [13], foi provado que a completacao
por ideais de um poset resulta num cpo. Em [7], foi provado que a completacao
por ideais de uma pré-ordem resulta num cpo algébrico e que todo cpo algébrico é
ordem-isomorfa & completagao por ideais de seus elementos compactos. Em [17, 2]
foi provado que a completacao por ideais de um poset finitamente consistentemente
completo, ou seja um poset em que todo conjunto finito majorado tem supremo,
resulta em um dominio de Scott e que todo dominio de Scott é ordem isomorfa a
completagao por ideais de seus elementos compactos, que por sua vez sao um poset
finitamente consistentemente completo.

Neste artigo, introduziremos a nogao de poset bi-finitamente consistentemente
completo e mostraremos que a completacao por ideais deste tipo de poset é um
dominio bi-Scott. Também mostraremos que todo dominio bi-Scott é ordem iso-
morfa & completagdo por ideais de seu poset (bi-finitamente consistentemente com-
pleto) de elementos compactos e que fungoes bi-continuas podem ser obtidas ca-
nonicamente a partir de fungoes monotonicas no poset de compactos, e vice-versa,
ou seja, toda fungao monotonica nos compactos determina de maneira Unica uma
funcéo continua. Este resultado é fundamental para se obter uma teoria da compu-
tabilidade sobre dominio bi-Scott (que considera universos contaveis e nao contéveis)
baseada simplesmente em computabilidade sobre o seus compactos, ou seja, sobre
um universo contavel, e portanto, onde pode ser considerada a nogao de computa-
bilidade de Church-Turing.

Neste artigo, estamos assumindo que o leitor tem conhecimento dos conceitos
bésicos de teoria dos dominios. Para uma leitura introdutdria sobre este assunto,
recomendamos os textos [14, 7, 17].

2. Representando Dominios de Scott via Comple-
tacao por Ideais

Conjuntos munidos de uma ordem parcial, sdo chamados de posets. Seja (P, <)
um poset e X C P. Um majorante de X ¢é qualquer elemento m € P tal que
xz < m para cada z € X. O menor de todos os majorantes de um conjunto X,
se existir, é chamado de supremo de X e é denotado por | |[X. A C P é um
conjunto dirigido, se para cada z,y € A, existe um z € Atalque z <z ey < z.
Dois posets, P = (P, <1) e Py = (P2, <), sdo ordens isomorfas, denotado por
P, =2 Ps, se existe uma fungao bijetiva ¢ : P, — P5 tal que: = < y se, e somente
se, p(x) <3 ¢(y). Um elemento z € P é compacto ou finito, se quando x < | | A,
para um conjunto dirigido A C P, existe um y € A tal que x < y. Denotaremos
por P? o conjunto de todos os elementos compactos do poset P. Note que, se o
poset tem um menor elemento L, entao ele é finito.

Um poset (P, <) com menor elemento | é chamado de poset finitamente
consistentemente completos (PFCC) se cada subconjunto finito nao vazio de P
que é majorado (ou seja, que é consistente) tem supremo em P.
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Proposicao 2.1. Sejam os posets P1 = (P1,<1) e Po = (P2, <5) tais que P; = Ps.
Se Py € um PFCC, entao Py também é.

Demonstracao. Imediato. O

s

Definicao 2.1. Seja P = (P, <) um poset. Um subconjunto ndo vazio I C P §é
um ideal de P se I é um conjunto dirigido e para cada y € I, se v <y entdio
xz € I. Seja P o conjunto dos ideais de P. O poset P = (P,C) é chamado de
completacao por ideais de P.

Proposigao 2.2. Seja P = (P, <, 1) um PFCCe A C p.
1. Se A € dirigido em P, entio |JA é um ideal de P e |JA = | |A.
2. NA é um ideal de P.

Demonstracao. 1. Seja A C P um conjunto dirigido. Entao

e Sex,y € |JA, entdo existem X,Y € Ataisquez € X ey € Y. Portanto,
por A ser dirigido, existe Z € Atalque X C ZeY C Z. Logo, z,y € Z.
Como Z é um ideal, existe z € Z, e portanto z € [JA, tal que z < z e
y <z

e Seyel|JA, entdao FY € A tal que y € Y. Assim, se z < y, entdo, por Y’
ser ideal, z € Y. Portanto, z € [JA.

Portanto, | JA é um ideal.

Como a ordem em P ¢ a inclusdo, JA é um majorante de A. Se X é
outro majorante de A, entdo I C X para cada I € A. Logo, JA C X.
Conseqiientemente, |JA = | | A.

2. Seja A C P.

e Uma vez que L estd em qualquer ideal, (A # 0.

e Sey e (A, entao VY € A,y €Y. Logo, se < y, entdo z € Y, pois YV
¢ um ideal. Portanto, x € [ A.

e Sex,y € A, entao VZ € A,z € Z ey € Z. Assim, por Z ser um
ideal, existe z € Z tal que x < z e y < z. Como P é finitamente
consistentemente completo e {x,y} é consistente, {x,y} tem supremo,
ou seja, existe w = | [{z,y}. Como cada Z € A é um ideal e z,y € Z,
temos que w € Z. Portanto, w € [ A.

Logo, (A € P.
O

Para cada z € P, o conjunto | z = {y € P / 2 < y} é um ideal, chamado de
ideal principal gerado por z [17].

A seguinte proposigdo mostra que os elementos finitos do poset 13, sao exata-
mente os ideais principais gerados por elementos de P.
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Proposigao 2.3. Seja P = (P, <) um poset com um menor elemento L. Entao
P'={|z/xze€ P}

Demonstragao. (=) Seja I um elemento compacto de P. Como I é um ideal, entao
lI={la/ae€l}éum conjunto dirigido. Claramente, I C || | I e, por I ser
compacto, existe um ideal | x €| I tal que I C| x. Logo, por definicao de | I,
x € I e portanto | z C I. Conseqiientemente, I =] x.

(<) Seja z € P. Se A C P ¢ um conjunto dirigido tal que | = C |JA, entdo
x € I para algum I € A e portanto | z C I. Logo, Vo € P, | z é um elemento
compacto de P. O

Lema 2.1. [9] Seja P = (P, <) um poset contdvel com L sendo o menor elemento.
O poset P = (P, C) € um cpo w-algébrico.

Teorema 2.1. [18] Seja P = (P,<,L) um PFCC contdvel. O cpo w-algébrico
P=(P,C,| 1) € um dominio de Scott.

Observe que, em algum sentido, os elementos de um poset podem ser pensados
como informagoes dos elementos de um dominio de Scott. Precisamente, aquele
dominio obtido via completagao por ideais daquele poset. Deste ponto de vista,
cada elemento de um dominio de Scott pode ser visto como um conjunto de in-
formacgoes sobre ele. Note que os elementos finitos do dominio de Scott P sao os
ideais principais gerados pelos elementos do poset. Portanto, como serd mostrado a
seguir, os elementos finitos de um dominio de Scott constituem um poset finitamente
consistentemente completo.

Lema 2.2. Seja D = (D,C, 1) um dominio de Scott. Entio D° = (D° C, 1) ¢
um PFCC contavel.

Demonstragdo. Por definicdo de dominio de Scott, D° é contavel e L € DO,

Seja S C DY, finito. Se z € DY é um majorante de S entdo, como D é con-
sistentemente completo, S tem supremo em D. Mostraremos que | |S € DY. Seja
A C D um conjunto dirigido. Se | |S C | | A entdo, por transitividade, para cada
s€ S8, sC|JA. Como cada s € S é finito, existe um z, € A (par cada s € S) tal
que zs C s. Portanto, pela propriedade de dirigido, existe um z € A majorando
todo esses xs. Consequentemente, z é também um majorante de S. Logo, | |S C z
para algum z € A e portanto | | S é um elemento finito. O

A idéia de se fazer a completagao por ideais é sair de conjuntos nao contdveis
para contaveis. Mostraremos que a completagao por ideais do PFCC dos elementos
finitos de um dominio de Scott ¢ um dominio de Scott, os quais sao ordem-isomorfas.

Teorema 2.2. Todo dominio de Scott é ordem-isomorfa a completagdo por ideais
de algum PFCC contadvel.

Demonstragao. Seja D = (D,C, 1) um dominio de Scott. Pelo lema 2.2 e por todo
dominio de Scott ter um conjunto contdvel de elementos finitos, (D% C, 1) é um
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PFCC contével. Provaremos que a completacdo por ideais de D é ordem-isomorfa
com D. Primeiro, seja ¢ : D — D9 a funcao definida por

o(x) = 2N DO. (2.1)

Essa funcao estd, claramente, bem definida e é bijetiva. De fato, sua inversa é
definida por p~1(X) = | X.

Assim, sé resta mostrar que ¢ é uma fungdo monotonica.

Se z e y pertencem a D e x C ¥, entdo |  C| y e portanto | N DY C| yN DY,
isto é, p(x) C p(y). Logo, ¢ é uma fungdo monotonica. O

Coroldrio 2.2.1. D = (D,C, 1) é um dominio de Scott se, e somente se, D é
ordem-isomorfa a completacao por ideais de algum PFCC contdvel.

Demonstracdo. Segue dos teoremas 2.1 e 2.2. O

3. Representando Dominios bi-Scott via Comple-
tacao por Ideais

Um dominio bi-Scott é um dominio de Scott, isto é um cpo w-algébrico consisten-
temente completo, cujo poset oposto também é um dominio de Scott. Nesta segao,
mostraremos que todo dominio bi-Scott pode ser obtido via completagao por ideais
de PFCC cujos oposto também sao PFCC.

Definicao 3.1. Seja P = (P, <) um poset. O poset oposto ou reverso de P ¢é o
poset PP = (PP <P) onde P°P = P e x <° y se, e somente se, y < x.

Definicao 3.2. Seja P = (P, <) um PFCC. P ¢ chamado bi-finitamente con-
sistentemente Completo (bi-PFCC) se P°P também é um PFCC.

Observacgoes:
1. A proposicao 2.1 pode ser adaptada para bi-PFCC;

2. Cada poset bi-consistentemente completo (posets que tanto ele quanto seu
oposto s@o consistentemente completos), também é bi-PFCC. Mas a reversa
nio é verdade. Um exemplo deste caso é o poset (I(Q) [, C) tal que [(Q) ] =
{lpa /p,g€Qep<qtU{L,T}e X LY se, esomentese, X =1,V =T
ou (m1(X) <m(Y) e mo(Y) < m (X)), onde m1([p,q]) =p e m2([p,q]) = gq; e

3. Se P = (P,<) é um poset com um maior e menor elemento, entdo P é bi-
PFCC se, somente se, cada X C P finito nao vazio tem supremo e infimo, ou
seja se P é um reticulado.

Lema 3.1. Seja P = (P,<,1,1,,) um bi-PFCC com L e L,, como menores
elementos de P e P°P, respectivamente. Entdo Por > Ppop,
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Demonstracdo. O isomorfismo é a funcao f : Por — PoP definida por

f(I°P) m lz

xelop

cuja inversa é a funcao f~!: P°? — Pop definida por

:me.

zel

Mostraremos que estao bem definidas. Como L €] z, para cada = € I°P, entao
f(I°P) é nao vazio. Se z,y € f(I°P), entdo para cada z € I°P, z,y €] z. Logo,
x < zey < z portanto f(I°P) é um dirigido em P. Se x € f(I°P), entdo para
cada z € I°P, x < z e, portanto, se y < z, entdo também y < z. Logo, y € f(I°P).
Portanto, f(I°P) € P = per, Analogamente, Como L,, €|,, * =T z para cada
x € I, entdo f~1(I) é nao vazio. Se z,y € f~1(I), entdo para cada z € I, z,y €7 z.
Logo, z < x e z < y ou, equivalentemente, z <°? z e y <°? 2. Portanto, f~1(I) é
um dirigido em P°P. Se x € f~1(I), entdo para cada z € I, x <°° z e, portanto, se
y <°P x, entdao também y <°P z. Logo, y € f~(I). Portanto, f~(I) € P,

A monotonicidade de f e f~! é clara. O

Teorema 3.1. SejaP = (P, <, L, L,,) um bi-PFCC com L e L, sendo os menores
elementos de P e PP, respectivamente. Entio P = (P,C,| 1) é um dominio bi-
Scott.

Demonstracao. Pelo teorema 2.1, P ¢ um dominio de Scott. Assim, s6 precisamos
demonstrar que P°P também é um dominio de Scott.

Como P°P também é um PFCC com menor elemento, entao, pelo teorema 2.1,
sua completagao por ideais, isto é ﬁ?, é um dominio de Scott. Mas, pelo lema 3.1,
PP é ordem isomorfa a PoP. Portanto, PP também é um dominio de Scott. O]

4. Completacao de Fungcoes Monotonicas

Definigao 4.1. Sejam Py e Py posets e f: Py — Py uma fungao monotonica. A
Completacao de f € a funcdo f: P, — P definida por

(=1

xel
Claramente, a funcao f estd bem definida e é monotonica.

Teorema 4.1. Sejam Py e Py PFCCs e f : Py — P> uma fungao monotonica.
Entao, f P1 — P2 € uma func¢ao continua.

Demonstragao. Seja A C P1 um conjunto dirigido. Entéao, | |A =JA. Logo,

fUD) =U,eya T @)
—U{l f@) /e TeleA}
— U{U,e, 1 £(@) /T € A}
—U(D) / T € A)
—UFA).
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Portanto, fé continua. O

5. Construtor Intervalar sobre Dominios bi-Scotts

Seja I(R) = {[r,s] / r,s € Rer < s} o conjunto dos intervalos reais. Cada intervalo
pode ser visto como um conjunto ([r,s] = {x € R/ r < z < s}) ou como um par
ordenado. A teoria de Moore [10, 11, 12] garante que a maioria das operagoes e
fungoes usuais para os numeros reais podem ser estendidas de modo natural para
I(R), a partir dos extremos dos intervalos [15]. Diversas ordens parciais naturais
podem ser definidas sobre I(R) [4]. Uma delas é a ordem

[a,b] Cle,d| < a<c<d<hb,

chamada de informagao, introduzida por Dana Scott, em [16], e usada por Be-
nedito Acidly, em [1], para proporcionar uma fundamentagdo computacional da
matematica intervalar.

Note que tanto a definicao de intervalo real, quanto a ordem de informacao,
dependem da ordem usual de R. Callejas-Bedregal e Bedregal, em [4], generalizaram
esta construcao considerando qualquer conjunto parcialmente ordenado.

Definicao 5.1. Seja D = (D, <) um poset. O poset I(D) = (I(D),C), onde
e I(D)={a,b] /a,be D ea <b}
e [0,))Cle,dl<a<ced<d

é denominado poset dos intervalos de D.

Em [4], foram mostradas diversas subcategorias de POSET que sdo fechadas
para este construtor intervalar. Uma das caracteristicas principais, destas sub-
categorias, é o fato de que se um posets era um objeto da categoria, entao o seu
oposto também era e de que nao exigiam a existéncia de menor (e portanto de maior)
elemento. Dentre todas as sub-categorias para as quais o construtor intervalar é fe-
chado, estd a categoria dos dominios d-Scott (depos w-algébricos consistentemente
completos cujo poset oposto também é um dcpo w-algébrico consistentemente com-
pleto) com fungées continuas como morfismo. Note que todo dominio bi-Scott é
um d-dominio, mas o contrario nao é verdade, pois dominios d-Scott nao preci-
sam ter menores nem maiores elementos. Assim, trivialmente podemos construir,
a partir de um dominio d-Scott, um dominio bi-Scott adicionando a ele um L e
um T. Observe também que dominios bi-Scott sao reticulados w-algébricos cujo
reticulado oposto também é algébrico [5]. O construtor intervalar quando aplicado
a um dominio bi-Scott em geral nao resulta num dominio bi-Scott. Por este motivo,
neste artigo mudaremos sutilmente a definicao do construtor intervalar.

Definicao 5.2. Seja D = (D, <, 1, T) um poset com menor e maior elemento. O
poset I(D)] = (I(D)],C, L, T), onde

e I(D)={[a,b] /a,be D—-{L, T} ea<b}
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e (D) =(D)U{L,T}
o Va,b,[c,d] € (D), Cle,d| < a<ced<b
eVXelD)], LEX eXCT

€ denominado poset dos intervalos de D estendido.

Proposicao 5.1. Seja D = (D, <, L, T) um dominio bi-Scott. Entdo, I(D)] ¢é um
dominio bi-Scott.

Demonstragao. E uma extensdo natural do fechamento dos dominio d-Scott com
respeito ao construtor intervalar [4], considerando que todo dominio d-Scott com
menor e maior elemento é um dominio bi-Scott. O

Outras propriedade que poderiam ser mostradas validas sao:

1. I(D%) ] = (I(D)])?, ou seja, os elementos finitos de I(D) | sdo intervalos de
elementos finitos de D.

2. I é um ideal de I(D)] se, e somente se, 71(I) é um ideal de D e 75(I) é um
ideal de D, onde 71 (I) = {z/[z,T] € I} e mo(I) = {z/[Z,T] € T}.

3. Sejam os bi-PFCC’s Py e Py. Se f: P, — P, é uma funcao monotonica,
entdo I(f) : I(Py)] — I(P)], definida por

1)z, 7]) = [fl2), F(@)],

é uma funcao monotonica. Portanto, a partir de uma funcao monotonica
f: D% — E° podemos obter uma fungdo continua entre I(D)] e I(E)].

6. Computabilidade sobre Dominios bi-Scott

Nesta secao, introduziremos uma nogao de computabilidade para dominios bi-Scott
baseada sobre a nogao cldssica de computabilidade (Church-Turing) aplicada ao
poset de seus elementos finitos, que é um PFCC contdvel. A nogado dada aqui é
diferente da abordagem usual de dominios para este assunto (dominios efetivamente
dados [16, 18, 17]). Isto, em principio, proporcionaria uma nova abordagem para
computabilidade no continuo.

Definicao 6.1. Sejam Dy e Dy dominios bi-Scotts e f : Dy — Do uma func¢ao

continua. f é Scott-Computavel (com respeito a Dy e Dy), se existe uma funcgdo
monoténica g : DY — DY tal que

f=ep,0G°¢p,,

onde ¢p, € a funcao definida na equacao 2.1 para o dominio de Scott D;.
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Por exemplo, seja f : N — N uma fung¢ao Church-Turing computével. Entao,
a fungdo F : P(N) — #(N), definida por F(X) = {f(x) / 2 € X}, é Scott-
computdvel com respeito ao dominio bi-Scott (¥(N), C, 0, N). De fato,

1

oo 0T 09

F= @p (N)O’
onde F° : (N)* — ©(N)? ¢ definido por FO({z1,...,2,}) = {f(x1),..., f(zn)}.
Note que #(N)? = {X C N/X 6 finito}.

Assim, esta nogao de computabilidade estende a computabilidade tipo 1 (com-
putabilidade cléssica sobre conjuntos contéveis) para uma computabilidade tipo 2
(computabilidade sobre conjuntos ndo contéveis [19]).

7. Consideragoes Finais

Neste artigo propusemos uma construcao dos aqui chamados dominios bi-Scott,
através da completacdo por ideais do poset de seus elementos finitos. Este resul-
tado é importante, uma vez que nos permite lidar com dominios eventualmente nao
contédveis e que incluem elementos “infinitos” (ideais), através de seus elementos fini-
tos e que formam um poset contavel. De fato, isto possibilitou introduzir uma nogao
de computabilidade sobre dominios bi-Scott baseada na nocao usual de computabili-
dade sobre seus elementos finitos. Assim, este resultado nos permitiria afirmar, por
exemplo, que a funcio f : #(N) — ©(N), definida por f(X) = {2? e N/ z € X},
é computavel, pois ela, quando restrita aos conjuntos finitos, é computével. Ou-
tro resultado importante foi mostrar que esta classe de dominios é fechada sobre o
construtor intervalar e, portanto, suporta semantica para o tipo de dados intervalos
parametrizado.

Abstract. A technique to deal with non countable domains through of countable
domains is to use a completion notion. In this paper we propose a representa-
tion for bi-Scott domain (Scott domains whose reverse also is a Scott domain) via
ideal completion of bi-finitely consistent complete countable posets with lesser and
greatest element. We show that the interval constructor is closed under this class
of domains and that monotonic functions between this posets can be transformed
(completed) in a continuous function between the bi-Scott domains represented by
the posets. From this last result we can obtain a basic definition of computability
between bi-Scott domains based on the classic computability notion (e.g. using
Turing machines) between their respective poset of finite elements.
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