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Resumo. Faremos uma descricdo matemédtica da esfera de Bloch, discutiremos
propriedades dessa representacao e apresentaremos algumas visualizages de 1 g-
bit.

1. Introducao

A visualizacdo de propriedades matemaéticas de um objeto é sempre bem-vinda.
Sao intimeros os exemplos em matemadtica e fisica: os eixos cartesianos, o plano
de Argand-Gauss, os diagramas de Feynman, entre outros. A esfera de Bloch [4]
é uma das representagoes possiveis, em trés dimensoes, para um bit quantico. No
entanto, varios livros da drea de computacao quantica dao um tratamento pouco
aprofundado & sua construcao e as suas propriedades (por exemplo, ([13], p. 15) e
([15], p. 54)), e alguns outros nem mesmo o fazem ([6], [9]).

Nosso objetivo é produzir ferramentas que ajudem aos desenvolvedores de algo-
ritmos quanticos, aos pesquisadores da area e aos estudantes interessados a ter maior
facilidade de incorporar a visualizagao as propriedades algébricas e geométricas de
estados quanticos emaranhados e nao-emaranhados. Nesse sentido, um primeiro
passo € a descrigao matemdtica da esfera de Bloch e a representacao visual de al-
gumas propriedades relevantes.

Em computacao quantica, ainda nao ha uma padronizacao de representacoes
para um ou mais g-bits, mas dependendo do foco de cada trabalho, algumas re-
presentagoes vém sendo desenvolvidas. Em [3], propde-se uma representagdo para
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m g-bits usando-se uma generalizacao da esfera de Bloch, através da Algebra de
Clifford. A principal motivagdo desse trabalho é descobrir, se dada uma matriz
Hermitiana com trago unitdrio, ela representa ou ndo um estado quantico. Em [5],
usa-se Geometria Algébrica em um espaco real de seis dimensoes para se construir
grupos unitarios especiais para dois g-bits, similar & representacao de um g-bit pela
esfera de Bloch. Em [12], usa-se o fibrado de Hopf para representar dois e trés q-bits,
buscando uma generalizagao para a esfera de Bloch no caso de dois g-bits. Em [11],
a acao de um tipo de transformacao unitaria particular é representada na esfera de
Bloch. Em [10], sdo apresentadas condigbes para se descrever medidas fisicamente
realizaveis na esfera de Bloch. Citamos alguns outros trabalhos que buscam discutir
representagoes, por exemplo, [1], [2], [7], [8], [16].

Nosso ponto de partida é simples e diferente dos referidos acima. Uma vez
que todo circuito quantico pode ser decomposto em uma série de portas logicas
quanticas universais de apenas um ou dois g-bits, conseguir uma boa representacao
visual para esses fenémenos é uma contribuigao para a drea de algoritmos quanticos.
Nesse artigo, estamos discutindo a representagao e propriedades visuais para um
g-bit, apresentando, inclusive, um exemplo nao trivial de ortogonalidade entre ve-
tores, sem existéncia de perpendicularismo. Em trabalhos futuros, pretendemos
desenvolver representacoes para dois g-bits.

O restante desse artigo consta de uma descrigdo matematica detalhada da esfera
de Bloch, onde demonstramos algumas de suas propriedades (secoes 3. e 4.). Na
segdo 2., introduzimos defini¢es preliminares (maiores detalhes em [14]). Para uma
visao mais abrangente sobre computagao quantica, sugerimos o livro de Nielsen e
Chuang [13].

2. Modelos para um g-bit

Em computacao classica, a menor porcao de informagao disponivel é o bit, que
pode assumir apenas dois valores, por exemplo, 0 e 1. Em computagao quantica,
utilizam-se estados quanticos no lugar de estados classicos. O bit é substituido pelo
bit quéntico, o ¢-bit, e os valores 0 e 1 de um bit sdo substituidos pelos vetores |0)
e |1), representados por

Essa notagao, utilizada em mecanica quantica, é conhecida por notacao de Dirac.

A principal diferenga entre um bit e um g-bit é que um g-bit genérico |¢) é
uma combinagdo linear dos vetores |0) e |1), ou seja, 1) = «|0) + §|1), onde «
e [ sdo ndimeros complexos. Note que os vetores |0) e |1) pertencem ao espago
vetorial complexo C2(C) e formam uma base ortonormal para esse espaco vetorial.
Em computacao quéntica, essa base é chamada de base computacional e o vetor
|¢) é denominado de superposi¢ao dos vetores |0) e |1), com amplitudes o e 3. Em
mecanica quantica, vetor é também chamado de estado; usaremos os dois termos
indistintamente.

A interpretagao fisica de um q-bit é que ele estd simultaneamente nos estados
|0) e |1). Isso faz com que a quantidade de informagao armazenada no estado
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|t)) possa ser infinita. Entretanto, essa quantidade infinita de informagao estd no
nivel quantico. Para torna-la acessivel, no nivel classico, precisamos fazer uma
medida. A mecanica quantica diz que o processo de medida altera o estado de um
g-bit, fazendo-o assumir o estado |0), com probabilidade |«|?, ou o estado |1), com
probabilidade |3|2. Com apenas duas possibilidades, |0) ou |1), temos entdo que

|a|? 4+ |B]? = 1. Calculando a norma de |¢), obtemos:||[)|| = v/|a|? + |B]2 = 1.

Como conseqiiéncia imediata, podemos estabelecer o primeiro modelo para um q-
bit.

Proposigao 2.1. Um vetor unitdrio de C?(C) é um modelo matemdtico para um
q-bit.

Um outro modelo é dado na proposi¢ao abaixo.

Proposigao 2.2. Um vetor unitdrio de R*(R) é um modelo matemdtico para um
q-bit [1b) = a|0) + B|1) e a esfera unitdria S* de R* é o lugar geométrico dos q-bits.

Demonstracio. Considere « = a+ibe 3 =c+id (a,b,c,d € R). Como |a|? =
(Va2 +b2)? e |8 = (V2 + d2)?, temos a® +b? +c?+d? = 1. Nesse caso, interpreta-
mos um g-bit como sendo um vetor unitério (a, b, ¢, d) de R*. Como essa propriedade
é valida para todos os g-bits, a esfera S? é o lugar geométrico buscado. O

Para introduzirmos a esfera de Bloch, precisamos do seguinte resultado.

Proposigao 2.3. Um g-bit pode ser escrito na forma polar
[¥) = e [cos(€)|0) + &' sen(€)[1))], (21)
onde 0 <y <2m,0<p<2re0 << /2.

Demonstragio. Expressemos as amplitudes do g-bit [¢p) = «|0) 4+ 5]1) em coorde-
nadas polares. Temos o = |a| e? 418 () e B =182 onde Arg(z) é o
ramo principal do argumento do nimero complexo z, ou seja, 0 < Arg(z) < 27 e
|z| é o seu médulo. Nesse caso, existe uma bijegdo entre cada nimero complexo e
essa representacdo polar.

Definindo v = Arg(a) e ¢ = Arg(8) — Arg(a), podemos reescrever o g-bit
|h) = «a]0) + B]1) como (nesse artigo, todas as operagdes com angulos devem ser
consideradas em aritmética médulo 27) |¢) = |a|e® |0) + |B|e!(F¥)|1). Sendo
lal >0, 8] >0e |oz|2 + \ﬁ|2 = 1, podemos também definir £ por meio das equagoes
cos(€) = |a] e sen(&) = |F]. Note que 0 < £ < 7/2. Finalmente, podemos escrever

[¥) = e™cos(€) |0) + ¢’ sen(E) [1)],
onde

& = arccos(|a|) = arcsen(|8]) (0 <€ <7/2),

p = Arg(f) — Arg(a) (0 < ¢ < 27),
v=Arg(a) (0 <~ <2m).
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3. A Esfera de Bloch

Em computagdo quantica, o escalar ??, em (2.1), é denominado fator de fase global
(veja [13], p. 93). Note que dois g-bits quaisquer |¢) = a|0) + B[1) e €!¢ ) tém as
mesmas probabilidades de, ao serem medidos, produzirem os estados |0) e |1), pois

) =e'Cal0) +e'Cf1) e [eCal=]cla| =al.

Note que o mesmo ocorre para [3.

Sabemos, também, que a evolugao de um g-bit é descrita, matematicamente,
pela aplicagdo sucessiva de operadores unitdrios (veja [13], p. 81). Ao aplicarmos
uma matriz unitaria U em um q-bit 1) = e?’[cos(&) |0) + €' sen(&) |1)], obtemos

Uly) = e Ulcos(€) [0) + ¢ sen(§) [1)].

Note que o fator de fase global nao se modifica pela aplicagdo de um operador
unitario. Usando essas propriedades, podemos desprezar o fator €'7 e, a partir dai,
tentar encontrar uma representacao geométrica para um g-bit em R3.

Proposigao 3.1. Os vetores da forma |[{p)r = cos(£)]|0) + e sen(£)|1), com 0 <
£ <7m/2 e0 < p<2m, pertencem a um subespaco vetorial de C*(R) de dimensao
trés.

Demonstragao. Reescrevendo o vetor [¢) g, temos

) R = cos(€)0) + €' sen(€)[1) = cos(€)]0) + cos(i) sen(€)[1) + isen(w) sen(€)[1).

Ou seja, o vetor |1) g pode ser visto como

n=,

com a,b,c € R.
O espaco vetorial real C2(R) tem dimensdo quatro e uma de suas bases ortonor-

mais ¢ o conjunto {HHOH?HOH

Entretanto, podemos representar o vetor i) g utilizando apenas trés vetores dessa
base, ou seja,

n=cost®) | o | +eostrente) | ] | +sentopsente)| .

Isso conclui a demonstragao. O

O subespaco V de C?(R), gerado pelos elementos

o LT
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tem dimensao trés. Como esse subespago esta definido sobre o corpo dos reais, ele
é isomorfo a R3. Considere, entdao, um isomorfismo 7 entre V e R3, tal que

1 0 0
r(D-lof D=1 (el
0 0 1
Usando esse isomorfismo, podemos escrever
1 0 0
T([¢)r) = cos(p)sen(§) | 0 | + sen(p)sen(§) | 1 | +cos(§) | 0
0 0 1

Podemos entao imaginar que, quando desprezamos o fator de fase global de
um q-bit, ele é “projetado” em um subconjunto de R3. Observamos que o lugar
geométrico determinado por |1) g (a partir do isomorfismo, podemos usar indistin-
tamente 7 (|¢)r) e |¥)g) é uma semi-esfera de R?, denominada SE?, com centro
na origem e raio unitdrio (ou seja, z2 +y%+22 =1e 2 > 0). Note que 0 < £ < /2
e 0 < ¢ < 27, como representamos na Figura 1(a).

Para chegarmos a esfera de Bloch, vamos enunciar dois lemas.

Lema 3.1. Sejam SE’ = SE? - {(0,0,1), (x,y,0)*} (a semi-esfera na Figura 1(a)
sem o equador e o pdlo norte) e Q = (0,7/2) x [0,27). A fung¢io a sequir é uma
bijecao

f:Q — SE
(&) = (cos(p)sen(§),sen(p)sen(), cos(§)).
Demonstragao.
1) Sejam X1 = (§1,¢1) e Xo = (§2,92) em @ com f(X1) = f(X2).
Segue que:

cos(p1) sen(&1) = cos(pz) sen(&2)

sen(¢py) se ( 1) = sen(p2) sen(§2)

cos(&1) = cos(&2).
Como &1,& € (0,7/2), cos(&1) = cos(&2) = & = &. Logo, sen(&1) = sen(&s) # 0;
substituindo no sistema acima, temos que cos(y1) = cos(p2) e sen(p;) = sen(ps).
Como 1, w2 € [0,27), logo ¢1 = @o. E assim X; = X5 e f é injetiva.
2) Como SE° = SE? —{(0,0,1), (x,5,0)}, com 22 + y> =1 e
Q) = {(z,y,2) € R% (cos(p) sen(§),sen(p) sen(€), cos(€)) com (€, ) € Q}, que-
remos provar que SE° = f(Q).

Vamos comegar provando que SE” ¢ f(Q). Considerando X = (z,y,2) € ﬁQ,
segue da definicao dos conjuntos considerados que:

2y 22 =1, (2,9,2) #(0,0,1) e z>0.

4Com z2 +y2 = 1.
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Como 0 < z < 1, entdo existe um & € (0, 7/2) tal que cos(§) = z esen(§) = V1 — 22
Como 22 + 32 4+ 22 =1 e z # 1, usando a identidade fundamental trigonométrica,
podemos definir:

€ Y
cos(p) = —— e se = ——
W= ¢ =
Como —vV1—22 <z <vV1-—22e¢ —v1—22<y<+1-—22 concluimos que ¢ €
[0,27). Logo, existe (£, ¢) € @ para o qual X = (cos(p) sen(§), sen(y) sen(&), cos(§)).
Assim temos que X € £(Q) e que SE- C £(Q).

Provando, agora, f(Q) C SE”.
Considerando Y € f(Q), entao existe (£, ) € @ tal que

Y = (cos(p) sen(), sen(ip) sen(§), cos(£)).

Como & € (0,7/2) temos que 0 < cos(§) < 1. Assim, ja que (&, ) € Q, deveremos
ter Y # (0,0,1). Substituindo as coordenadas de Y na equagao z2 + y? + 22 = 1,
observamos que:

[cos() sen(§)]? + [sen(p) sen(€)]” + [cos(©)]? =
— [cos?(p) + sen?(p)] sen’(€) + cos®(€) = sen?(€) + cos*(€) = L.

Entéo, Y € SE’ e, segue daf que, f(Q) C SE”. Logo, f(Q) = SE e f é sobrejetiva.
Concluimos, entao, que f é uma bijecao. O

De forma analoga, podemos provar que

Lema 3.2. Sejam 5 =52 - {(0,0,1),(0,0,—1)} (a esfera na Figura 1(b) sem os
pdlos norte e sul) e Q = (0,7/2) x [0,27). A fungao

g:Q — §2

(& @) = (cos(p) sen(2€),sen(i) sen(2€), cos(2€))
€ uma bijecado.
Proposigao 3.2. Sejam f e g as funcoes definidas nos Lemas 3.1 e 3.2, respecti-
vamente. A func¢do abaizo € sobrejetora e, para z # 0, também € injetora.

V:SE? — §?

(@,9,2) — g(f ",9,2) ((@,y,2) €SE)
(0,0,1) — (0,0,1) e (x,y,0)+— (0,0,—1)

Demonstragdo. Usando os Lemas 3.1 e 3.2 e observando que o dominio da funcao
g é igual ao contra-dominio da funcao f~!, obtemos uma bijecdo entre SE e 32,
dada por go f~!, j& que a composicao de bijecoes, nessas condicdes, é uma bijecio.
A funcdo V, definida entre SE? e S?, é, entdo, uma funcdo sobrejetora e, para z # 0,
também é injetora, pela sua prépria construgao. O
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(a) Semi-esfera que é o local (b) Esfera de Bloch
geométrico de todos os g-bits com representagdo de
[ Y)Y R- um q-bit genérico |¢) e

dos g-bits |0) e |1).
Figura 1: Semi-esfera e esfera de Bloch.

Corolério 3.1. A fung¢do V tem uma formulagdo analitica explicita dada por

V:SE*? — §2
(z,y,2) — (2z2,2yz,22% —1).

Cada elemento da imagem de V serd chamado de wvetor de Bloch.

Definicao 3.1 (Esfera de Bloch). A esfera de Bloch € o lugar geométrico de todos
os vetores de Bloch.

Observagoes:

1. Os elementos da base computacional {|0), |1)} sdo representados na esfera de
Bloch pelos pélos norte (0,0,1) e sul (0,0,-1), respectivamente.

2. V leva todos os pontos do equador de SE? no pdlo sul (0,0, —1) de S2.

3. Fazendo a mudanca de varidvel £ — g, na equagao (2.1), chegamos a forma
para a representacao polar de um g-bit mais comum na literatura da area:

, 0 . 0
) = ¢ [cos(5)[0) + % sen(5) 1)
E, para o vetor de Bloch, teremos:

|) g = (cos psen b, senpsen, cosb), 0<ep<2m 0<f6<m. (3.1)

4. Cada ponto da esfera de Bloch representa todos os g-bits de formato
e |¢), para |¢) = [cos(0/2) |0) + e sen(0/2) |1)] fixado e 0 < < 27.

Na Figura 1(b), apresentamos uma representacgao da esfera de Bloch.
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(a) Vérios vetores de Bloch com (b) Dois vetores de

mesmo 6. Bloch  antipodas e
ortogonais.

Figura 2: Representacao grafica das Propriedades 4.1 e 4.2.

4. Algumas Propriedades da Esfera de Bloch

O principal objetivo da representacao de um g-bit na esfera de Bloch é possibilitar
alguma visualizagao da evolucao desse g-bit no tempo. Pela sua prépria construgao,
a esfera de Bloch apresenta varias propriedades que nao sao intuitivas. Dentre essas,
destacaremos duas.

Propriedade 4.1 (g-bits equiprovaveis). Na esfera de Bloch, usando a parame-
trizaciao apresentada em (8.1), quaisquer dois vetores de Bloch que pertengam a
um mesmo plano, paralelo ao plano XY, representam q-bits que tém probabilidades
iguais de produzirem |0) ou |1), ao serem medidos.

Demonstracdo. Os representantes dos g-bits

)1 = a1]0) + Ba[1) e |ih)2 = @2[0) + B2]1),
que estao em um mesmo plano paralelo a XY, tém, respectivamente, 6, associado

a |1)1 e O3 associado a [¢))2, relativos & equacdo (3.1). Entdo, 6; =603 e

0 0 0 0
jon| = cos() = cos(5) = laa| e |B1] = sen(%) =sen(5) = |5,

Ver representacao na Figura 2(a). O

Propriedade 4.2 (vetores de Bloch antipodas e ortogonais). Na esfera de Bloch,
usando a parametrizacio apresentada em (3.1), quaisquer dois vetores de Bloch
antipodas sao representantes de dois q-bits ortogonais.

Demonstragao. As familias de g-bits relativas a vetores de Bloch antipodas sao
definidas por

. 0 : 0
I6)1 = eMl)(cos(El) |0>+e(“"1)sen(51) 1)) e

7'('—91

) 11)-

. —0 .
[6)2 = e072)(cos(F=) 10) + €+ sen(
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Observe que esses g-bits, quando representados na esfera de Bloch, sao antipodas
no sentido usual do termo.
Reescrevendo |¢)2, temos:

: 6 ; 0
8)2 = 07 (sen( ) [0) + ¢ cos( ) [1).

Calculando o produto interno usual em C?(C) entre |¢); e |¢)2, obtemos:

ei(”_”z)(cos(%l) sen(%l) + ellpr—er=m) cos(%l) sen(e—l)) =
= ei(“_"“)(cos(%l) sen(%)(l +e M) =0.

Ou seja, |@)1 e |¢)2 s@o ortogonais (ver representacao na Figura 2(b)). O

Com isso, apresentamos uma descricao matematica e algumas propriedades da
esfera de Bloch. Em outros trabalhos, estudaremos a agdo de algumas portas
quanticas em g-bits usando a visualizacao permitida pela esfera de Bloch. Em
paralelo, estamos estudando outras representagoes para 1 e 2 g-bits.
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Abstract. We present a mathematical description of the Bloch sphere and discuss
some properties of this representation. Also, using the Bloch sphere, we represent
some qubits with special properties.
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