TEMA Tend. Mat. Apl. Comput., 8, No. 3 (2007), 361-370.

© Uma Publicagdo da Sociedade Brasileira de Matemdtica Aplicada e Computacional.

Grafico de Controle de Regressao Estrutural

J.G. CARVALHO JIjNIORl, S.S. ALMEIDA? E.M.L.S. RAMOS3 Departamento
de Estatistica, PPGME, UFPA, 66075-110 Belém, PA, Brasil.

Resumo. Devido a necessidade de se alcancar niveis de precisao cada vez maiores,
isto €, reduzir ao maximo os erros de medida, este trabalho considera o modelo de
regressdo com erro nas varidveis proposto por [3], mais especificamente o modelo
aditivo estrutural e o combina a metodologia de construgao de graficos de controle
de regressao de [5], desenvolvendo desta forma uma ferramenta inédita e inova-
dora, denominada grafico de controle de regressao estrutural. Independente do erro
padrdo utilizado (erro padrdo sobre a reta de regressao ajustada, erro padrao so-
bre a esperanga condicional de Y dado X e o erro padrao sobre um valor predito
da varidvel dependente) pode-se verificar que o gréfico de controle de regressao
estrutural monitora de forma satisfatéria processos com varidveis relacionadas.

1. Introducao

H& tempos os métodos estatisticos tornaram-se ferramentas relevantes aos estu-
dos de fendmenos nas mais variadas areas do conhecimento, como por exemplo,
na saude, na agricultura e nas engenharias. Em aplicagoes industriais, dentre os
diversos métodos estatisticos destacam-se a andlise de regressao, planejamento de
experimentos e o controle estatistico da qualidade (CEQ®). O monitoramento do
processo é realizado observando-se a caracteristica (varidvel) da qualidade, que é
expressa na maioria das vezes em termos de uma medida, por exemplo, o didmetro
de uma peca. Antecipar-se a diversas ocorréncias que por ventura venham a ocasio-
nar alteragoes em um processo, induzindo-o a uma estabilidade no sistema avaliado é
de fundamental importancia. Para isso, faz-se necessario, prever estes acontecimen-
tos que certamente aumentam os custos de producgao. Tais previsoes s6 poderao ser
efetuadas, caso o processo analisado tenha alguma relagao entre as caracteristicas
mensuradas. Uma vez detectado o relacionamento, deve-se entao encontrar uma
expressao quantitativa, que revele a relacdo numérica entre esses fatos. A definicao
do modelo matemético adequado que reflita a relagao existente entre os diversos
fenébmenos pode propiciar a real possibilidade de interpretar a situagao, além de
significar a obtencao de estimativas e previsoes de ocorréncias futuras. O modelo
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de regressao linear simples é a forma mais elementar de equacionar essas relagoes,
o qual estd formalmente descrito em [9], como

Yi=a+p8X;+¢e; i=1,...,n, (1.1)

onde X é uma varidvel independente, com valores fixados, Y é uma varidvel de-
pendente, a« e [ sao os parametros desconhecidos da regressao, €;,- - ,&, sao
os erros estocasticos independentes e identicamente distribuidos com média zero e
variancia constante o2. Na pritica, mesmo com os continuos avangos tecnolégicos
nos procedimentos de mensuragao, nao € realista supor que a variavel X seja medida
sem nenhum erro. Neste caso, tém-se os chamados modelos com erros nas variaveis
(MEYV), que alguns autores preferem utilizar somente a nomenclatura: modelo fun-
cional (quando X é considerado fixo), modelo estrutural (quando X é considerado
uma varidvel aleatéria) e modelo ultraestrutural (uma combinagdo dos dois mode-
los, dependendo da forma de apresentagao da varidvel X). Neste trabalho é utilizado
o modelo aditivo estrutural, combinando-o a teoria de graficos de controle, para a
obtencao de uma nova proposta metodolégica que indique anormalidades nos pro-
cessos, denominada grafico de controle de regressao estrutural.

2. Idéia Geral do Modelo com Erros nas Variaveis

Toda medicao é passivel de erro, e como tal, este é o argumento mais forte para
se acreditar que eles estejam sempre presentes em qualquer processo de medigao.
Da teoria cldssica de regressao, sabe-se que o modelo de regressao considera que
as varidveis independentes X; sao medidas sem erros e, conseqiientemente, toda a
sua formulacao esta baseada nesta idéia, e nao pode ser aplicada a modelos que
contenham variaveis com erros de medida. Este tipo de problema é bastante antigo
na andlise de regressao linear e ainda hoje ele continua merecendo atengao como
mostram os trabalhos de [1] e [3], que tratam deste tépico, denominado de MEYV.
Os MFEYV sao uma generalizacao dos modelos de regressao padrao. Supondo um
modelo de regressao, onde as variaveis U; e y; sao quantidades nao observaveis e
estao relacionadas através da Equagao Linear apresentada por [7], como

onde « e 3 sao parametros desconhecidos. Porém, nem y e nem U sao observados
diretamente, de modo que os valores observados sao Y; e X;, onde

Y=y, +¢e;, i1=1,---,m, (2.2)
e

UiZXZ‘—(SZ‘, i:1,~-~,n, (23)
sendo os €; e d;, © = 1,--- ,n, conhecidos como erros de observacao, e conside-

rados mutuamente independentes e identicamente distribuidos com média zero e
variancias finitas o2 e ag, respectivamente. A partir do modelo descrito por [9], os
modelos apresentados por [7] podem ser reescritos como
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onde v; = ¢; — 36;, i = 1,---,n, e sendo os &; e J;, conhecidos como erros de
observacao, e considerados mutuamente independentes e identicamente distribuidos
com média zero e variancias finitas o2 e O'g, respectivamente. Verifica-se que este nao
é um modelo de regressao tradicional, pois X; é aleatério para qualquer modelo com
erros, e também X estd correlacionado com o erro v;, isto é, Cov(X,v) = —Bof.
Caso sejam utilizadas estimativas de regressao ordindrias (minimos quadrados) em
variaveis com erros de medida, isto implicard em estimativas inconsistentes. Como
comprovacao desta afirmacao, sao necesséarias algumas definicoes basicas da teoria
assintética, que podem ser encontradas em [4], por exemplo.

3. Modelo Estrutural

Para [3], a principal caracteristica que o modelo estrutural (ME) apresenta é o
fato de que os U; sdo considerados varidveis aleatdrias independentes entre si e
também de ¢; e d;, para todo ¢ =1, -+ ,n. Além disso, eles devem possuir uma de-
terminada fungdo densidade de probabilidade (distribuigdo), ndo necessariamente a
distribuigdo normal, com média i, e varidncia o2. Portanto, tém-se seis parametros

no modelo os quais sdo: «, 3, fu, 02, O'g e o2. Considerando vélida a suposicio
de normalidade de U;, ou seja, U; ~ N(py,02),i =1,--- ,n, tem-se que
Ui g a2 0 0
& ~ N3 0 y 0 CT? 0 y (31)
0; 0 0 0 o2
onde ¢ = 1,--- ,n, e N3 denota a distribuicao normal trivariada. Nota-se que o

par (X;,Y;) possui distribuigdo normal bivariada com vetor de médias e matriz de
covariancia dados por

X Hx Sxx  Sxy

()~ C)-(& 5] 5
onde ptx = iy py = a+ By e Sxx = O'Z-FO'(?; Sxy = Bo% e Syy = %02 +02.
Segundo [2], tem-se aqui um modelo nao identificivel, visto que, o mesmo possui seis
parametros e o conjunto de estatisticas suficientes associado a distribuicao normal
bivariada (X, Y) estima os cinco parametros E(X), E(Y), Var(X), Var(Y) e Cov
(X,Y). “Neste caso também, os estimadores de maxima verossimilhanga nao podem
ser obtidos, pois como o modelo é nao identificavel, dois vetores de parametros
diferentes podem levar ao mesmo valor da distribui¢ao conjunta de (X, Y)” [3].

Nesta situacao, é impossivel estimar consistentemente os parametros destes modelos,
pois o limite de um estimador consistente tem que ser unico.

4. Estimadores dos Parametros de Regressao

H& de se destacar que a estimacao dos parametros da regressao no MFE s6 serd
possivel se forem feitas suposigoes adicionais aos parametros. Uma delas é o co-
nhecimento de uma das variancias do erro, por exemplo 0?. No caso em que ag é
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conhecido, os estimadores de maxima verossimilhanca de « e 8 nao sao consistentes
e nao sao obtidos de forma explicita. Contudo, isso nao significa que estimadores
consistentes nao possam ser obtidos. [3] afirmam que no MFE a estimacido de o e (3
é realizada, quando a variancia dos erros de medicao Ug é conhecida, adotando-se
os estimadores obtidos pelo método dos momentos no préprio ME, pois os mesmos
sao estimadores consistentes. Para [3], sendo o ME formalmente definido conforme
Equagoes (2.1) a (2.3). Sendo os U; considerados varidveis aleatérias independentes
entre si e também de ¢; e de §;, para todo ¢ = 1,...,n; como sendo os erros de me-
dida normais independentes e identicamente distribuidos, ambos com média zero e
variancias constantes o2 e 0%, respectivamente. Considerando as Equagdes (3.1) e
(3.2) e sob a suposigdo de que 0? é conhecido, obtém-se um sistema de equacgoes, a
partir do método de estimagdo de maxima verossimilhanga e supondo Sxx > 0%,
tém-se os estimadores

o~

a=Y - p3X (4.1)

~  Sxvy
Bog ®

onde SYY:Z L (Yi-Y)? /n Sxx =Y (Xi = X)?/n; Sxy = (X, (Yi = Y)
(Xi = X)) /3 (Xi =X Y =30 Yi/ne X =37, Xi/n.

5. Visao Geral de Graficos de Controle

Em busca da obtencao de procedimentos capazes de monitorar produtos e servigos
de forma precisa e menos vulneraveis as variagoes anormais em um determinado
processo produtivo, foi fundado o Departamento de Engenharia e Inspecao dos
Laboratérios da Bell Telephone, no ano de 1924. Nele, Walter Andrew Shewhart
desenvolveu o primeiro gréfico de controle [6]. “Um grafico de controle consiste em
trés linhas paralelas: uma linha central (LC), que reflete o nivel de operac¢io do
processo e duas linhas extremas denominadas limite superior de controle (LSC) e
limite inferior de controle (LIC), obtidas em fungado da medida de variabilidade de
alguma varigvel do processo” [10].

“Somente quando o grafico de controle indicar que existe um estado de controle
estatistico a investigacao pode comegar, com alguma garantia de que dados sub-
seqiientes serao confidveis. Caso contréario, pode-se estar utilizando dados que sao
intteis por serem contaminados com os efeitos de causas especiais, as quais sao pro-
venientes do equipamento de medida” [8]. Portanto, pode-se constatar que o prin-
cipal objetivo de se aplicar um grafico de controle é sugerir dreas de investigagoes.
Para aplicar um grafico de controle como um teste de hipoteses, as hipdteses nula
e alternativa sao definidas como

Hy : O processo esta sob controle estatistico
H, : O processo nao estd sob controle estatistico.
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Figura 1: Desgaste de uma Ferramenta de Figura 2: Diagrama de Dispersdo entre
Corte em Relacio a Quantidade de Pecas Densidade Aparente e Peso do Eletrodo na
Produzidas. Linha de Producao.

6. Idéia Geral do Grafico de Controle de Regressao

Imagina-se a situagao onde os pontos “plotados” em um grafico apresentam-se com
certa tendéncia ascendente ou descendente, isto pode ser atribuido a uma tendéncia
normal do processo ou anormal de variacao, tal como, é apresentado na Figura
1, que ilustra o desgaste (Y') de uma ferramenta de corte (a fabricagdo de produ-
tos freqiientemente envolvem processos que variam de dimensao de acordo com o
numero de unidades produzidas), em relacao a quantidade (X) de pegas produzi-
das. Alguns exemplos onde fica melhor a combinacdo destas duas ferramentas do
controle estatistico da qualidade (gréfico de controle e andlise de regressao) que po-
dem ser realizadas sao: a previsao da necessidade de trabalho e a programagao de
recursos para este trabalho; a formulagao de uma melhoria no orgamento anual e o
corte de funciondrios; e para o estabelecimento de padroes flexiveis de desempenho
e a eficiéncia de unidades organizacionais.

7. Grafico de Controle de Regressao Estrutural

A reta de regressao ajustada para o ME, ou seja, a LC do gréfico de controle de
regressao estrutural é dada por

Yi=a+pU0;, i=1,---,n, (7.1)

onde U; = 41 +72Yi + 93X;, i = 1,--- ,n. Assim, obtém-se o termo independente
(1) resolvendo a Equacao (7.2),

Fi=(1-93)X —3Y. (7.2)

Para a obtengao dos vetores 72 e 73 que representam, respectivamente o segundo
e o terceiro coeficiente do verdadeiro valor do vetor aleatério U;, procede-se de



366 Carvalho Jr., Almeida e Ramos

maneira a resolver o seguinte produto matricial

- -1
V2| _ |Syy Sxy Sxy
V3 Sxy Sxx Sxx —o2|"
A estimativa do vetor de médias ¢ dada por (jiy,nix)? = (Y, X)7.
Para a construgdo dos limites do gréfico de controle de regressdo, segundo [5],
obtém-se o erro padrdo (EP), a partir do desvio padrao estimado baseado nos

desvios dos valores observados sobre a linha de regressao, utilizando-se a Equagao
(7.3).

S (Y; - Y))2

EP(Y) =S, = p—

, (7.3)
onde (n — 2) representa os graus de liberdade do modelo e }7; é dado pela Equagao
(7.1). Porém, como o objetivo do grafico de controle é controlar uma variagdo
média, que nada mais é do que uma esperanga condicional de Y dado X, pode-se
utilizar o erro padrao a partir da Equacao (7.4).

N B222 | ~2
EP(;) =\ 2% (7.4)

onde B ¢ obtido a partir da Equagao (4.2), 02 = Sxx — 02 e 52 = Syy — 3233.
De acordo com [5] uma outra maneira de se obter linhas de controle mais exatas
é utilizando-se a estimativa do (EP) definida a partir do erro padrao de um valor
predito da varidvel dependente, conforme a Equacao (7.5), dada por

-\ 2
~ i (Yi-Y - (X; - X)B 3252 4 =2
EP(Y,) = 1 ) R

n—2 n

8. Aplicacao

Considera-se a varidvel densidade aparente (Y) e peso (X) do eletrodo, medidas em
g/em?3 e Kg, respectivamente, (ver [1]), como sendo relacionadas de forma linear.
Os 18 dados sao referentes as médias mensais da densidade aparente em g/cm3 (Y),
e do peso em Kg (X) dos blocos de carbono (eletrodos) necessarios a produgao de
aluminio, no periodo de agosto de 2001 a janeiro de 2003. Como essas varidveis sao
provenientes de processos de medicoes, é razodvel supor que as mesmas apresentem
erros de medidas. Portanto, a associagao linear entre essas duas varidveis admitindo-
se que a varidvel independente (X ) apresente erro de medida, tal qual, ocorre com a
variavel dependente (Y'), pode ser expressa através do ME. A partir de informagoes
obtidas junto a geréncia de processos dessa industria, fixa-se a variancia do erro de
medida da varidvel (X), em 07 = 10Kg.

A partir dos dados e com o auxilio de uma macro construida na planilha EXCEL
gerou-se um diagrama de dispersao, com a intengao de verificar a forca e o sentido
da correlagdo (associacdo) existente entre as varidveis Y e X, ou seja, identificar se



Gréfico de Controle de Regressao Estrutural 367

1,730 1730

1,700
1,700 . Lsc

Lc

1670 - Lc

1,670

Y
2
3

1,640

Densidade (glcm?)

Densidade (glcm?)

1,610

1,580

1,550
90 995 1000 1005 970 975 980 985 990 995 1000 1005
Peso (kg)

985 9
Peso (kg)

Figura 3: Grafico de Controle de Regressao Figura 4: Gréﬁco2de Controle de Regressao
Estrutural com ¢2 = 10Kg da Densidade Estrutural com o5 = 10Kg da Densidade
Aparente e Peso do Eletrodo com Limites Aparente e Peso do Eletrodo, com Limites

de QEP(Y) = 255. de QEP(K) = 2,5‘{,1

a relagao entre estas duas variaveis ¢ significativa e linear, como pode ser verificado
na Figura 2.

Observando a Figura 2 se pode comprovar a existéncia de uma associagao li-
near entre as variaveis Y e X, a qual apresenta uma forte relagao entre estas duas
variaveis, fato o qual torna a aplicacao da andlise de regressao linear entre estas
duas varidveis inteiramente aceitavel, além de que nao se verifica nenhum ponto
extremo (outlier) dentre os pontos observados, o que poderia vir a comprometer a
confiabilidade dos resultados obtidos a partir de um modelo de regressao ajustado
para tal caracteristica. Para a construcao do preditor U; (vetor aleatdrio), ou seja,
a obtencao do verdadeiro valor de U;, supondo que o mesmo é aleatério com distri-
buigdo normal e ainda, que o = 10K g, segundo informagao fornecida pela geréncia
de processos desta industria, tem-se que

U; = 244,932 + 179, 635Y; + 0, 452X;. (8.1)

Pode-se a partir de (7.1) e utilizando (4.1), (4.2) e (8.1) estabelecer a equagao
estimada da linha de regressao para o modelo estrutural, obtendo-se a linha central
de regressao do grafico de controle de regressao estrutural, como

LC = Y; = —0.898 + 0.002578U;. (8.2)

Apés a obtencao da Equacao (8.2) e fixando-se o valor de k = 1;2;3 ou seja, com
limites de controle fixados em 68,86%, 95,46% e 99, 73% de confianga, respectiva-
mente, torna-se possivel obter o limite superior de controle (LSC) e o limite inferior
de controle (LIC), a partir de LSC = Yi+ ko e LIC =Y, — ko, respectivamente,
onde 1=1, 2, 3,...,n.

Os graficos de controle de regressao estrutural com limites de controle fixados
em 95,46% de confianga, para as trés estimativas de o dadas pelas Equagoes (7.3),
(7.4) e (7.5), sdo apresentados nas Figuras 3, 4 e 5, respectivamente.

Para a construgao dos limites de controle do grafico da Figura 3 utilizou-se
o erro padrao da linha de regressdo (EP(Y)), como estimador do desvio padrao
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de 0. Pode-se perceber que todos os pontos “plotados’ no gréfico estao dentro
dos limites de controle, demonstrando que o processo estd sob controle estatistico.
Entretanto, ao utilizar o erro padrdo da linha de regressdo estimada EP(Y;), no
grafico da Figura 4, onde objetiva-se controlar a variacdo média de um processo,
ou seja, controlar a esperanga condicional da varidvel dependente (Y) dado uma
varidvel independente (X) (neste caso os limites de controle obtidos sao diferentes
dos obtidos na Figura 3), verifica-se que os dados nao se ajustaram aos limites de
controle estabelecidos a partir dessa estimativa de o, fato que pode ser explicado
devido esta segunda variacdo do gréfico de controle estrutural ser apropriada ao
monitoramento de processos refinados, ou seja, processos que apresentam-se sob
controle estatistico durante um longo periodo de tempo (pelo menos cinco anos).
Assim, considerando-se que o processo em questao é um processo refinado, observa-
se na Figura 4, que o mesmo nao esta sob controle estatistico.

Na Figura 5, nao é notada a presenca de pontos fora dos limites de controle su-
perior e inferior, portanto, conclui-se que, este processo esta sob controle estatistico
e que esta estimativa da variabilidade adotada (2S?pi), bem como a estimativa utili-
zada no gréfico da Figura 3 (25, = 2EP(Y)) produzem limites de controle capazes
de monitorar de forma satisfatoria este processo. Objetivando-se obter limites de
controle mais largos e conseqiientemente, com menor probabilidade de alarmes fal-
sos (supor que o processo estd fora de controle estatistico quando na verdade ele néo
estd), para o processo em questao, sugere-se adotar esta tltima medida de variabi-
lidade, ou seja, 2EP(17{5) = QS?W-. Para se verificar a diferenga gerada pela escolha,
de cada uma das trés estimativas de o apresentadas, para a construcao das trés
variagoes do Gréfico de Controle de Regressao Estrutural, obteve-se a Figura 6, um
grafico comparativo o qual sintetiza as Figuras 3, 4 e 5 apresentadas anteriormente.

Verifica-se ao analisar a Figura 6, que o grafico construido utilizando-se o erro
padrao de um valor predito da varidvel dependente, é o que melhor se aplica a este
processo de producao, visto que, dentre as trés estimativas de erro utilizadas, além
de conseguir compreender todos os pontos observados, ela também produz limites de
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controle mais largos, com isto, uma eventual situacao de anormalidade do processo
produtivo (causa especial ou aleatéria), serd controlada de forma mais eficaz por
estes limites, logo, a opgao por esta terceira estimativa de o é a mais adequada
para monitorar e controlar a densidade aparente e peso do eletrodo. Percebe-se
também que, caso o processo de controle esteja sendo iniciado, pode se fazer a
opcao pelos limites de controle baseado nos desvios dos valores observados sobre a
linha de regressao (EP(Y) = S.), ou ainda na estimativa do erro padrao dada pelo
erro padrdo de um valor predito da varigvel dependente (EP(Y;)). Caso o processo
apresente-se sob controle estatistico hd um longo periodo de tempo, isto é, caso se
verifique que o processo é “refinado”, faz-se necessario a utilizagao do erro padrao
da linha de regresséao estimada EP(Y;), como estimador do desvio padréo o, ou seja,
uma estimativa da variabilidade da reta de regressdo (variabilidade da média).

9. Consideracoes Finais

Neste trabalho, comprovou-se que o grafico de controle de regressao estrutural é
uma ferramenta de controle capaz de medir o desempenho da densidade aparente
em fungao do peso do eletrodo, utilizando-se para isto do fato de que, a partir do
momento em que as variagdes ocorram, certamente em virtude de causas considera-
das comuns ou “aleatérias” (ambas origindrias da variabilidade natural do processo),
estas devem ser aceitas pois considera-se que o processo esté sob controle estatistico.
Isto caracteriza o principio do grafico de controle convencional, também conhecido
como principio do gerenciamento pela excegao. Os limites do grafico de controle de
regressao, tanto com a varidvel independente medida com erro (modelo estrutural),
como no modelo classico de regressao, sao influenciados pela escolha do estimador
da variabilidade (7). Portanto, é necessério para a construcao das trés variagoes
do gréafico de controle de regressao estrutural, utilizar trés estimativas distintas
de 0. Por exemplo, no caso dos modelos de regressao com erro nas varidveis, a
estimativa do erro padréo de previsdo (EP(Y;)), produz limites de controle mais
largos do que as demais estimativas para &, implicando com isso em uma dimi-
nuicao da chance de ocorréncia de alarmes falsos, ou seja, reduzindo desta forma a
possibilidade de ocorréncia de um grave problema, supor que o processo esta fora
de controle estatistico quando na verdade ele nao estd, o que implicaria em uma
parada desnecessaria do processo. Além disso, conseguiu-se constatar ao longo da
execucgao deste trabalho que, a aplicacao em dados reais ilustra a potencialidade
do gréafico de controle de regressao estrutural proposto como ferramenta eficaz de
controle da qualidade e de medida de desempenho de um processo, sobre tudo, ao
utilizar-se a terceira estimativa de o (EP(Y;)), que produz os limites de controle
mais largos dentre as trés estimativas utilizadas e que é indicada caso o monitora-
mento e o controle estatistico do processo esteja em seu inicio, porém, foi possivel
constatar que, os dados nao se ajustaram a segunda variagao do grafico de controle
de regressdo estrutural, a qual utiliza a estimativa de o dada pelo EP(Y;), fato o
qual, pode ser explicado devido o gréfico de controle de regressao (para o modelo
cldssico ou modelo com erro nas varidveis) utilizando essa segunda estimativa de o
ser indicado apenas para processos refinados, ou seja, processos que apresentam-se
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sob

re controle estatistico hd um longo periodo de tempo (pelo menos cinco anos).

Abstract. Because of the necessity of reaching bigger and bigger levels of precision,
that is, to reduce to the maximum the errors of measure, this paper considers the
model of regression with the error in the variable proposed by [4], specifically the
additive structural model and it combines to the methodology of building regression
control charts of [7], developing in such a way and unknown and innovative tool
that it is called structural regression control chart. Regardless of the standard error
used (standard error on the adjusted regression straight line, standard error on the
conditional hope of Y resulted X and the standard error on a predicted value of the
dependent variable) it can be verified that the structural regression control chart
monitor in an efficient way the processes with related variables.
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