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Resumo. Processsos de renovagao sdo um caso especial de processos envolvendo
eventos recorrentes nos quais um item ou unidade, apds a ocorréncia de uma falha,
é recolocado na mesma condigdo de novo. Neste artigo é apresentado um estudo das
propriedades assintéticas dos estimadores de maxima verossimilhanga, no qual se
considerou um modelo de regressao com a presenca de uma covariavel z, assumindo
valores —1 e 1, num processo de renovagdo puro com tempos entre ocorréncias
com distribuicdo de Weibull. A metodologia é desenvolvida para o caso em que
varias unidades sao acometidas por eventos recorrentes. Nas simulagoes realizadas
foram analisadas as probabilidades de cobertura empiricas do intervalo de confianga
normal assintético e também o comportamento das varidncias dos estimadores. Os
resultados mostram uma boa aproximagao com os valores esperados, mas com certos
cuidados a serem tomados, especialmente nos procedimentos baseados na simetria
das distribuigoes empiricas.

Palavras-chave. Processo de renovagao, eventos recorrentes, andlise de sobre-
vivéncia, modelos de regressao.

1. Introducao

Processsos de renovacao (RP) sdo um caso especial de processos envolvendo even-
tos recorrentes nos quais um item ou unidade, apds a ocorréncia de uma falha, é
recolocado na mesma condicao de novo (ou tao bom quanto novo) por meio de uma
acao corretiva ou de manutengao. Como conseqiiéncia, segue-se que os tempos entre
as ocorréncias sao independentes e identicamente distribuidos segundo uma fungao
intensidade A(.). A literatura para eventos recorrentes é bastante ampla e tem
crescido muito nos tltimos anos, acompanhando o desenvolvimento computacional.
Em [2, 11] pode-se encontrar detalhes da teoria sob o enfoque tradicional enquanto
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que [1] detalham a teoria para eventos recorrentes sob o enfoque de processos de
contagem.

O modelo para dados de sobrevivéncia na forma de processos pontuais mais
explorado é o modelo introduzido por [5], também conhecido como processo de re-
novagao modulado, ou RPM, o qual engloba diferentes tipos de processos conforme
a defini¢ao dos pardmetros envolvidos. [6] apresenta o modelo de Cox sob o enfoque
da teoria de processos de contagem multivariados, estendendo a teoria assintética
por meio de martingales. [9] desenvolveram um modelo misto que engloba tanto um
termo de tendéncia, como um termo de renovacao e [10] unificaram oito tipos de mo-
delos similares ao de [9], considerando o processo transformado para as intensidades
acumuladas. Em seu modelo, [10] englobam os processos de Poisson, de renovacao
e 0os modelos mistos, o qual chamaram de processo de renovacao e tendéncia TRP
(trend renewal process), bem como esses mesmo modelos com a incorporagao de um
termo de heterogeneidade, ou fragilidade. Mais recentemente, [7] apresentaram um
modelo misto, alternativo ao modelo de [9], no qual o termo referente & renovacao
foi substituido pelo nimero esperado de falhas do processo N(t), visando simplificar
a aplicacao do modelo na pratica.

Nesses trabalhos, os diversos autores enfocam basicamente a modelagem da
funcdo de intensidade A(.) sem considerar a presenca de covaridveis. [13] faz um
estudo comparativo de modelos de regressio em processos de Poisson e em [12],
tém-se detalhes da teoria para modelos de regressao sob o enfoque de processos de
contagem.

A estimacao dos parametros por meio do método de maxima verossimilhanca, na
maior parte das situagoes, considera a aproximacao assintética dos estimadores na
construcao de intervalos de confianca ou em teste de hipdteses. A teoria estatistica,
no entanto, apresenta intimeros exemplos em que as propriedades assintéticas nao
funcionam conforme o esperado, especialmente quando se trabalha com dados cen-
surados. [8] cita um exemplo no qual o estimador de méxima verossimilhanca do
parametro de forma do modelo de Weibull apresenta um vicio quando se incorporam
dados censurados.

Neste artigo, considerou-se um modelo de regressao com uma covariavel, para
um processo de renovacao com tempos entre ocorréncias seguindo uma distribuicao
de Weibull, com o objetivo de apresentar um estudo detalhado das propriedades
assintéticas dos estimadores dos parametros.

O restante deste artigo estd organizado da seguinte maneira. Na Secao 2 é
apresentado o modelo de regressao proposto; a Secao 3 apresenta a estimacao pelo
método da maxima verossimilhanga; a Secao 4, subdividida em trés partes, apre-
senta os resultados das simulagoes para os casos limitado pelo ntimero de falhas
e limitado pelo tempo e, finalmente, na Secao 5 sdo apresentas as conclusoes e
consideragoes finais.

2. Modelo

Um processo de renovacao é um processo pontual no qual diversas unidades ou
sistemas sao observados até a ocorréncia de uma falha, a partir da qual, uma agao
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corretiva recoloca essas unidades, ou sistemas, na mesma condi¢do de novos. Assim
sendo, uma mesma unidade pode apresentar diversas falhas durante a sua vida
atil, as quais serao chamadas de recorréncias. Um evento recorrente, portanto, serd
definido como aquele que nao é terminal.

Considere um processo de renovagao com m unidades sendo observadas até um
tempo limite ¢y, conforme Figura 1, e suponha que os tempos de ocorréncias para

a t-ésima unidade, ¢ = 1,...,m, sejam 0 < ¢;; < ... < t;,, < tr. Dessa forma, os
tempos entre ocorréncias para a unidade i serao definidos como v; = t; p — t; (k=1)s
i=1,...,m, k=1,...,n;. O intervalo de tempo medido a partir da ultima falha

até o limite ¢7,, dado por ¢z, —t; »,, serd denotado por v;'(n_+1),
k2

de um tempo censurado em t;. Caso a observagdo se encerre no mesmo instante

da ultima falha, ou seja, t;, = t;,,, entdo os tempos de renovacdo v;1, Via, - - -, Vin,

formam uma amostra completa.

uma vez que se trata

Considere, ainda, N (s,t) denotando o nimero de eventos em [s,t), com N(0,t)
sendo representado por N(t). O processo pontual N(¢) pode ser totalmente especi-
ficado em termos da sua fungao intensidade completa ou condicional. Definindo a
histéria do processo até o instante t como H;— = {N(s) : 0 < s < t}, entdo, de [1],
a intensidade condicional de N(¢) é definida como

- P[N(t,t+ At) = 1| Hs—]

) = Jim, =S

Num processo de renovagao, a fungao de intensidade condicional é dada por
At)=h [t — tN(t,)] , em que ty(;—) ¢ o instante de ocorréncia da falha mais recente
e h(.) é a fungdo de risco correspondente ao processo de renovagao.

Assumindo um modelo de regressdo multiplicativo, a funcao de intensidade para
a i-ésima unidade de um processo de renovagao é

Ai(v]0) = ho(v|0) #%, i=1,2,...m, (2.1)

sendo que, 8= (Bo,...,0p); 2= (1, 21,...,2p) € ho(v|@) é funcdo de risco de base.

O modelo (2.1) difere daquele apresentado por [5] por considerar a presenca
de covarigveis. Os modelos introduzidos por [9, 7, 10], apesar de generalizarem o
modelo de Cox, também nao consideram a presenca de covariaveis. O modelo aqui
apresentado é basicamente o modelo de [5], porém, considerando um processo de
renovacgao puro, com a presencga de variaveis concomitantes para explicar possiveis
diferencas entre grupos de unidades.

3. Estimacao pelo Método da Maxima Verossimi-
lhanca

A fungdo de verossimilhanga para uma unidade do processo de renovagao, conside-
rando o modelo de regressao (2.1), é da forma [1]
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ni+1 'l)”
L;,(0,8|D) = H Xi(vij|zi, 0, 8) | exp Z/ i(u|z,0,8)du » i =1,2,...m.
(3.1)
em que o ultimo termo da soma em (3.1) refere-se & integral de (2.1) no intervalo
+
Yi(ni+1)"
Unidades
m —tt 1t
m-1——t— e
3t Pt
1ty Pt
Tempo

to T

Figura 1: Processo de renovagao com tempo limite ¢;, (as linhas horizontais indicam
as unidades e as marcas sobre as linhas, as recorréncias do evento)

Ao assumir um tempo limite ¢;, como parada do experimento, automaticamente,
apés a ultima falha, tem-se uma censura. Contudo, durante o experimento podem
ser observadas censuras devido a outras causas. Nessa condigcao, define-se uma
varidvel indicadora de falha ¢, tal que ¢;; = 1, se ocorre uma falha no instante ¢;; e
c¢ij = 0, se hd uma censura em t;;, ¢ =1,...,m,7=1,...,n; + L.

Supondo que os tempos entre falhas tenham uma distribuigao de probabilidade
Weibull com intensidade A(v|H;—) = §v0~ 1 eP'%, entdo, a funcao de verossimilhanca
(3.1) com a informagao das m unidades é escrita como

L(3, BID) = 5° <H"> TLI]wS exp{

i=1 i=1j=1

m

Zv o eﬁ/z"} , (3.2)

i=1

it

em que ¢; = Z?tl ¢;j é o nimero de falhas da i-ésima unidade e c = > | Z" it Cij
é o total de falhas.

Os estimadores de méaxima verossimilhanca Se ﬁ;, r=20,1,...,p, nao sao de
facil obtengao, por isso, deve-se utilizar um método nimerico, como por exemplo,
Newton-Raphson.

4. Estudo de Simulacao

Considerando o modelo de regressao (2.1) com tempos entre ocorréncias com dis-
tribuicdo de Weibull, com densidade f(v) = Adv® texp{—A v}, t >0, A > 0 e



Estimadores de Maxima Verossimilhancga 405

6 > 0, foi realizado um estudo de simulagao limitado pelo nimero de falhas para se
avaliarem as propriedades assintéticas dos estimadores de méaxima verossimilhanga.
Para a modelagem, foi considerada uma tnica covaridvel assumindo os valores
-1 e 1, sendo o vetor de covaridveis da forma 2z’ = (1, 2) e o vetor de pardmetros da
regressao B’ = (By, 31). A intensidade para a i-ésima unidade é, portanto

Xi(vij|Hee) = 51}?{1 exp{fo+ (12}, i=1,....mej=1,...,n,.

Os valores dos parametros considerados na simulagao foram § = 0.8, 1.0 e 2.0
e o = P1 = 1.0, representando situagoes nas quais se tem uma fungao de risco
decrescente, constante e crescente, respectivamente. O nimero de unidades em ob-
servacao m e o numero de ocorréncias observadas por unidade n variaram conforme
mostram as Tabelas 1 a 3. Para cada combinacao de m e n, foram geradas &k = 2000
amostras, sendo calculadas as estimativas de maxima verossimilhanca e construido
os intervalos de confianga normais assintéticos de 95%. Segundo a teoria assintdtica,
para n suficientemente grande, os estimadores de méxima verossimilhanca 5, Bo e
ﬂl tém distribuigoes aproximadas normais com variancias dadas pelos elementos da
diagonal da inversa da matriz de informacao observada.

Nas Tabelas 1 a 3, sao apresentadas os resultados para as simulagoes com 9
igual a 0.8, 1.0 e 2.0, respectivamente. As tabelas apresentam as proporgoes para
as quais as estimativas de maxima verossimilhanca 5 60 e ﬂl foram menores do que
o limite inferior L, do intervalo de confianca assintético, maiores do que o limite
superior U e nas, colunas indicadas por C, sao apresentadas as probabilidades
de cobertura empiricas. Uma vez que cada simulacao pode ser vista como uma
amostra de uma distribuicao binomial com parametros k£ e 0.95, pode-se testar
a hipdtese de que a probabilidade de cobertura é igual a 0.95 considerando que
(B —po)/v/po (L —po)/k ~ N(0,1) [3], em que p é a probabilidade de cobertura
observada. Com um nivel de significancia de 5%, obtem-se uma regido de nao
rejeicao dada pelo intervalo (0.9405; 0.9596 ), portanto, rejeita-se a igualdade entre
as proporgoes para as coberturas observadas fora desse intervalo, as quais estao
assinaladas com um (*) nas Tabelas 1 a 3.

Pelos valores obtidos, nota-se que os resultados para § foram bons, sendo a
cobertura esperada atingida mesmo para uma quantidade pequena de unidades, in-
dependentemente do valor de d considerado na simulagao. Os resultados referentes
aos parametros da regressao foram piores, sendo que em diversas simulagoes o valor
esperado de 0.95 nao foi alcangado, até para quantidades de amostras mais eleva-
das. As probabilidades de cobertura empiricas do estimador BO foram as que mais
divergiram do valor esperado, especialmente na simulagdo com § = 0.8.

De maneira geral, para amostras pequenas, as distribuigoes empiricas dos esti-
madores de maxima verossimilhanca se apresentaram bastante assimétricas, com um
peso maior nas caudas inferiores mas com uma tendéncia a se tornarem simétricas
com o aumento do tamanho da amostra. Mesmo assim, os valores observados para
as probabilidades empiricas L e U indicam uma certa assimetria nos resultados.
Esse comportamento foi observado para os trés estimadores, conforme pode-se ob-
servar pelos valores das probabilidades empiricas L e U as quais estao longe do
objetivo de 0.025, em grande parte das simulacoes.



406 Fogo, Louzada Neto e Demétrio

Tabela 1: Probabilidades empiricas para os intervalos normais assintéticos com 95%
de confianga, com ¢ = 0.8.

0 Bo 51

m n L U C L U C L U C
3 0.057 0.008 0.936* 0.119 0.004 0.878%* 0.058 0.019 0.924%*
7 0.046 0.006 0.948 0.089 0.006 0.906* 0.055 0.020 0.926*
2 15 0.043 0.015 0.942 0.070 0.011 0.919%* 0.038 0.022 0.940%*
30 0.039 0.019 0.942 0.059 0.012 0.930* 0.039 0.018 0.944
50 0.029 0.019 0.953 0.044 0.009 0.947 0.036 0.025 0.940%*
3 0.044 0.016 0.941 0.066 0.007 0.927* 0.046 0.017 0.938%
7 0.029 0.021 0.950 0.040 0.016 0.945 0.033 0.020 0.948
10 15 0.033 0.022 0.946 0.041 0.015 0.945 0.037 0.018 0.945
30 0.032 0.021 0.948 0.048 0.017 0.936* 0.031 0.023 0.946
50 0.029 0.028 0.944 0.041 0.016 0.944 0.036 0.022 0.942
3 0.038 0.019 0.944 0.047 0.011 0.943 0.029 0.015 0.957
7 0.024 0.018 0.959 0.038 0.013 0.949 0.041 0.021 0.939*
30 15 0.030 0.027 0.944 0.047 0.015 0.938* 0.036 0.022 0.943
30 0.021 0.024 0.955 0.042 0.016 0.943 0.036 0.024 0.940%*
50 0.024 0.029 0.948 0.043 0.017 0.941 0.032 0.016 0.952
3 0.033 0.019 0.949 0.046 0.019 0.936* 0.030 0.013 0.958
7 0.038 0.027 0.936* 0.045 0.016 0.939%* 0.029 0.020 0.951
50 15 0.024 0.024 0.953 0.043 0.016 0.942 0.038 0.016 0.946
30 0.025 0.027 0.948 0.035 0.019 0.947 0.033 0.014 0.953
50 0.029 0.028 0.944 0.054 0.019 0.928* 0.038 0.017 0.946
3 0.024 0.024 0.952 0.035 0.012 0.954 0.028 0.022 0.951
7 0.021 0.033 0.947 0.037 0.020 0.944 0.031 0.018 0.952
100 15 0.020 0.024 0.957 0.038 0.011 0.952 0.032 0.022 0.947
30 0.018 0.035 0.948 0.048 0.019 0.933* 0.038 0.015 0.948
50 0.023 0.035 0.942 0.041 0.015 0.945 0.044 0.017 0.939*

4.1. Anadlise das variancias dos estimadores

As variancias amostrais dos estimadores de méxima verossimilhanca, em funcao do
tamanho da amostra, pode ser representada por uma relagao do tipo

5Q

mae nb’

var(0) = (4.1)
em que a e b sao poténcias positivas as quais, segundo a inferéncia estatistica,
devem ser iguais a 1. Por conseguinte, espera-se que a e b tendam a 1 conforme
m e n aumentem. Aplicando-se o logaritmo em ambos os lados da igualdade (4.1)
obtém-se a seguinte relagao linear

log[var(0)] = log(SQ) — a log(m) — b log(n), (4.2)

logo, espera-se que as variancias dos estimadores de §, 5y e 1 diminuam conforme
o tamanho de amostra aumenta, segundo a relacao (4.2).

Para o estudo do comportamento de a e b foi utilizado um procedimento empirico
no qual se calcularam os coeficientes angulares de (4.2) para cada par de valores de
m oun. O coeficiente angular entre log[var(.)] e log(m), para m; < maq, é calculado
segundo a relagao
log[vary(.)] — log[vary (.)]

log(msa) — log(my)

coef = (4.3)
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Tabela 2: Probabilidades empiricas para os intervalos normais assintéticos com 95%
de confianga, com ¢ = 1.0.

0 Bo 51

m n L U C L U C L U C
3 0.056 0.008 0.937* 0.135 0.004 0.862%* 0.061 0.019 0.921%*
7 0.052 0.012 0.937* 0.085 0.008 0.908%* 0.050 0.025 0.925*
2 15 0.040 0.014 0.946 0.063 0.010 0.928%* 0.045 0.017 0.939%*
30 0.035 0.021 0.945 0.044 0.015 0.942 0.036 0.025 0.940*
50 0.031 0.019 0.951 0.040 0.014 0.947 0.031 0.023 0.947
3 0.036 0.014 0.950 0.058 0.012 0.931% 0.040 0.018 0.942
7 0.033 0.024 0.944 0.041 0.014 0.946 0.039 0.017 0.945
10 15 0.027 0.017 0.957 0.043 0.015 0.943 0.032 0.018 0.951
30 0.023 0.021 0.957 0.029 0.017 0.955 0.030 0.024 0.947
50 0.033 0.020 0.947 0.034 0.016 0.951 0.033 0.018 0.950
3 0.032 0.021 0.947 0.044 0.012 0.945 0.038 0.015 0.948
7 0.030 0.020 0.951 0.034 0.016 0.951 0.034 0.022 0.945
30 15 0.027 0.022 0.952 0.029 0.026 0.946 0.038 0.020 0.943
30 0.026 0.029 0.946 0.030 0.020 0.951 0.034 0.021 0.946
50 0.023 0.025 0.952 0.026 0.021 0.954 0.042 0.012 0.947
3 0.036 0.025 0.940%* 0.040 0.014 0.947 0.035 0.022 0.944
7 0.025 0.022 0.954 0.037 0.017 0.947 0.025 0.019 0.957
50 15 0.025 0.029 0.946 0.036 0.023 0.942 0.034 0.023 0.944
30 0.025 0.028 0.948 0.032 0.019 0.950 0.036 0.016 0.949
50 0.016 0.026 0.958 0.038 0.018 0.945 0.035 0.013 0.953
3 0.030 0.029 0.942 0.028 0.020 0.953 0.031 0.019 0.951
7 0.025 0.025 0.950 0.040 0.020 0.940%* 0.032 0.018 0.951
100 15 0.019 0.026 0.956 0.024 0.018 0.959 0.036 0.017 0.948
30 0.022 0.040 0.938%* 0.028 0.013 0.959 0.043 0.020 0.938%*
50 0.017 0.032 0.952 0.030 0.022 0.949 0.041 0.015 0.945

em que log[var;(.)], i = 1,2, é o logaritmo da variancia amostral obtida na simulacao
com m = m,;, para um valor fixo de n.

Na Tabela 4 sao apresentados os valores dos coeficientes angulares calculados
em funcao de log(m), mantendo-se n fixo e, na Tabela 5, os valores dos coeficientes
angulares em fungao de log(n) para m fixo. Conforme o esperado, os valores dos
coeficientes a e b decairam para 1, ou para um valor préximo de 1, independente do
valor de §.

4.2. Simulagao para um processo de renovagao limitado pelo
tempo

Para o caso limitado pelo tempo, foram considerados dois tempos limites t;, =4 e
tr, = 9, assumido-se que todos os tempos anteriores a ty foram observados. Como
no caso anterior, foram utilizados os mesmos ntimeros de unidades m, com os valores
dos parametros fixados em § = 2.0, Gy = (51 = 1.0.

No tempo limite igual a 4, os niimeros médios de ocorréncias nao censuradas,
por unidade, para cada nivel da covariavel, foram de ny = 4.1, no nivel —1 de z e
de ny = 11.9, no nivel 1. No tempo limite 9, foram registradas n; = 9.8, no nivel
-1 de z e ny = 27.2, no nivel 1.

Pelos valores apresentados na Tabela 6 pode-se observar que, das cinco si-
mulagdes realizadas para §, com o tempo limite t;, = 9, trés apresentaram valores
fora dos limites esperados, mesmo para tamanhos de amostras moderados. As pro-
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Tabela 3: Probabilidades empiricas para os intervalos normais assintéticos com 95%
de confianga, com ¢ = 2.0.

0 Bo 51

m n L U C L U C L U C
3 0.060 0.007 0.934% 0.121 0.005 0.875* 0.067 0.035 0.899%*
7 0.049 0.009 0.942 0.088 0.005 0.908%* 0.054 0.021 0.926*
2 15 0.042 0.020 0.938%* 0.063 0.012 0.925* 0.049 0.021 0.930%*
30 0.036 0.017 0.948 0.045 0.013 0.943 0.035 0.027 0.939*
50 0.035 0.021 0.945 0.040 0.015 0.945 0.035 0.019 0.947
3 0.040 0.013 0.948 0.063 0.012 0.926* 0.049 0.019 0.933*
7 0.033 0.014 0.954 0.049 0.012 0.940* 0.033 0.015 0.953
10 15 0.033 0.018 0.949 0.035 0.019 0.947 0.029 0.020 0.952
30 0.028 0.022 0.950 0.034 0.024 0.943 0.024 0.022 0.955
50 0.029 0.018 0.954 0.030 0.022 0.949 0.029 0.027 0.945
3 0.031 0.020 0.949 0.032 0.011 0.957 0.038 0.019 0.944
7 0.037 0.017 0.947 0.033 0.018 0.950 0.028 0.017 0.955
30 15 0.028 0.021 0.952 0.038 0.017 0.946 0.038 0.022 0.940*
30 0.032 0.017 0.952 0.026 0.027 0.948 0.033 0.028 0.940%*
50 0.034 0.024 0.943 0.026 0.021 0.954 0.031 0.026 0.944
3 0.030 0.023 0.948 0.034 0.021 0.945 0.033 0.019 0.949
7 0.030 0.018 0.953 0.024 0.022 0.955 0.028 0.024 0.949
50 15 0.027 0.021 0.952 0.033 0.024 0.944 0.034 0.021 0.945
30 0.033 0.020 0.947 0.025 0.021 0.955 0.035 0.018 0.948
50 0.034 0.018 0.949 0.021 0.026 0.953 0.030 0.018 0.952
3 0.030 0.024 0.947 0.031 0.021 0.949 0.032 0.018 0.950
7 0.031 0.024 0.946 0.031 0.025 0.945 0.041 0.024 0.936*
100 15 0.027 0.023 0.951 0.021 0.019 0.961* 0.031 0.024 0.946
30 0.037 0.017 0.946 0.029 0.022 0.950 0.038 0.022 0.941
50 0.032 0.022 0.947 0.026 0.026 0.949 0.037 0.022 0.942

babilidades de cobertura empiricas para os estimadores de maxima verossimilhanca
de By e 81 na maioria das vezes ficaram dentro dos limites esperados, com apenas
dois casos diferindo do esperado.

Com relagao a simetria das distribuigoes amostrais, nota-se um comportamento
semelhante ao caso limitado pelo nimero de falhas, ou seja, nas amostras menores
houve uma tendéncia mais acentuada de assimetria na cauda inferior. Para os
estimadores 8 e Bo, a assimetria diminui com o aumento do tamanho da amostra
mas, na maioria dos casos, as probabilidades empiricas L e U ainda estao longe do
valor esperado. Para Bl, as probabilidades empiricas L e U sao bastante equilibradas
na simulagao com tempo limite t;, = 4 mas, nas simulagoes com ¢y, = 9, verifica-se
uma inversao na assimetria para as maiores amostras, nas quais os valores obtidos
indicam uma peso maior das caudas superiores.

Na avaliagao do decaimento das variancias amostrais dos estimadores de maxima
verossimilhanga, espera-se a mesma relagao linear (4.2) considerada no caso limitado
pelo numero de falhas. Pelos valores apresentados na Tabela 7, observa-se que os
coeficientes estao proximos do valor 1, mesmo para as amostras menores, o que
pode ser explicado pelos valores registrados para n1 e no.
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Tabela 4: Coeficientes angulares de log[var(.)] x log(m) para n fixo, obtidos de (4.3).

o n
Estimador  real m 3 7 15 30 50
2e1l0 -2.11 -1.35 -1.12 -1.06 -1.01

0.8 10 e 30 -1.20  -1.11 -1.02 -1.10 -1.08
30 e 50 -1.12 -0.75 -1.15 -0.96 -0.91

50 e 100 -1.04 -1.18 -1.03 -0.95 -0.94

2e 10 -1.94  -1.36 -1.19 -1.07 -1.01

) 1.0 10 e 30 -1.20  -1.13  -0.99 -0.97 -1.06
30 e 50 -1.00 -1.03 -0.95 -1.07 -1.16

50 e 100 -1.06 -0.96 -1.10 -0.96 -0.89

2e 10 -2.05 -1.38 -1.22 -1.03 -1.06

2.0 10 e 30 -1.15 -1.00 -0.99 -1.03 -0.95
30 e 50 -1.13  -1.09 -1.11 -0.98 -1.08

50 e 100 -1.01 -0.93 -0.98 -1.09 -1.01

2e 10 -2.10  -1.32  -1.16 -1.04 -1.00

0.8 10 e 30 -1.16 -1.07 -0.94 -1.06 -1.02
30 e 50 -0.92 -0.94 -1.09 -1.07 -0.82

50 e 100 -1.22 -1.08 -1.11 -0.89 -1.12
2e10 -1.93 -1.34 -1.09 -1.08 -1.03

Bo 1.0 10 e 30 -1.19 -1.06 -1.03 -0.99 -1.04
30 e 50 -1.00 -1.00 -1.01 -1.05 -0.88

50e 100 -1.12 -1.00 -1.12 -1.04 -1.04

2e 10 -1.98  -1.32 -1.14 -1.09 -1.04

2.0 10 e 30 -1.26 -1.07 -1.01 -1.01 -1.00
30 e 50 -0.89 -1.11 -1.01 -1.11  -1.02

50 e 100 -1.07 -0.88 -1.09 -0.92 -1.00
2el0 -1.91 -1.30 -1.10 -1.01 -1.03

0.8 10 e 30 -1.25 -1.00 -1.00 -1.01 -1.09
30 e 50 -0.98 -1.14 -1.15 -1.19 -0.87

50 e 100 -0.97 -0.99 -0.97 -0.94 -1.01

2e 10 -1.81 -1.32 -1.16 -1.08 -1.03

51 1.0 10 e 30 -1.15 -1.08 -0.95 -0.97 -1.01
30 e 50 -1.04 -1.17 -1.01 -1.13 -1.06

50e 100 -1.01 -0.92 -1.05 -0.86 -0.95

2e 10 -1.92  -1.33 -1.17 -1.10 -1.04

2.0 10 e 30 -1.16 -1.04 -0.96 -0.94 -1.00
30 e 50 -1.07 -0.94 -1.01 -1.09 -1.03

50 e 100 -1.02 -0.94 -1.03 -0.93 -0.93

5. Conclusao

O procedimento para construcao dos intervalos de confianca baseado na normali-
dade assintotica dos estimadores de maxima verossimilhanga mostrou-se satisfatério
na maioria dos casos, porém, com algumas simulagoes em que os resultados obtidos
nao atingiram os valores nominais. As probabilidades de cobertura obtidas para
o estimador de parametro ¢ foram mais consistentes do que para os parametros
da regressao, alcangando o valor nominal na maioria das simulagoes. Em algumas
simulagoes, mesmo para amostras consideradas grandes, as probabilidades de co-
bertura empiricas dos estimadores BO e [31 nao atingiram o valor esperado de 0.95,
especialmente para § = 0.8. Além disso, os resultados mostram assimetria na cauda
inferior que, de maneira geral, foi mais marcante nas pequenas amostras. Esse
resultado indica que as inferéncias baseadas em procedimentos bicaudais merecem
cuidado especial, particularmente quando amostras pequenas sao consideradas. Nas
andalises das variancias dos estimadores, por sua vez, os resultados indicaram um



410 Fogo, Louzada Neto e Demétrio

Tabela 5: Coeficientes angulares de log[var(.)] x log(n) para m fixo, obtidos de (4.3).

o m
estimador  real n 2 10 30 50 100
3e7 -2.68 -1.26 -1.14 -0.92 -1.03
0.8 7elb -1.54 -1.04 -0.90 -1.17 -1.03
15e30 -1.16 -1.03 -1.16 -1.02 -0.94
30e50 -1.16 -0.99 -0.97 -0.92 -0.91
3e7 -2.27 -1.18 -1.08 -1.10 -1.02
) 1.0 7elb -1.55 -1.20 -1.01 -0.96 -1.09
15e30 -1.27 -0.99 -0.95 -1.04 -0.90
30 e 50 -1.11 -0.91 -1.11 -1.19 -1.10
3e7 -2.563  -1.26 -1.06 -1.04 -0.98
2.0 T7Telb -1.39 -1.05 -1.03 -1.04 -1.09
1530 -1.38 -0.95 -1.02 -0.93 -1.03
30e50 -1.00 -1.09 -0.93 -1.02 -0.92
3eT -2.66 -1.18 -1.06 -1.07 -0.96
0.8 7elb -1.46 -1.11 -0.91 -1.01 -1.03
15e¢30 -1.19 -0.92 -1.12 -1.11 -0.89
30e50 -1.24 -1.11 -1.02 -0.76 -1.07
3e7 -2.36 -1.24 -1.06 -1.06 -0.96
Bo 1.0 7elb -1.54 -1.01 -0.97 -0.98 -1.08
15 e 30 -1.11 -1.09 -1.04 -1.07 -0.99
30 e 50 -1.16 -1.01 -1.12 -0.94 -0.94
3eT -2.45 -1.19 -0.95 -1.08 -0.93
2.0 7elb -1.46  -1.08 -1.00 -0.93 -1.12
15 e 30 -1.14 -1.03 -1.03 -1.10 -0.93
30 e 50 -1.19 -1.04 -1.00 -0.91 -1.03
3e7 -2.41 -1.26 -0.94 -1.03 -1.05
0.8 7elb -1.46 -1.03 -1.02 -1.03 -1.00
15e30 -1.17 -097 -0.99 -1.02 -1.00
30e50 -1.01 -1.06 -1.22 -0.90 -0.99
3e7 -2.08 -1.14 -1.04 -1.12 -1.05
61 1.0 7elb -1.50 -1.17  -0.99 -0.88 -0.99
15e¢30 -1.19 -1.01 -1.05 -1.14 -0.95
30e50 -1.13 -0.97 -1.05 -0.98 -1.11
3e7 -2.37 -1.25 -1.10 -1.02 -0.95
2.0 7elb -1.38  -1.04 -0.92 -0.97 -1.05
15e30 -1.18 -1.02 -0.98 -1.04 -0.94
30e50 -1.10 -0.93 -1.07 -1.01 -1.01

Tabela 6: Probabilidades empiricas para os intervalos normais assintéticos com 95%
de confianga, com ¢ = 2.0, para o caso limitado pelo tempo.

J Bo B1

tr, m L U C L U C L U C
2 0.047 0.014 0.940%* 0.051 0.007 0.943 0.039 0.024 0.938%
10 0.032 0.022 0.947 0.032 0.012 0.957 0.033 0.025 0.943
4 30 0.029 0.021 0.950 0.026 0.022 0.953 0.025 0.026 0.950
50 0.019 0.024 0.957 0.030 0.022 0.949 0.024 0.026 0.951
100 0.019 0.024 0.958 0.029 0.026 0.946 0.021 0.028 0.952
2 0.043 0.017 0.940%* 0.050 0.016 0.935* 0.032 0.025 0.944
10 0.031 0.029 0.940* 0.038 0.016 0.947 0.023 0.023 0.955
9 30 0.031 0.031 0.939* 0.031 0.020 0.950 0.024 0.030 0.947
50 0.029 0.027 0.945 0.030 0.027 0.944 0.018 0.033 0.950
100 0.025 0.018 0.958 0.027 0.029 0.945 0.022 0.030 0.948

decaimento rapido para os niveis nominais, direcionados pelo aumento do tama-
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Tabela 7: Coeficiente angular de log[var(.)] x log(m), para o caso limitado pelo
tempo.

tr m 0 Bo B
2el0 -1.34 -1.20 -1.22
4.0 10 e 30 -1.09 -0.99 -1.07
30 e 50 -0.96 -1.01 -1.08
50 e 100 -1.02 -0.95 -1.01
2el0 -1.13 -1.07 -1.13
9.0 10 e 30 -1.05 -1.03 -0.97
30 e 50 -1.07 -0.98 -1.07
50 e 100 -1.05 -1.00 -1.02

nho da amostra. No caso limitado pelo tempo, com a inclusao de uma observagao
censurada, tem-se basicamente os mesmos resultados, porém, os resultados para o
estimador ¢ foram piores do que para os estimadores BO e Bl. A presenca de ob-
servagoes censuradas é uma constancia em dados de sobrevivéncia, entretanto, essa
situagao, apesar de grande importancia, esta fora do escopo do artigo e deve ser
investigada em pesquisa futura.

Abstract. Renewal process are special case of processes envolving recurrent events,
in which a unit, after a failure, is restored to the like new condition. In this work
we present an asymptotic study of the maximun likelihood estimators properties
considering a regression model with a concomitant variable z, assuming values -1
and 1, in a simple renewal process when the times between occurrences present a
Weibull distribuition. The metodology was developed for the situation when several
units in test are submited by recurrent events. Simulations were analysed by the
empirical probabilities of the normal confidential intervals that wraps the real value
of the paramater and the assyntotical behaviour of the variances stimations. The
results shows a good approach to the nominal values, but some observations about
procedures have to be made on the symmetry of the empirical distributions of the
estimators.

Keywords. Renewal process, recurrent events, survival analisys, regression mo-
dels.
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