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Resumo. Neste trabalho apresenta-se uma nova abordagem para solugao de pro-
blemas lineares de transporte dependentes do tempo, através da combinacao do
método das diferengas finitas e do método LTAn. Para tanto, aproxima-se a deri-
vada temporal do fluxo angular por Diferencas Finitas Descendentes, transformando-
se o problema transiente resultante em um conjunto de problemas de transporte
unidimensionais, os quais sd@o entao resolvidos, recursivamente, pela aplicagdo do
método LTAx em cada um destes problemas, separadamente. Basicamente, o
método LTAN consiste na resolucdo das equagdes An pela técnica da transfor-
mada de Laplace na varidvel espacial, com inversdo analitica. As equagbes An sao
obtidas decompondo-se o fluxo angular nas dire¢bes positivas e negativas, respec-
tivamente, como soma e subtracdo de duas fungbes definidas apenas nas dire¢oes
positivas, aplicando-se entdo a idéia das ordenadas discretas. SimulagGes numéricas
sao apresentadas.

Palavras-chave: Problema transiente de transporte, Diferengas finitas, Método
LTAN

1. Introducao

Problema de Transporte é o termo comumente usado para a descricao matematica
do transporte de particulas microscopicas, tais como, néutrons, fétons e elétrons
através da matéria. A equagao de transporte [6], introduzida em 1872 por Boltz-
mann, é, na sua forma mais geral, uma equacao integro-diferencial nao-linear. En-
tretanto, o transporte de particulas nao carregadas, tais como fétons e néutrons,
pode ser descrito pela forma linear da equagao de Boltzmann. Na busca de uma
solucao para a equacao linear unidimensional de Boltzmann, aproxima-se o seu
termo integral por uma quadratura de Gauss-Legendre na variavel angular e calcula-
se a equacao resultante nas diregoes discretas, obtendo-se assim, um sistema de
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equagoes diferenciais ordinarias, que sao conhecidas como Equagoes de Ordenadas
Discretas ou Equagoes Sy [6].

Na literatura, poucos trabalhos tém objetivado o desenvolvimento de codigos
computacionais para a solugao de problemas de ordenadas discretas dependentes do
tempo, entre os quais, podem-se citar os métodos DDIT e ACN [1]. O método DDIT
consiste em usar o método de diferencas finitas denominado diamond difference na
variavel espacial e o método trapezoidal implicito na variavel temporal das equagoes
Sn. O método ACN é um método nodal que preserva a solucdo geral analitica das
equagoes nodais Sy integradas transversalmente com aproximacgoes para os termos
de diferenca avancada, os quais sdo aproximados por constantes.

Por outro lado, o método LTSy [14], que resolve analiticamente as equagoes
Sn pelo uso da técnica da transformada de Laplace na variavel espacial, tem sido
utilizado com sucesso na resolucao de problemas transientes de transporte quando
combinado com o método espectral [5]. A formulagao obtida através deste procedi-
mento tem sido aplicada em problemas de transporte em dominios limitados, tanto
lineares [8, 10], quanto nao-lineares [9, 11] e, em problemas transientes de trans-
porte em dominios ilimitados [12]. O método LTSy também foi combinado com
o métodos das diferencas finitas para resolver um problema transiente de trans-
porte unidimensional [13]. Recentemente, desenvolveu-se o método LTAN [2, 3]
e observou-se que este apresenta uma aparente maior taxa de convergéncia que o
método LTSy na solugdo de problemas estaciondrios lineares unidimencionais de
transporte, implicando num menor esfor¢o computacional. O método LTAy, basi-
camente, consiste na aplicagao da transformada de Laplace na varidvel espacial do
conjunto das equagoes diferenciais Ax [2], solugdo do sistema linear resultante para
o fluxo angular transformado e inversdo analitica do mesmo. As equagdes Ay sdo
obtidas decompondo-se o fluxo angular nas dire¢oes positivas e negativas, respec-
tivamente, como soma e subtracdo de duas fungoes definidas apenas nas dire¢oes
positivas, aplicando-se a idéia das ordendas discretas. Desta forma, é de se esperar
que a troca da formulagao LTSy pela formulacao LTAy devera resultar num ganho
razoavel no tempo de processamento.

Seguindo nesta diregao, propoe-se neste trabalho uma nova formulagao para
resolver problemas transientes de transporte, combinando agora, o método das di-
ferencas finitas com o método LTAy. Para tanto, aproximando-se a derivada tempo-
ral do fluxo angular por Diferencas Finitas Descendentes, transforma-se o problema
transiente de transporte em um conjunto de problemas unidimensionais, os quais
sdo resolvidos, recursivamente, através do método LTAy [2, 3].

2. Descricao do Problema

Para apresentar o método proposto, considera-se o seguinte problema transiente de
transporte em geometria plana, com espalhamento isotrépico, descrito pela equagao:

1

10v ov o , ,

vy (2, u,t) —l—,u% (z, p, t) + 0¥ (z, p, t) = ?/\II (z,p',t) dp, (2.1)
21
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pelas condicoes de contorno,

U (0, p,t) = U (0,—p,t), se u>0, (2.2)
e
U (H,p,t)=0, se p <0, (2.3)
e pela condigao inicial,
U (2, 1,0) =P (z,p0), (2.4)

onde W (z, i, t) denota o fluxo angular de néutrons na posigao x € [0, H], na dire¢ao
i € [—1,1] e no instante ¢, v é a velocidade das particulas, o, e o, sdo definidos,
repectivamente, como a se¢ao de choque macroscépica total e de espalhamento.
® (z, 1) denota a condigao inicial prescrita.

3. A Aproximacao no Tempo

Visando resolver o problema (2.1-2.4), considera-se a discretizacdo temporal ¢, =
m.At, sendo U™ (z, u) = V¥ (x, p, t,,) € aproxima-se a derivada temporal na equagao
(2.1) por diferencas finitas atrasadas, ou seja,

oum™ U (z,p) — O™ (2, )
Assim, conclui-se que os fluxos angulares aproximados U™ (z, 1) devem satis-

fazer um conjunto de problemas de transporte descritos pelas equacoes integro-
diferenciais:

(3.1)

m

“ax

1
Os
(z, 1) + of 9™ (x, 1) 7/\117” o)) dp + Q™ (x, ), (3.2)
1

e pelas condicoes de contorno

U™ (0, p) = 9™ (0,—p), se u>0, (3.3)
e
U (H, p) =0, se u <0, (3.4)
onde
— - 3.5
o =0t v.At (35)
i ! (e, )
U=t (z,
m =1 3.6
Q™ (x, ) AL (3.6)
com m = 1,2,3,.... Finalmente, uma vez determinados os fluxos ¥ (x, ), com

k=0,1,...,(m — 1), obtém-se o fluxo ¥ (z, u) através da resolugdo do problema
descrito pelas equagoes (3.2-3.4). Cabe ressaltar, que este problema tem a mesma
forma dos problemas estacionarios de transporte ja resolvidos, com sucesso, pelos
métodos LTSy [14] e LTAy [3].

Na préxima segao, apresenta-se a solugao do problema dado pelas equagoes (3.2-
3.4) através do método LTAy.
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4. O Método LTAy

Aplicando a transformagao de Kuznetsov [7], para o fluxo angular
m _ u™ (xnu)—’—vm (LI?,/J), se /J/>0
v (x’ﬂ)_{ u™ (x, —p) —v™ (2, —p), se pu<0 (4.1)
e o termo de fonte

S™ (x, 1) + F™ (x, 1) se pu>0
m _ s M 9 )

Q (xnu)_{ S™ (@, —p) — F™ (z,—p), se p<0 (4.2)
substituindo essas expressoes na equacao (3.2), apds algumas manipulacoes algébricas,
obtém-se o conjunto de duas equacgoes:

1
u%vm (x, 1) + ofu™ —aé/um )y du' + 8™ (), ;>0 (4.3)
0

po o™ (@) + o™ (@, ) = F™ (2, 1), 1 > 0. (4.4)

Seguindo a idéia da aproximacao Sy [6] nas equagdos (4.3-4.4), obtém-se o se-
guinte sistema de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem

N
d *_m m m
P 0" (2 pn) + oFu™ (2, i) = os > wpt™ (x, ) + S™ (, i) (4.5)
k=1
€
d m * .M m
:un%u (%Mn) + ov (xvuﬂ) =F (‘T7un)7 (46)

paran = 1: N, as quais sdo conhecidas como equagdes Ax [4]. Aqui, py e wi para
k =1 : N, denotam respectivamente as abscissas e pesos da férmula de quadra-
tura de Gauss-Legendre no intervalo [0, 1]. Entao, aplicando-se a transformada de
Laplace nas equagoes (4.5-4.6), resulta na seguinte equacao matricial

w-n [ -[ES ] [0] e

onde os vetores u™(x), v™(x), F™(x) e S™(x) sdo respectivamente defnidos como

F™(zypp) F™ (x,uN)]T

™ () o™ ()| ™ () ™ ()] [ - -

S™ (z,p1) S™ (MLN)}T
2 KN
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A barra denota a transformada de Laplace destes vetores. Aqui, I é a matriz
identidade (2N) x (2N) e os coeficientes a; ; da matriz A (2V) x (2N) s@o descritos
como

of .
-+, se i=4j5—N
i
LTE L W% N =
a;; = Hj Hj (4.8)
W
“i%s se j<N,i>Nei—-N#j
Hi—N
0, em outro caso

A equagdo matricial (4.7) e sua transformada inversa de Laplace sdo obtidas
analiticamente, usando a diagonalizagao da matriz A = XDX ! [14], resultando
que

M=z

u™ () = 3 {a (ki) e?DEIOTT o (ki + N) e CHPTR

N 3
+ > |a(ki)
j=1
+a(k,i+ N) [edENE) (o7 i+ N, j) F™ (7, 1)
0
+ al(i+N,j+N)S™ (T,uj)>d7'}}

T—=s ﬂ‘

=) (o= (i, ) F™ (1, 15) + a7 (6,5 + N) S™ (7, p5)) dr

(4.9)

2

o™ (@, ) = {a(k+ N,i)ed@@—HTM 4 o (k+ N,i+ N)edi+Nazpm |

K2

I
-

N x
+ 3 la(k+ N,i) [ ed®@=7) <o¢_1(i,j)F7” (topj) +a=t(i,j+ N)S™(r, Mj)> dr
Jj=1 H

+a(k+Ni+ N) [e@NE (ah (i + N, j) F™ (1, 1)

0
+ a (i + N,j+ N)S™ (1, p5)) dr] },
(4.10)
onde d(i), a(i, j) e a~1(i, j) denotam, respectivamente, os autovalores da matriz A e
os coefecientes das matrizes X e X 1. Determinadas as incégnitas I'; pela aplicacao
das condigoes de contorno (3.3-3.4), a solugdo para U™ (z, ux) é dada pela equagao
(4.1), onde u™ (z, py) e v™ (z, ug) sdo expressos nas equagoes (4.9-4.10).

5. Resultados Numéricos e Conclusoes

Para testar a eficiéncia da metodologia proposta, sob o ponto de vista da modelagem
computacional, considera-se um dominio homogéneo de 50cm de espessura, com
condicgbes de contorno: reflexiva & esquerda e vdcuo a direita. A segdo de choque
macroscopica total é 1.0em ™!, enquanto que para a secio de choque macroscépica
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de espalhamento tomam-se os valores 0.999, 0.9, 0.8 e 0.5cm™!. Assume-se que a
velocidade dos néutrons é 10%cm/s. Esse dominio unidimensional possui uma fonte
de néutrons unitaria na regiao 0 < x < 10. Subitamente, em t = 0, a fonte de
néutrons é removida. Esse problema é descrito matematicamente pelas equagoes
(2.1-2.4), sendo a condigéo inicial ®(x, 1) solu¢ao do problema

+1
o ®lans) + 0ib(e) = 5 [ S+ QL) (5.1)
(I)(Ovﬂ) = @(07 _M)a p>0 (52)
S(H,pu) =0, p<0 (5.3)
onde

1, se O0<a<10

Q) = { 0, se 10<z <50 (5.4)

Nas tabelas sao apresentados valores para taxa de absorcao, na regiao 0 < = <
45, que é definida pela expressao

T,(t) = Ja//\ll(x,,u,t)dx dp. (5.5)

Tabela 1. Resultados numéricos pelos métodos LTSon e LTAy, para a taxa de
absorc¢ao, com L = 500.

Os LTSQ LTAl
0,999 | 1.226996E-001 || 1.066211E-001
0,9 || 8.014036E-009 || 3.721099E-010
0,8 || 2.192492E-012 || 2.919280E-014
0,5 || 2.092488E-019 || 2.414999E-022
Os LTS4 LTA2
0,999 || 1.260764E-001 || 1.268088E-001
0,9 || 1.644483E-008 || 1.535277E-008
0,8 || 1.746796E-011 || 1.346287E-011
0,5 || 5.746516E-016 || 1.494190E-016

*Lé-se como 1.226996x10~!

Para determinar o fluxo angular, inicialmente discretiza-se a varidvel temporal

usando diferencas finitas atrasadas, com At = 10~%s, sendo que a solucdo do con-
junto de problemas dado pelas equagoes (3.2-3.4) é obtida através do método LTAy
com N =1 e 2. As integrais de convolucdo que aparecem nas equagoes (4.9-4.10)
sao resolvidas numericamente, devido a caracteristica recursiva dos termos de fonte
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F™(x, pin) € S™(x, ). Para tanto, o dominio espacial foi subdividido em intervalos
[€;, iv1], com i =0,1,..., L, e as fungdes v (x, p, ) € v™ = (x, p,) sdo interpoladas
por splines ciibicos em cada um destes subintervalos.

Na tabela 1, apresentam-se os valores da taxa de absorcao na regiao 45 < x < 50,
no instante ¢t = 107>, obtidos pelos métodos LTSon € LTAN, L =500, N =1 e 2, e
o5 assumindo os valores 0.999, 0.9, 0.8 e 0.5¢m ™ 1. Os resultados apresentaram uma
boa coincidéncia, levando-se em conta a equivaléncia entre as aproximacoes Ay e
Son [3]. Deve-se ressaltar também que o método LTAyN apresenta uma aparente
maior taxa de convergéncia, pois calculando-se a taxa de absorgao pelo método
LTS:s, considerando t = 107°, L = 500 e o, = 0.999cm ™!, obtém-se o valor
1.266514 x 10~ [10].

Tabela 2. Resultados numéricos para a taxa de absorcao, obtidos pelos métodos
LTS4 e LTA,, considerando o5 = 0.999¢m ™!, t = 10~ 5s.

L LTS, LT A,
440 || 1.261702E-001 || 1.269027E-001
450 || 1.261528E-001 || 1.268853E-001
460 || 1.261362E-001 || 1.268531E-001
470 || 1.261203E-001 || 1.268528E-001
480 || 1.261051E-001 || 1.268375E-001

Na tabela 2, sao apresentados os valores numéricos obtidos para a taxa de
absorcao pelos métodos LTAy e LTS,y, considerando t = 107%s, N = 2, 0, =
0.999c¢m ™1, para L = 440,450, 460,470 e 480. Analisando estes resultados, observa-
se claramente a lenta convergéncia para a precisao desejada, uma vez que, com
L = 480, ainda nao se tem mais do que trés digitos significativos de coincidéncia.
Acredita-se que, resolvendo-se analiticamente as integrais de convolugao, o tempo
computacional diminuird e resultados numéricos mais precisos serao entao obtidos.
Propoe-se voltar as atengoes futuras nesta diregao. E importante salientar que a
formulagao do método proposto é simples, podendo facilmente ser estendida a ou-
tras classes de problemas, tais como, problemas com espalhamento anisotrépico,
problemas de multigrupo de energia, problemas envolvendo multiregices. Ademais,
obteve-se uma solucao analitica para cada passo da aproximagao em diferencas fi-
nitas do fluxo angular.

Baseando-se em resultados obtidos pelo método LTAy para problemas esta-
ciondrios de transporte [3], conclui-se que o método LTAy somente terd vantagens
sobre o método LTSy na resolugao de problemas, transientes ou estacionérios, com
altos graus de anisotropia. As dificuldades de programacao impostas pelo método
LTAN, em relagao ao método LTSy, nao tornam vantajoso o seu uso para proble-
mas com baixos graus de anisotropia. Acredita-se que o objetivo deste trabalho foi
alcangado, avaliando as vatangens e desvantagens na utilizagdo do método LTAy
em relagdo ao método LTSy.
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Abstract. In this work, a new approach to solve one-dimensional linear transport
problems with time-dependence is proposed, using the combination of the finite
difference scheme and the LTAn method. For such, the time-derivative of the
angular flux is approximated by backward finite differences scheme, transforming
the transient transport problem in a set of one-dimensional transport problems
which are then recursively solved, one by one, by the application of the LTAN
method. This method consist of the solution of the Ax equations using the Laplace
transform technique at the spatial variable, with analytical inversion. The Ax
equations are attained separating the angular flux at the positive and negative
directions, respectively, as the sum and subtraction of two functions defined only
at the positive directions, applying then the idea of the discrete ordinates method.
Numerical simulations are presented.
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