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Resumo. O proposito deste trabalho é encontrar estratégias étimas de controle de
pragas no sistema biolégico que apresenta comportamento ndo-linear. O controle,
baseado no modelo de Lotka - Volterra de duas presas e um predador, é aplicado em
um agroecossistema de plantagdo de soja. O objetivo desta estratégia de controle é
manter a populacao de pragas abaixo de nivel de danos econémicos. Este problema
do controle 6timo é resolvido através do método das Equagbes de Riccati Depen-
dentes do Estado (SDRE). Simulagdes numéricas para as estratégias do controle
de pragas propostas, baseadas no modelo de Lotka-Volterra, foram realizadas para
mostrar eficicia deste método.

Palavras-chave. Controle 6timo, sistemas biologicos, SDRE.

1. Introducao

Sistemas nao lineares, exibindo comportamento caético, tem despertado um cres-
cente interesse dos pesquisadores. Os sistemas populacionais, incluindo sistemas
presa - predador geralmente sao nao-lineares, e por vezes apresentam regime cad-
tico [6, 13, 14]. Um modelo biologico deste tipo, de duas presas e um predador é o
de Lotka-Volterra.

O controle biologico consiste em inserir predadores em meio as pragas que afe-
tam as culturas ou causam algum mal & saide humana ou aos animais. A grande
vantagem desse controle é reduzir a quantidades toleraveis de pragas, sem causar
danos ao meio ambiente ou a nossa satide. Assim é possivel chegar a um nivel das
espécias de maneira a manter o equilibrio ambiental e econoémico [10].

Dentre as diversas técnicas de controle de sistemas biologicos ndo-lineares [4,
8, 10, 11], o método baseado na solucao das equagoes de Riccati Dependentes do

I Agradecemos ao apoio da FAPERGS, projeto 10/0091-3, ao apoio do CNPq e da FAPESP.
2alexandre.molter@yahoo.com.br
3marat9119@yahoo.com.br

Recebido em 17 Margo 2011; Aceito em 17 Agosto 2011.



222 Molter e Rafikov

Estado é recente, surgiu a pouco mais de uma década [7] e tem contribuido para
controlar sistemas altamente ndo-lineares, mostrando eficiéncia no controle [2, 3, 12].

O objetivo desse trabalho é usar o método SDRE como uma estratégia de con-
trole de sistemas biologicos que apresentam comportamento cadtico e aplicar num
agroecossistema (no plantio da soja do Noroeste do estado do Rio Grande do Sul),
que inclui espécies de duas pragas, encontradas nos municipios da regiao Noroeste
do estado do Rio Grande do Sul: Rachiplusia nu e Pseudoplusia includes (lagartas
da soja) e um predador ou parasitoide dessas duas espécies.

Rachiplusia nu - ocorre na maioria dos estados produtores de soja do Brasil,
além disso, é amplamente distribuida pela América do Sul e América do Norte.
Alimenta-se de alfafa, funcho, girassol, linho, rabanete, repolho, soja, fumo e outras
plantas [1].

Pseudoplusia includes - é a mais importante da subfamilia Plusia que ocorre
em soja. Sua ocorréncia predomina em Sao Paulo, Parana e Rio Grande do Sul.
Alimenta-se de folhagens [5].

Como ¢é visto da Tabela 1, as caracteristicas principais do ciclo biolégico destas
pragas sao praticamente iguais.

Tabela 1: Ciclo Biologico (em dias) das espécies de presas.

Cliclo bioldgico R. nu P. includes
Incubacgao dos ovos 3,0 3,0
Periodo larval 13,3 12,9
Periodo pupal 7,0 7,0
Longevidade dos adultos 11,5 12,0
Média de ovos por fémea | 400 a 600 | 400 a 600
N° de geragoes por safra 3a4 3a4

Fonte: Nakono et all (1981).

No trabalho assumiu-se a densidade aceitavel de pragas abaixo de danos eco-
noémicos e ecologicos (ponto de equilibrio de pragas), fornecidos pela EMBRAPA,
como meta de controle de pragas. O ponto de equilibrio do predador foi calculado
a partir do ponto de equilibrio natural do sistema, levando em conta os dados
fornecidos pela EMBRAPA que recomenda o controle quando forem encontrados
em média a densidade de 20 lagartas grandes por metro quadrado (com mais de 1,5
cm de comprimento) ou 40 lagartas pequenas (de 0,5 a 1,5 cm de comprimento), por
amostragem. Este namero foi obtido a partir de calculos envolvendo a area foliar
da cultura, sua capacidade de recuperacao e a capacidade de consumo das lagartas.
Para simulac¢oes numéricas do sistema foi usado o software MATLAB.
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2. Modelo Matematico do Sistema Duas Presas -
Um Predador

O modelo de Lotka-Volterra com duas presas e um predador tem a seguinte forma:

dz i
dt

3
:.TEZ'(TZ'—ZCLU.IJ‘), i:1,2,3, (21)
Jj=1

em que , xr1, To € xr3 sao a densidade da primeira presa, segunda presa e predador
respectivamente. Os coeficientes 1 e 7o caracterizam a taxa de reprodugao das duas
espécies de pragas em consideragao; o coeficiente r3 tem sinal negativo e caracteriza
a taxa de mortalidade natural de predador. Os coeficientes e a;j, i,7 = 1,2,3
caracterizam taxas de interacoes entre espécies do sistema.

Para determinacao da taxa de reprodugao das espécies R. nu e P. includes, seré
considerada uma situagao de laboratoério, com desenvolvimento livre, sem valor de
saturacao, ou seja, se considera o modelo de Malthus: % =r1N, onde 1 é a taxa
de crescimento da Populagao N.

No caso da R. nu o tempo de vida é em torno de 35 dias, considerando o
ciclo biolégico completo, desde a incubagao até o final da fase adulta, conforme
apresentado na Tabela 1. Aqui nao serd levada em conta que hd uma queda na
fertilidade quando se encontra no fim da fase adulta. Como média de ovos por
fémea usa-se 400. Pelo modelo de Malthus tem-se:

N = Nge™!, usando os dados da tabela, encontra-se

400 = 1.3 isso implica em

In(400) = 351, daf vem que

r1 = In(400)/35 = 0, 17.

Considerando que o tempo da vida e média de ovos para fémea das pragas sao
praticamente iguais, concluimos que 2 = 0, 17.

Supondo que as duas pragas tém a mesma capacidade de suporte K = 100,
calculamos valores os de a1 = as2 = 0,0017. Foram assumidos os seguintes coe-
ficientes de captura a;3 = as3 = 0,0017 e os valores de coeficientes de competicao
a1z = 0,00017 e az; = 0,000255 [10].

A expectativa de vida do predador ou parasitoide é considerada 5,9 dias, entao o
coeficiente de mortalidade r3 = —1/5,9 = —0, 17. De acordo com [10], os coeficien-
tes de conversao sao az; = —0, 00085 e azs = —0,000085. Como ¢ visto, a influéncia
da segunda presa na reprodugao do predador é 10 vezes menor que a da primeira.
Esta situagao pode acontecer na realidade se a segunda praga for contaminada por
uma doencga especifica dela. Espécies parasitadas e contaminadas de pragas nao
deixam finalizar o ciclo de desenvolvimento do parasitéide. Atribuindo os valores
acima referidos aos coeficientes do sistema (2.1), obtemos

dx 1
dt

d
% = 25 (0,17 — 0,00025521 — 0,001725 — 0,001723)

=21 (0,17 — 0,0017z1 — 0,0001725 — 0,001723)

dIg

= 3 (0,17 40, 00085, + 0,000085z2) . (2.2)



224 Molter e Rafikov

O sistema ndo-linear (2.2) apresenta comportamento cadtico, como mostra a
Figura 1, para condigoes iniciais (20, 30, 1).
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Figura 1: Trajetérias do sistema com pardmetros reais e diagrama de fase.

O ponto de equilibrio natural (Z1,Z2,Z3) do modelo é calculado do sistema
1—-0,0017; —0,001%5 — 0,01Z3 =0
1—-0,0015z; — 0,001z — 0,001Z3 =0
—140,005z; + 0,0005z2 = 0, (2.3)

cujo valor é (Zy,%2,73) = (118,4211;815,7895;6,5789). E possivel verificar que
esse ¢ um ponto de equilibrio instavel.

3. Controle Otimo com Realimentagdo para Siste-
mas Nao-Lineares por SDRE

Um problema de controle 6timo para um sistema com os coeficientes das matrizes de
estado, dependentes do estado e horizonte infinito, pode ser formulado da seguinte
forma [7]: minimizar o funcional de custo

o0

J(xg,u) = %/ (x"Q(z)x + u"R(z)u)dt (3.1)

to
em relagao ao estado x e o controle u, sujeito ao sistema de restrigdes nao-lineares
= f(z) 4+ B(z)u,

C(z)x, (3.2)

%
7z =
x(0) = xo,
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onde B € R™ ™ ¢ a matriz de controle, C é a matriz de saida do sistema, x € R",
ucR™ez e R° (R* éadimensao do vetor de saida do sistema). x(0) é a condi¢ao
inicial, Q(z) € R™ "™ é matriz de pesos semidefinida positiva ¢ R(z) € R™*™ &
definida positiva.

A aproximacao pelas equagoes de Riccati dependentes do estado, para resolver
o problema de controle sub6timo (3.1) e (3.2) é dada pelas seguintes etapas:

1- Usar parametrizag¢ao direta para transformar a dindmica nao-linear do estado
em matrizes de coeficientes dependentes do estado (SDC).
As equagoes do sistema dindmico com controle sdo dadas por

% = A(x)x + B(2)u, (3.3)

com f(z) = A(z)x sendo A € R™*" a matriz de estado. Em geral, A(x) é unica
somente se z for escalar [2].

De fato ha um numero infinito de parametizacGes para os coeficientes dependen-
tes do estado. Isto é vardadeiro desde que existam ao menos duas parametrizagaos
para todo 0 < « < 1 satisfazendo

aAi(z)r + (1 - a)Ax(z)r = af(z) + (1 - a)f(z) = f(z). (3.4)

A escolha das parametrizacoes a serem feitas deve ser apropriada, de acordo
com o sistema de controle de interesse. Um fator importante para esta escolha
é nao violar a controlabilidade do sistema, ou seja, a matriz de controlabilidade
dependente do estado [ B(z) A(z)B(z) .. A" !(z)B(x) | ter posto completo.

2- Resolver a equagao de Riccati dependente do estado [2].

As condigbes necessérias para otimalidade podem ser obtidas usando o célculo
variacional. O hamiltoniano para o problema de controle 6timo (3.1) e (3.2) é dado
por

1
H(x,u,\) = E(XTQ(I)X +u’R(z)u) + AT (A(z)x + B(z)u). (3.5)
onde A € R™ é o multiplicador de Lagrange. As condigbes necessarias para o

controle 6timo sdo x = OH/OX, OH/0u = 0 e A = —9H/dx. Do hamiltoniano
obtem-se

- 1 ;0Q(x) 1 ;0R(z) d(A(x)x)]" d(B(z)u)1”
A= Qo) - ox! =5 =ox - pul = u - {T] A= [T A
(3.6)
% = A(x)x + B(2)u, (3.7)
0=R(z)u+B(z)A\ (3.8)

Denotando A; a #linha de A(z) e B; a linha de B(z). Como pode ser visto
em [2], os termos de derivada parcial, na forma matricial sdo
%?11 X .- g‘ﬁi X
— " x=A(z) + ST ; (3.9)

O0A, ... OA,
Oxq X ox ., X
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(§
6B1 8B1
Pt T B, U
OBxyw) _ | T (3.10)
9B, 9B,
Oz ua e Oxy, u

O co-estado é assumido na forma A\ = P(z)x, que tem dependéncia do estado.
Usando esta forma do co-estado, da equagao (3.8) obtem-se o controle realimentado

u=-R 2)BT (2)P(x)x. (3.11)
Substituindo este controle na equagao (3.7) tem-se
% = A(z)x — B(z)R ™ (2)B” (2)P(x)x. (3.12)

Para encontrar o valor da funcao P(z) diferencia-se A = P(z)x no tempo ao longo
da trajetoria

A =P(z)x 4+ P(z)%x
=P(z)x + P(z)A(z)x — P(z)B(z)R ™ (2)BT (2)P(2)x, (3.13)

onde é usada a notagao P(z) = 3. Py, ()i (t).
i=1

Substituindo a equagéo.(?). 13) na primeira condi¢@o necessaria do controle 6timo,
equagdo (3.6), referente a A, obtem-se
P(z)x + P(z)A(z)x — P(z)B(z)R ™' ()BT (2)P(x)x
_ 1 70Q(x) 1 p0R(z)
= QEx - g X o qw

-[A@y+ﬂé@D4TP@p_[gE@EqTP@k, (3.14)

ox ox
Colocando os termos de uma maneira mais adequada, tem-se

o 1.00Q() 1, 0R@)
P(x)x+2x e x+2u o u+

<[ e 22

[P(2)A(z) + A" (2)P(2) — P(z)B(z)R ' (2)B” (z)P(z) + Q(z)| x =0, (3.15)

()x +

Assumindo que P(x) é solu¢do da equagdo de Riccati dependente do estado
(SDRE), dada por

P(2)A(x) + A7 (1)P(x) — P(2)B(x)R ! (2)B (2)P(z) + Q(x) =0,  (3.16)
entao a seguinte condigao necessaria de otimalidade precisa ser satisfeita

1 ,0Q@) 1 0R()

P(x)x—|—2 ox x 2u Ox

XTF&gﬁqTP@k+{g%%EqTP@ﬂZO. (3.17)

u-+

ox
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No tempo infinito, no caso padrao do Regulador Linear Quadrético, esta é uma
condi¢ao de otimalidade que satisfaz a solugao do controle sub6timo localmente.

3 - Construir o controle nao-linear realimentado [2]

u = —S(z)x,
S(z) = R (z)BY (2)P (). (3.18)

Para alguns casos especiais, como sistemas com pouca dependéncia do estado
ou com poucas variaveis de estado, a equagao (3.16) pode ser resolvida de forma
analitica [12]. Por outro lado, uma solu¢do numérica pode ser obtida com uma
taxa de amostragem suficientemente grande. Isto quer dizer que podemos resolver
a equacdo de Riccati substituindo os valores x¢ no sistema, resolver PA + ATP —
PBR!'B”P + Q = 0 encontrando P, u e um novo x e substituir novamente, e
assim por diante até atingir o ultimo passo no intervalo requerido. Isto é possivel
desde que o incremento de tempo seja suficientemte pequeno. Uma aproximagao,
com estabilidade local, do sistema de malha fechada é resultado do uso da técnica
das equacgoes de Riccati dependentes do estado, nao-lineares.

Lema 3.1. Para uma parametrizag¢io dos coeficientes dependentes do estado A (x)x,
A(0) € a linearizacao de f(x) sobre o zero equilibrio.

A demonstracao deste Lema pode ser vista em [2].

E assumido que existe solucdo da SDRE para todo x na vizinhanca da origem
considerada. Entao, naturalmente, o par (A(z), B(z)) é uma parametrizagio esta-
belizavel. Uma consequéncia logica é que a solugdo existe em x = 0 e que Py = P(0)
é solugdo do sistema de equagoes algébricas de Riccati (3.16).

Teorema 3.1. [7] - Assume-se que a parametrizagdo dos coeficientes dependentes
do estado seja escolhida de forma que a coluna A(z) € C' em torno da vizinhanga
sobre a origem e que os pares (A(z),B(z)) e (C(x), A(z)) sejam, no sentido linear
para todo x pertencente a vizinhanca sobre a origem, ponto a ponto, estabilizdveis
e detectdveis, respectivamente. Entao o regulador nao-linear SDRE produz uma
solugao em malha fechada que € localmente e assintoticamente estdvel.

Este teorema é demonstrado em [2, 7].

Segundo [7], um fator importante do método SDRE é que ele nao cancela os
beneficios que podem provir das nao-linearidades do sistema dindmico. A razao
para isto pode ser que ele nao exige nenhuma inversao dindmica e nem linearizagoes
na realimentacao do sistema nao-linear.

4. Simulagoes

Nesta técnica de controle é considerada uma situagao inicial yo e procura-se levar o
sistema a um ponto de equilibrio desejado, situac¢ao final. A proposta é introduzir
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um namero de predadores que mantenha o sistema naturalmente equilibrado, sem
danos ao meio ambiente e ao cultivo da soja. O problema de controle subétimo
(3.1) e (3.2), para solugoes 6timas ponto a ponto, pode ser reformulado em fungao
de um vetor com desvios y: minimizar o funcional de custo quadrético

oo

/ (y'Qy + u"Ru)dt (4.1)
0

Jy =

DN | =

em relagao ao estado y e o controle u, sujeito ao sistema de restrigoes nao-lineares

¥ = A(2)y + B(o)u,

2= C@)y, ¥(0)=yo, y(o0)=0. (4.2)

Consideramos o sistema Lotka-Volterra (2.2) incluimos nele fungoes de controle
U= —sy.

Em termos biologicos, a forma ideal para este sistema é controle escalar U,
inserindo somente predadores no sistema da seguinte maneira:

51.71 = I (’I”l — a1171 — Q1272 — CL13$3)
Ty = x2(re — an1T1 — aga2 — az3T3)
i3 = w3(r3s —azi1z1 — azex2 — azzws) + U (4.3)

Introduzimos os desvios

T = Y1+
Ty = Y2+
U = u+u", (4.4)

perturbando o sistema e buscando um controle que leve ao estado estacionéario
desejado
* * * *
2y (r1 — annx] — ajexy — a13xy) =
* * * *
5(r2 — a1} — a20x; — ary) =

z3(rs — az17] — azw; — azzxy) +ut = 0. (4.5)

X

O namero de pragas abaixo de danos econoémicos é 20, portanto consideramos
x] + x5 = 18. Para qualquer condicao inicial, com este modelo nao é possivel asse-
gurar o nivel de pragas abaixo de danos econémicos 7 +x5 = 18, como foi mostrado
em [10], pois a quantidade de predadores introduzidos no sistema ¢ insuficiente.

Neste caso, podemos introduzir um novo parasitoéide, com intuito de estabilizar o
sistema abaixo de danos econémicos. Este novo predador podera ter caracteristicas
similares ao anterior. Consideremos um sistema com duas presas e dois predadores,
introduzindo duas funcgoes de controle U; e Us, sendo modelado pelas seguintes
equagoes diferenciais:

T = l’l(?"l — a1171 — a12T2 — A13T3 — a14x4)

Ty = w2(r2 — a1 — azaT2 — 2373 — A24T4)

@3 = x3(r3 —azr1 — azeT2 — a33r3 — azsTs) + Ui

&y = x4(r4 — an1T1 — A42%2 — a4373 — ag474) + Ua, (4.6)
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com os pardmetros r4 = —0,17, a4 = 0,0017, asq = 0,0017, ay; = —0,00425,
ago = —0,00425 e aq3 = agq = 0 [10]. Introduzimos os desvios de forma similiar aos
da equagao (4.4). Substituindo os desvios (4.4) neste novo modelo (4.6) e admitindo
o estado estacionério (4.5), temos

(7 (y1 + 27)(—a11y1 — a12y2 — a13y3 — a14Y4)

U2 = (y2+a3)(—a2ys — azyz — ays — a21y4)

s = (y3+x3)(r3 —amiyr — az1x] — asay2 — az2xy) +ur + uj

Ya = (Ya+23)(ra — anyr — ana] — asys — ary) fug +uy. (4.7)

Entao, da equagio de estado (4.2), uma parametrizagao para a matriz de coefi-
cientes dependentes do estado A(z) e a matriz B sdo dadas por

—a11(y1 +27)  —ai2(y1 + x7) —a3(y1 + z7) —awa(y1 + x7)
A= | Ten(y2+as) —an(y: +23) —ag3(y2 + x3) —ag4(y2 + x3)
azi(ys +x3)  as2(ys +x3) —7r3+amz] + azxs 0 ’
aa1(ya + x4) aa2(ya + x4) 0 —r4 + a012] + aa275
T
0 0 1 0
B = 4.
[ 0 0 0 1 ] ’ ( 8)

respectivamente. O ponto de equilibrio é (a7, 25,23, 25). O equilibrio do sistema
pode ser recalculado, como mostrado em [10]. Assim, o ponto de equilibrio escolhido,
baseado no nivel de pragas abaixo de danos econdmicos, foi (8;10; 89, 32;8,88). As
matrizes Q = CTC e C = diag(\/7ii).

A solugao do problema do controle é dado pelas equacoes algébricas de Riccati
independentes do estado, pois as matrizes de estado e do funcional sao assumidas
constantes a cada passo de integragao. As resultados foram obtidos através do
Matlab, onde as equagoes foram integradas pelo método Runge-Kutta de quarta
ordem. As equagoes de Riccati foram resolvidas usando a fungao "LQR"do Matlab.

Foram escolhidos os valores das matrizes de peso Q = diag(1,1,1,1) e R =
diag(100,100). Um novo sistema de Riccati é resolvido a cada 0,001 dias.

O resultado da simulacao do sistema controlado esta na Figura 2, com condigao
inicial (30,40, 20, 5).

E possivel observar na Figura 2 que o sistema estabiliza apos um certo tempo,
sendo que a primeira espécie de presas converge mais lentamente ao equilibrio. Deve-
se ressaltar que existe uma certa dependéncia do tempo gasto para o equilibrio e os
valores das matrizes de peso Q e R, porém esta discussao nao sera abordada neste
artigo.

Para analise de estabilidade considera-se o sistema sem controle X = f(x). A
estabilidade deste sistema pode ser examinada em torno da origem através da line-
arizacdo. Se for assumido que f(z) € C! e que o equilibrio de interesse ¢ a origem,
entao é possivel verificar a estabilidade local assintética através da aproximacao
linear de f(z) em z = 0.
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Figura 2: Trajetorias do sistema controlado, duas presas e dois predadores

5. Conclusoes

O trabalho teve por objetivo principal a formulagao e resolugao do problema do
controle 6timo do sistema nao-linear presa-predador de Lotka-Volterra, através da
metodologia SDRE e com garantia de estabilidade local. No modelo utilizado foi
preservada a nao-linearidade das equagoes, ja que durante o processo de linearizacao
alguns termos sao desconsiderados, podendo exercer influéncia na dindmica do sis-
tema. As fungoes de controle também entraram no modelo de forma nao-linear,
porém, localmente, o controle foi linear.

A técnica de controle 6timo, proposta neste trabalho, para o controle de sistemas
nao-lineares, pode ser facilmente usada em sistemas nao-lineares que aparecem em
outras areas do conhecimento. Numa situagao real pode acontecer o regime descrito
pelo modelo Lotka-Volterra, desde que existem fatores exdgenos que asseguram
certos valores dos coeficientes do modelo.

E importante a aplicacao desses modelos em situacoes reais, o que muitas vezes
nao é facil de conseguir, sdo muitos fatores que interferem numa situacao real. Na
modelagem matemaética, geralmente é necesséario dispensar alguns desses fatores
para obter um modelo mais simples. Na aplicagao real apresentada percebeu-se
a necessidade do uso de controle, pois o sistema estava naturalmente equilibrado
numa densidade de pragas bem acima do considerado abaixo de danos econémicos.
A técnica de controle utilizada para o modelo real apresentado, nesse trabalho,
mostrou-se eficaz, levando o nivel de pragas abaixo de danos econdémicos e nao

permitindo a extincao das espécies consideradas.
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Abstract. The purpose of this work is to choose optimal control strategies of the
biological system which exhibits the nonlinear behavior. The control, based on two
preys - one predator Lotka-Volterra model, is applied in soybean crop agroecosys-
tems. The goal of this pest control strategy is to maintain the pest population
density at level below the economic injury level. This optimal control problem is
solved by State Dependent Riccati Equation (SDRE) method. Numerical simula-
tions for proposed strategies of biological pest control based on the Lotka-Volterra
model are provided to show the effectiveness of this method.
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