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Analise Espectral de um Método Pseudo Espectral
para Propagacao de Onda com Condicoes de
Fronteira Transparentes

P.C. CALEGARI! F.S.V. BAZAN% Departamento de Matematica, Universidade
Federal de Santa Catarina, 88040-900 Florianépolis, SC, Brasil.

Resumo. Apresentamos uma anglise espectral de um método para a simulagdo
numérica de propagacao de ondas unidimensionais, proposto recentemente por Ja-
ckiewicz e Renaut em [4]. Os resultados incluem uma férmula fechada para o auto
sistema do operador associado ao problema, um resultado tedérico que corrige uma
conclusao erronea desses autores e um método numérico para calcular solucoes
aproximadas. Além disso, destacamos a importancia da andlise do pseudo espectro
do operador do modelo continuo, assim como o pseudo espectro das matrizes dos
modelos discretos correspondentes.

1. Introducao

Problemas de propagagao de ondas em dominios extensos ou provavelmente nao
limitados, sao abordados na pratica restringindo o dominio para uma regiao deli-
mitada por fronteiras artificiais, na qual constroem-se solugoes aproximadas usando
métodos numéricos. Um aspecto crucial do processo é a escolha de condicoes de
fronteira que atenuem as reflexoes espirias da solugao numérica, que aparecem como
conseqiiéncia do truncamento do dominio original através de fronteiras artificiais.
Condigoes desse tipo sdo chamadas de condi¢ées de fronteira absorventes [2]. As
condigoes de fronteira que evitam completamente as reflexoes, sao ditas transparen-
tes [3, 4].

Neste trabalho continuamos uma investigacdo de Renaut [7], e Jackiewicz e
Renaut [4], sobre a estabilidade de um método pseudo espectral de Chebyshev para
a propagacao da onda unidimensional, restrita ao intervalo [0, 1] e com condi¢oes de
fronteira absorventes. Para tanto, usamos uma reformulagao da equagao da onda
na forma v; = Av [2, 4, 6, 12], onde A é um operador diferencial que ndo depende
de t e definido em um espaco de Hilbert apropriado. Primeiro o método discretiza
o operador diferencial produzindo um sistema de EDO’s da forma oy = Ayvy,
onde Ay é uma matriz associada a discretizacao das derivadas na varidvel espacial
através de diferencia¢ao de Chebyshev [10], e em seguida constréi solugbes numéricas
resolvendo o sistema de EDQO’s através do método de Runge-Kutta de quarta ordem.
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Enfatizamos que a estabilidade do sistema semi-discreto depende fortemente da nao
normalidade do operador A e que andlises baseadas somente no espectro de Ay
podem levar a conclusoes erroneas sobre a estabilidade das solugbes numéricas: é
conhecido que para estabilidade das solugdes numéricas do sistema semi discreto
com tamanho de passo At é suficiente que o pseudo espectro da matriz AtAyn
pertenga & regiao de estabilidade absoluta do método [5, 6], sendo a convergéncia
da solugao, garantida pelo teorema da equivaléncia de Lax [5, 6, 9].

O trabalho apresenta duas contribuigoes. Apés uma reformulagdo do problema
descrita na Segdo 2, a primeira contribuicdo vem na Segdo 3 na qual apresentamos
formulas fechadas para o auto sistema do operador A que generalizam resultados
prévios de Driscoll e Trefethen [2], que consideram uma condi¢ao de fronteira Diri-
chlet na esquerda do dominio e outra absorvente na direita. Uma andlise do pseudo
espectro do operador também é incluida. A segunda contribuigdo vem na Segéo 4,
na qual primeiro descrevemos o método de Jackiewicz e Renaut, e a seguir mostra-
mos tedrica e numericamente que um resultado desses autores é incorreto. Incluimos
também uma abordagem numérica que apresenta vantagens em relagdo a proposta
desses autores. Na Secao 5, apresentamos algumas consideragoes finais.

2. Modelo Continuo

Nesta segao, apresentamos algumas caracteristicas fisicas do problema e a refor-
mulagao do problema em um sistema auténomo que usaremos ao longo do trabalho.
Vamos considerar a equacao da onda, com velocidade constante c:

Ut — gy =0, 2ER, t>0

u(x,0) = f(z), w(x,0)=0 (2.1)

onde u(z,0) e u(x,0) sdo condigdes iniciais do problema. A solucao de (2.1) é
dada pela férmula de D’Alembert: u(z,t) = % (f(z +ct) + f(z — ct)). Verifica-se
que enquanto o primeiro termo (z,t) — %f(x + ct), se propaga para a esquerda e
satisfaz

0 o\ 1
<8t C(‘?J:) if(erct) =0, (2.2)

o segundo termo (x,t) — %f(a: — ct), se propaga para a direita satisfazendo,

(gt + c;’x) %f(x —et) = 0. (2.3)

O comportamento da solugao segundo (2.2) e (2.3) sugere que a solucdo de (2.1)
restrita ao intervalo [0,1] pode ser encontrada adicionando-se a (2.1) as condigdes
de fronteira

ue(0,t) — cu, (0,t) = 0

w(Lt)+cun(1t) = 0 (2.4)

As condigoes de fronteira (2.4) sdo completamente transparentes, isto é, per-
mitem que as ondas atravessem as fronteiras artificiais eliminando completamente
o fendmeno de reflexdo [3, 4, 1]. A Tabela 1 apresenta diferentes condigoes de
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fronteira (para x = 0) usadas freqiientemente em conexao com a equagao da onda
e seus respectivos coeficientes de reflexdo. As condigoes de fronteira de Dirichlet
e Neumann sao perfeitamente reflexivas, sendo que na primeira a onda refletida é
invertida. Note que & > 0 define uma familia de condigbes de fronteira absorventes
e 0 caso 0 < 0 introduz um termo de fonte, impondo energia ao sistema [3, 1].

’ Condigoes de fronteira \ Coeficiente de reflexao ‘
Dirichlet u=20 =-1
Neumann U, =0 R=

Absorventes ous —cuy =0 R = }Tg
Transparentes | u; —cu, =0 =0

Tabela 1: Condigoes de fronteira x Coeficiente de reflexao.

Para nossa analise precisamos reformular o problema original. Utilizando as
variaveis auxiliares v1 = u; € v9 = u, obtemos
8’[11 - C2 8’[12 e 81}2 - 81)1
ot Ox ot oz’
0 que nos leva ao sistema da forma

— 2@
{vt—Av,OStST Comv_[vl] eA_[Oa Cax], (2.5)
(0 = v vy o 0

sendo A um operador linear definido em A : D — H, onde H = L?(0,1) x L?(0,1)
e D é um subespago denso em H formado por fungoes absolutamente continuas

v = [v1 va]T, satisfazendo as condigoes de fronteira absorventes
(% (0, t) — 01’1}2(0, t) = 0 7 (26)
’Ul(l,t)—‘rCQUQ(l,t) = 0

com ¢ € ¢y constantes positivas. Note que (2.6) torna-se (2.4) quando ¢; = ¢3 = c.
Observe também que um problema do tipo (2.5), cuja solugao é v(t) = exp(t.A)v(0),
é bem posto se e somente se para cada t existe uma constante C; > 0 tal que
|| exp(tA)|| < Oy para alguma norma ||-|| convenientemente definida, e em particular,
se todos os autovalores de A tem parte real negativa, | exp(tA)|| — 0 quando
t— oo [9].

3. Espectro e Pseudo Espectro

A discussao acima mostra que faz-se necessaria uma anédlise espectral do operador
A, tanto para ¢y, co arbitrarias, bem como para ci, cs tendendo a c¢. A seguinte
proposigao descreve o auto sistema de A.

Proposigao 3.1. Assuma que ¢1 < ¢ e cg < ¢. Entdo os autovalores de A sdo

=< n —(C_Cl)(C_CQ) cnmt n
)\n_21 <(C+01)(C+62)>+ , VneZ. (3.1)
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Demonstragao. Seja A um autovalor de A e v = [y 'UQ]T a autofuncao correspon-
dente. A equagdo Av = \v exige que

827)1 )\2 o 82’02 )\2 -

922 21T 0, e 922 22T 0,

e dessas equagoes segue que as componentes da autofuncao v devem ser da forma

Az Ax Az A\x
v (z) = Ay exp(?) + As exp(—?), e vo(x) = By exp(?) + By exp(—j) (3.2)
com A; e B; a serem determinadas. Agora note que a primeira condigdo de fronteira

em (2.6) implica que Ay = ¢By, Ay = —cBs e By = (g;g) Bi. A escolha B; = %

implica entao que

c A\x X 1 Ax A

= (esinh 2= h 2 = h 25 inh 2
v1(x) o (csm - + ¢1 cos . )7 va(x) . (ccos - + ¢1 sin - )
(3.3)

e a segunda condigdo de fronteira em (2.6) mostra que

exp (f) _le—a)e—c) (3.4)

c (c+ci)(c+ea)
o qual verifica (3.1). O

Observacgao 1. Podemos também transformar o problema (2.1) em um sistema de
equagoes diferenciais ordindrias, definido da seguinte maneira,

wy = Bw 10 1 | u
{w(O):wo’ comB—[CQég; 0}, ew—{ut] (3.5)

A partir desta formulagdo, os autovalores de B sao dados por (3.1).

Observagao 2. O espectro do operador A, N(A), € vazio quando ¢; = ¢o = c.
Isto pode ser explicado intuitivamento notando que, como as autofuncgoes devem ser
da forma (3.8) e jd que elas dependem de )\ satisfazendo (3.4), conclui-se que nao
existem autofuncoes no caso ¢ = co = ¢. Uma demonstracdo rigorosa deste resul-
tado foge do escopo deste trabalho; ela requer uma andlise do operador resolvente
(2I —A)7L, 2 € C; o leitor interessado pode se direcionar a Driscoll e Trefethen [2].

Da observagao 2 segue que andlises baseadas somente no espectro de A podem
nao ser suficientes para informar o comportamento do sistema no decorrer do tempo.
Em casos como este, faz-se necessaria a andlise do pseudo espectro do operador,
conforme segue.

Seja X um espago de Banach munido de uma norma |- ||, e A : X — X um
operador linear fechado. Resumidamente, o pseudo espectro de um operador A é o
conjunto de todos os autovalores do operador A = A+ E, com ||E|| < e. A defini¢do
3.1 caracteriza formalmente o pseudo espectro de operadores.

Definicao 3.1. Dado € > 0, o e—pseudo espectro de A, N(A), € o conjunto dos
numeros z € C, definido equivalentemente por uma das sequintes condigoes:
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i. |(2Z — A)7Y| > €7, T € o operador identidade.
it. z € N(A+ E) para algum operador E, com | E|| < e.
iii. z € AN(A) ou ||(2Z — A)u|| < € para algum v € D(A) com |ju|| = 1.
Se ||[(2Z — A)u|| < € como em (iii.), entdo z € um e—pseudo autovalor de A e u o
e—pseudo autovetor (ou e—pseudo autofungdo) correspondente.

Se A é uma matriz ou operador normal, o e-pseudo espectro A.(A) é formado
pela uniao de bolas de raio € centradas nos pontos do espectro de A. O que implica
que os autovalores de A sdo insensiveis a pequenas perturbagoes. Se A esta longe
da normalidade, A.(A) pode ser muito grande e ter um contorno muito diferente:
quanto maior o pseudo espectro, maior a nao normalidade do operador [11].
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Figura 1: Fronteiras do e-pseudo espectro de A para ¢; = ¢ = 0.2 e ¢; = co = 0.99,
esquerda e direita respectivamente, com e = 1014,1071-2, ... 10°. Os autovalores
de A sao denotados por e.

O pseudo espectro de A definido em (2.5) é apresentado nas Figuras 1 e 2 para
0 caso em que a constante da equacao da onda é ¢ = 1 e algumas escolhas de
c1,co. Observe que a medida que c¢1,co — ¢, na figura 1, o pseudo espectro torna-
se mais amplo e a ndo normalidade do operador A cresce, i.e., os autovalores do
operador tornam-se mal condicionados. Ja a Figura 2, apresenta o pseudo espectro
do operador para ¢ = ¢; = co. Nesse caso, os e-pseudo espectros sao os semi-planos
a esquerda das fronteiras. Os pseudo espectros foram calculados através de um
modelo semi discreto de dimensao suficientemente grande, a ser apresentado na
préxima secao®.

4. Problema Semi Discreto

O objetivo da segao é analisar algumas versdes semi discretas para a problema (2.1)
com condigdes de fronteira absorventes (2.6). Todos os modelos provém de aplicar

3Todos os graficos sobre pseudo espectro apresentados nesse trabalho, foram construidos usando
o pacote EigTool [13].
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Figura 2: Fronteiras do e-pseudo espectro de A para ¢; = ¢ = ¢ = 1, com € =
1077,1075,...,107L.

o método pseudo espectral de Chebyshev com pontos de Chebyshev-Gauss-Lobatto
como pontos colocagdo: g =0, ..., zxy = 1. Um aspecto fundamental do método
é o uso da matriz de diferenciagao de Chebyshev denotada por D e cujas linhas
e colunas sdo denotadas respectivamente por d; e I7, 0 < i < N. Detalhes sobre
diferenciacao discreta de Chebyshev podem ser vistos em [10].

O método de Jackiewicz e Renaut [4] provém do modelo continuo (2.5), no
qual sao apresentadas duas formas de incorporar as condi¢oes de fronteira, sendo

Dy =[dy,...,dn_1] e Dy =[l1,...,Ixy_1]T. A primeira vem da observacio de que
se fazemos

va(wo,t) = v1(wo,t)/c1, e wva(wn,t) = —vi(wN,T)/cCo,
e se wy =~ [v1(20,t),...,v1(zN, 1), v2(21,1), ..., v2(xn_1,1)]T, ie., wi, é o vetor de

solugbes numéricas nos pontos da malha, entao o modelo semi discreto é:

. C C2D1 :|
Wy, = Ajwy, com A = 4.1
= Ay =] b o (41)
mas, se escolhemos
v1(zo,t) = crva(zo,t), e vi(zn,t) = —cova(an,t)
e wo ~ [v1(21,t),...,v1(xN_1,1),v2(0,1),...,v2(xN,t)]T, 0 modelo discreto é
. _ [ On—iyxv—1) ¢*Da
Wy = Aswsy, com As = [ D, c . (4.2)

Em ambos os modelos (4.1) e (4.2), C = [¢dp,0,...,0,—cdn] pois ¢; = ¢z = ¢, 0s
0’s representam vetores coluna nulos, (N 4+ 1) x 1 e as matrizes A; e Ay possuem
dimensao 2N.

A estabilidade das solugbes numéricas dos modelos pelo método de Runge-Kutta
de quarta ordem foi analisada em [4] onde é determinado numericamente o tama-
nho de passo At = 0.004, que garante a estabilidade. A determinacdo do At foi
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feito a partir do espectro e pseudo espectro de A; e As. A conclusao foi que as
caracteristicas de estabilidade das solucoes numéricas de ambas as formulacoes sao
muito semelhantes, apesar das matrizes terem espectros diferentes (com A; tendo
autovalores no semi plano direito). Nés concordamos com a primeira afirmagao,
nao com a segunda. A seguinte proposicao mostra que essa afirmagao é incorreta.

Proposigao 4.1. As matrizes A1 e As sao semelhantes.

2
Demonstracao. Defina S = [ Ov-1)x(N+1) ¢ In-1 . Segue facilmente
Inya O(N+1)x(N—=1)
que S71 = [ O(NTUX(NA) N1 e daf que A; = S71A4,5, como re-
=In-1 O(N=1)x(N+1)
querido. O

Note que ¢ = 1 produz uma transformacao de semelhanca que é ortogonal.
Nesse caso o pseudo espectro de ambas as matrizes coincidem. Se ¢ ~ 1, S é quase
normal e nesse caso os pseudo espectros de Aje A nao devem diferir muito por
causa da quase normalidade da transformacao de semelhanca. Ilustramos este fato
na Figura 3 para ¢ = 0.5 e N = 30.

-120 -100 -80 -60 -40 -20 0 20 - -120 -100 -80 -60 -40 -20 0 20

Figura 3: Pseudo espectro de A; e As, esquerda e direita respectivamente, com
e=10"810""7,...,10°.

4.1. Meétodo Proposto

Visto que a abordagem de Jackiewicz e Renaut nao calcula deslocamento e sim
aproximagoes para u; e u, (que torna-se importante quando procura-se a energia
do sistema), apresentamos uma formulacdo semi discreta que permite o cédlculo
direto da solugdo u a cada passo do tempo e que provém da reformulagao (3.5)
do problema. Para tal, note que a aproximacao da derivada espacial de segunda
ordem via matriz diferenciagio de Chebyshev é D* = DD = dol¥ + ...+ dnl%. Se
u = [u(wg,t),...,u(zy,t)]T, em cada ponto da malha podemos escrever

Uy = Cldolya+ dilfa+ - +dy_ 115 _ya+ eydia). (4.3)
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Figura 4: Fronteiras do e-pseudo espectro da matrizes A; e Ly, esquerda e direita
respectivamente, com ¢ = 1, N = 30 e e = 1078,1077,...,10" (para A1) e ¢ =
1078,1077,...,1072 (para Ly).

Mas, ja que IFa =~ u,(7o,t) e 154 ~ ug(vn,t), das condigdes de fronteira (2.4)
temos que ug(zo,t) = (1/c)u(zo,t) e uz(xn,t) = (1/c)us(zy,t). Portanto, segue
que (4.3) pode ser reescrito como um sistema de EDO’s de segunda ordem da forma

Upp — Cﬂt — 625’& = 0, (44)

em que D = dyIT + ... + dn—1l%_| com C como em (4.2). Considerando as

condigdes iniciais u(z,0) = f(x), u(z,0) = 0, e transformando o sistema acima

para um sistema de primeira ordem, obtemos o problema de valor inicial
U= Lyv O I

v CIn=| o~ , 45

{ U(O):[f(x0)7"'7f(mN)701><N]T N |: 62D C :| ( )

em que O e I representam, respectivamente, as matrizes nula e identidade de ordem
N+l ev=[u .

Nossa proposta consiste em resolver o sistema semidiscreto (4.5) através do
método de Runge-Kutta de quarta ordem. Note que enquanto Ly é de ordem
2N + 2, a ordem de A; e Ay é 2N. A seguinte proposicao, cuja demonstracao
é encontrada em [1], mostra que o espectro de Ly contém basicamente a mesma
informacao do que o espectro de A;.

Proposigao 4.2. Assuma que ¢y = co = c¢. Entdo o espectro da matriz Ly definida
em (4.5) satisfaz
A(Ln) = A(A1) U {0}

A Figura, 4 mostra que o pseudo espectro da matriz Ly nao difere muito do
pseudo espectro de A; ou de A,. Disso conclui-se que as caracteristicas de es-
tabilidade das solugbes numéricas obtidas a partir de nossa proposta nao devem
deteriorar.
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t=0 t=0.12 t= 024

0.5 0.5 0.5
o;
0 0.5 1 0 1 0 0.5 1
t=0.36 t=0.6
1 1 1
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X J
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Figura 5: Solucao exata u — e solug@ao aproximada v -, no tempo t = 0, t = 0.15,
t = 0.45 e t = 0.6, respectivamente.

4.2. Exemplo Numérico

Para testar o método proposto resolvemos o problema com ¢ = ¢co = ¢ = 1,
condicdo inicial u(z,0) = f(x) = exp(—100(z—0.5)?), 0 < z < 1, e usamos o mesmo
tamanho de passo At determinado por Jackiewicz e Reanut [4]. Os resultados sao
apresentados na Figura 5. Note que neste caso, conforme esperado, as reflexoes da
solucao sao completamente eliminadas.

5. Consideracoes Finais

Temos apresentado uma anélise espectral de um método para simular a propagagao
de ondas unidimensionais. Os resultados mais importantes sao a descricao de
férmulas fechadas para o auto sistema de um operador associado ao problema,
e uma revisdo de um método descrito em [4] que permitiu: a) mostrar a falsidade
de uma conclusdo nesse trabalho, e b) apresentar um método para o problema com
praticamente as mesmas caracteristicas de estabilidade daquele em [4]. A teoria
apresentada e a qualidade dos resultados do método foram ilustrados através de
simulagoes numéricas. Nosso préximo passo serd estender esses resultados para o
caso bi-dimensional. Faz-se necessaria uma andlise tedrica mais profunda sobre a
estabilidade do método de Runge Kutta associado ao sistema u; = L.

Abstract. We present a spectral analysis of a method for numerical simulation
of 1D wave propagation recently proposed by Jackewicz and Renaut in [4]. The
results include a closed formula for the eigensystem of the operator associated with
the problem, a theoretical result that corrects a wrong conclusion in [4], and a
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proposal for determining a numerical solution. Numerical results are also included
and the importance of a pseudospectral analysis in connection with stability issues
is emphasized.

Referéncias

[1]

P.C. Calegari, “Método Pseudo Espectral de Chebyshev para Problemas de
Propagacao de Ondas com Condigoes de Fronteira Absorventes”, Dissertagao
de Mestrado em Matematica e Computacao Cientifica, Universidade Federal
de Santa Catarina, Florianépolis 2007.

T.A. Driscol, L.N. Trefethen, Pseudospectra of the wave operator with an
absorbing boundary, J. Comput. Appl. Math., 69 (1996), 125-142.

L. Halpern, A. Rahmouni, “One Way Operators, Absorbing boundary condi-
tions and domain decomposition for wave propagation”, Modern Methods in
Scientific Computing and Applications, 155-209. A. Bourliex et M.J.Gauder
editeurs. Kluwer Academic Publishers, 2002.

7. Jackiewicz, R.A. Renaut, A note on stability of pseudospectral methods for
wave propagations, J. Comput. Appl. Math., 143 (2002), 127-139.

S.C. Reddy, L.N. Trefethen, Lax-stability of fully discrete spectral methods via
stability regions and pseudo-eigenvalues, Comput. Meth Appl. Mech. Eng., 80
(1990), 147-164.

S.C. Reddy, L.N. Trefethen, Stability of the method of lines, Num. Math., 62
(1992), 235-267.

R. Renaut, Stability of a Chebyshev pseudoespectral solution of the wave equa-
tion with absorbing boundaries, J. Comput. Appl. Math., 87 (1997), 243-259.

R.D. Richtmyer, K.W. Morton, “Difference Methods for Initial-value Pro-
blems”, 2nd ed., John Wiley, New York, 1967.

J.C. Strikwerda, “Finite Difference Schemes and Partial Differential Equati-
ons”, Wadsworth & Brooks, Califérnia, 1989.

L.N. Trefethen, “Spectral Methods in Matlab”, Society for Industrial and Ap-
plied Mathematics, Philadelphia, 2000.

L.N. Trefethen, M. Embree, “Spectra e Pseudospectra - The behavior of Non-
normal Matrices o Operators”, Princeton University Press, Princeton, 2005.

K. Veseli¢, On linear vibrational systems with one-dimensional damping,
Applicable Anal., 29 (1988), 1-18.

T.G. Wright, “Matlab codes and graphical user interfaces for computation of
pseudospectra”, available at
http://www.comlab.ox.ac.uk/oucl/work/nick.trefethen



