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Resumo. Neste trabalho investigamos a possibilidade de órbitas caóticas oscilarem

de forma sincronizada em modelos metapopulacionais de k espécies submetidos

a migração dependente da densidade. Consideramos a dinâmica local de forma

hierárquica e obtemos um critério para a estabilidade do estado sincronizado de

órbitas caóticas sincronizadas.

1. Introdução

Vários trabalhos têm dado significativa importância ao estudo de sincronização
em sistemas caóticos acoplados (ver [7], [8], [19]). Este fenômeno de sincronização
tem sido investigado no contexto de biologia, f́ısica, qúımica, teoria de comunicação.
Em particular, em biologia, destacam-se os modelos metapopulacionais espacial-
mente expĺıcitos.

No contexto de redes de populações acopladas, a sincronização é um importante
conceito, pois se a dinâmica global do sistema não está em sincronia, a população
local pode ser recolonizada pelos indiv́ıduos (migrantes) das populações vizinhas
(“rescue effect”). Isso favorece a persistência da população (ver Allen et al. [1] e
Heino et al. [13]). Em Gonzalez et al. [11], por exemplo, o efeito resgate (“rescue
effect”) é caracterizado como um importante mecanismo para permitir a persistência
da espécie.

A relação entre a taxa de migração e a possibilidade de órbitas caóticas oscila-
rem de forma sincronizada pode ser vista também em Solé & Gamarra [27]; uma
condição simples para a estabilidade do estado śıncrono envolvendo apenas a fração
migratória e o expoente de Liapunov da dinâmica local foi obtida, considerando-se
uma rede de 2 śıtios. Em Silva et al. [24] um resultado mais geral é estabelecido, ou
seja, considerando-se uma metapopulação de n śıtios em forma de anel. Nesse caso,
a condição de estabilidade do sistema está associada ao tamanho da metapopulação,
reforçando assim os resultados numéricos de Hassell et al. [12] e Comins [4] que
relacionam a persistência da metapopulação com o seu tamanho.

A importância do mecanismo de migração dependente da densidade na sincro-
nização de populações acopladas espacialmente foi enfatizado por Ims & Andreassen
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[14]. Este tópico foi retomado por Silva & Giordani [25], considerando-se um tipo
espećıfico de migração dependente da densidade; nesse caso, resultados anaĺıticos
e numéricos indicam que a migração dependente da densidade induz menos sincro-
nização na dinâmica global do sistema. Uma relação entre o grau de coerência das
oscilações em cada śıtio e o risco da extinção da metapopulação com dispersão in-
dependente da densidade foi estabelecida por Earn et al. [9]; um critério simples de
estabilidade envolvendo o número de Liapunov da dinâmica local, a freqüência da
migração e a matriz de configuração da rede foi obtido. Estes resultados (descritos
em [9] e [25]) foram estendidos por Silva et al. [22] para um processo mais geral de
migração dependente da densidade.

Neste trabalho analisaremos a relação entre migração dependente da densidade
e sincronismo de órbitas caóticas para um modelo metapopulacional de k espécies.
Inicialmente reduzimos a dificuldade da análise da estabilidade local do modelo via
linearização do sistema original. Dessa forma, estendemos o trabalho de Jansen
& Lloyd [15] que obtiveram resultado similar para um modelo “multi-patch”com
migração constante. Consideramos a dinâmica local de forma hierárquica e estabe-
lecemos um critério para a estabilidade local do estado sincronizado, estendendo
assim os resultados de [9], [22] e [25].

2. O Modelo

Consideramos uma coleção de n śıtios enumerados por 1, 2, ..., n. Em cada um
destes śıtios existe uma comunidade de k espécies que chamamos de população
local ou subpopulações. Os śıtios ou “patches”são fragmentos de habitat onde
estão distribúıdas as populações locais. Estes śıtios (“patches”) possuem recursos
necessários para a reprodução e sobrevivência das espécies, e estão cercados por um
ambiente hostil e inadequado para a sobrevivência e persistência da população.

Denotamos por xkj a densidade populacional da espécie k no śıtio j. Seja xj =
(x1j , x2j , ..., xkj) ∈ R

k a densidade populacional das k espécies no śıtio j.
Assumimos que a dinâmica local é da forma

xt+1
j = f(xt

j), ∀j = 1, 2, ..., n, (2.1)

com o operador f de classe C1 dado por

f : R
k → R

k,

(x1j , x2j , ..., xkj) 7→ (f1(xj), f2(xj), ..., fk(xj)),

onde fi : R
k → R para cada i = 1, 2, ..., k e incorpora os processos de reprodução e

sobrevivência da espécie i.
Estabelecemos agora conexões entre os śıtios, ou seja, a possibilidade dos in-

div́ıduos de cada espécie migrarem para outros śıtios. A topologia da rede, isto
é, os śıtios vizinhos para os quais indiv́ıduos de um dado śıtio devem migrar será
definida a posteriori. Definimos abaixo o operador de dispersão (migração)

D : R
k → R

k,

(x1j , x2j , ..., xkj) 7→ (D1(xj),D2(xj), ...,Dk(xj)),
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com Dℓ dado por

Dℓ(xj) = (I − M(xj))xj +
n∑

i=1

cjiM(xi)xi, j = 1, ..., n, ℓ = 1, ..., k.

onde M(xj) = diag(µ1(xj), µ2(xj), ..., µk(xj)), µi : R
k → R representa a fração de

migração da espécie i e cji é a quantidade (proporção) de indiv́ıduos que migra do
śıtio i para o śıtio j (dos indiv́ıduos que saem do śıtio i a proporção que migra para
o śıtio j). Segue que 0 ≤ cji ≤ 1, ∀ j, i = 1, 2, ..., n e cii = 0. Claramente, conside-
rando todos os indiv́ıduos que migram a partir do śıtio i, temos que

∑n
j=1 cji = 1,

∀ i = 1, 2, ..., n, (conservação).
Supomos também que a cada geração os indiv́ıduos passam por dois processos

distintos: reprodução e sobrevivência (dinâmica local) e processo de migração. Con-
sideramos a dinâmica local precedendo o processo de migração, ou seja, em cada
geração, após o processo de dinâmica local, uma fração µi de indiv́ıduos da espécie
i deixa um dado śıtio e migra para os śıtios mais próximos.

Segue portanto, que a dinâmica da metapopulação é dada por

xt+1
j = f(xt

j) − M(f(xt
j))f(x

t
j) +

n∑

i=1

cjiM(f(xt
i))f(x

t
i), (2.2)

para todo j = 1, 2, ..., n. Além disso, assumimos que

n∑

i=1

cji = 1, ∀j = 1, 2, ..., n. (2.3)

Essa é uma condição suficiente para a existência de soluções sincronizadas do sistema
(2.2) (ver Seção 3).

Podemos reescrever a dinâmica da metapopulação na forma

xt+1
j = f(xt

j) −

n∑

i=1

bjiM(f(xt
i))f(x

t
i), (2.4)

onde a matriz B = I − C. Observamos que
∑n

i=1 bji =
∑n

j=1 bji = 0.

Definimos agora Φ : R
k → R

k como Φ(xi) = M(xi)xi, e portanto a dinâmica da
metapopulação é dada por

xt+1
j = f(xt

j) −
n∑

i=1

bjiΦ(f(xt
i)), ∀j = 1, 2, ..., n. (2.5)

3. Estado Sincronizado e Linearização

Uma órbita referente ao sistema (2.2) é dita estar em estado sincronizado se, para
cada t = 0, 1, 2, ..., xt

i = xt
j ≡ xs

t , ∀ i, j = 1, 2, ..., n. Isso significa que o sistema
está em estado sincronizado se todas as subpopulações possuem o mesmo número
de indiv́ıduos, porém a densidade populacional não se mantém necessariamente
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constante ao longo da evolução do tempo. As soluções sincronizadas assumem
valores no subespaço k dimensional S = span{v1,v2, ...,vk} do espaço de fase do
sistema (ver Jansen & Lloyd [15], p. 235), onde

v1 = ((1, 0, ..., 0)1×k, (1, 0, ..., 0)1×k, ..., (1, 0, ..., 0)1×k)n×k,

v2 = ((0, 1, 0, ..., 0)1×k, (0, 1, 0, ..., 0)1×k, ..., (0, 1, 0, ..., 0)1×k)n×k,

...

vk = ((0, ..., 0, 1)1×k, (0, ..., 0, 1)1×k, ..., (0, ..., 0, 1)1×k)n×k.

A condição (2.3) é suficiente para que o subespaço S seja invariante com relação ao
sistema (2.2), e assim garante a existência de soluções sincronizadas; em particular,
de pontos de equiĺıbrio homogêneos (ver [23]).

Seja Xs
t = (xs

t ,x
s
t , ...,x

s
t ) ∈ R

k×n o estado sincronizado do sistema, onde xs
t =

(xt
1, x

t
2, ..., x

t
k) é o estado sincronizado da dinâmica local.

No teorema a seguir apresentamos a equação linearizada da perturbação do
sistema (2.5) em torno de Xs

t ,

Teorema 3.1. Seja f : R
k → R

k função de classe C1. Seja B matriz n × n

diagonalizável e Xs
t = (xs

t ,x
s
t , ...,x

s
t ) o estado sincronizado da metapopulação (2.5),

então o sistema linear associado a (2.5) pode ser dado na forma

Yt+1 =

n−1⊕

j=0

[I − λjDΦ(f(xs
t ))]Df(xs

t )Yt, (3.1)

onde Yt = (y1,y2, ...,yk) ∈ R
k×n e yj = (y1j , y2j , ..., ykj) ∈ R

k. Além disso, λj são
os autovalores da matriz B = I − C.

Demonstração. Linearizando o sistema (2.5) em torno do estado sincronizado Xs
t ,

obtemos a seguinte equação para a evolução da perturbação, ∆t,

∆t+1 = J(Xs
t )∆t,

onde Xt = Xs
t + ∆t e J(Xs

t ) é a matriz jacobiana (nk) × (nk) do sistema (2.5)
dada por J(Xs

t ) = I ⊗ Df(xs
t ) − B ⊗ DΦ(f(xs

t ))Df(xs
t ), e ⊗ representa o produto

de Kronecker 3.
Por hipótese B é diagonalizável, então existe P matriz não singular que diago-

naliza B, isto é, PBP−1 = Λ.
Consideremos a seguinte mudança de variáveis Yt = (P ⊗ I)∆t, assim segue-se

que

Yt+1 =(P ⊗ I)∆t+1

=(P ⊗ I)[I ⊗ Df(xs
t ) − B ⊗ DΦ(f(xs

t ))Df(xs
t )]∆t

=[(P ⊗ Df(xs
t )) − PB ⊗ DΦ(f(xs

t ))Df(xs
t )]∆t,

(3.2)

3Seja A = [aij ]
m
i,j=1

∈ R
m×m e B = [bij ]

n
i,j=1

∈ R
n×n, o produto de Kronecker é definido por

A ⊗ B = [aijB]mi,j=1
∈ R

mn×mn.
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pela propriedade do produto de Kronecker (ver Proposição 2 p. 408 [17]).

Como ∆t = (P ⊗ I)−1Yt, e utilizando as propriedades do produto de Kronecker
temos

Yt+1 =[(P ⊗ Df(xs
t )) − PB ⊗ DΦ(f(xs

t ))Df(xs
t )](P ⊗ I)−1Yt

=[(P ⊗ Df(xs
t )) − PB ⊗ DΦ(f(xs

t ))Df(xs
t )](P

−1 ⊗ I)Yt

=[I ⊗ Df(xs
t ) − Λ ⊗ DΦ(f(xs

t ))Df(xs
t )]Yt.

(3.3)

Portanto, como Λ = diag(λ0, λ1, ..., λn−1), onde os λi são os autovalores de B,
temos o resultado desejado.

4. Exemplo - Dinâmica Local com Hierarquia

Neste trabalho, consideramos a dinâmica local com hierarquia. Cada espécie de-
pende somente daqueles que estão acima do seu ńıvel, ou seja, f1 depende da espécie
1, f2 depende das espécies 1 e 2 e assim sucessivamente de tal forma que cada
fi depende de i espécies. A forma hierárquica pode ser caracterizada por vários
fatores, entre eles o clima, quantidade de recursos para a sobrevivência, habilida-
des competitivas (primeira espécie é a melhor competidora, enquanto que a última
espécie envolvida apresenta o pior comportamento competitivo). Este comporta-
mento hierárquico está presente na natureza em espécies de cracas (crustáceos),
onde os indiv́ıduos menos fortes são eliminados.

Dessa forma a matriz jacobiana Df associada ao modelo desacoplado proposto
é dada por uma matriz triangular inferior k × k

Df =




∂f1

∂x1

0 . . . . . . 0
∂f2

∂x1

∂f2

∂x2

0 . . . 0
...

...
. . .

. . .
...

...
...

. . . 0
∂fk

∂x1

∂fk

∂x2

. . . . . . ∂fk

∂xk




. (4.1)

Modelos desta natureza foram investigados por Best et al. [2] para competição.
A evolução do sistema com hierarquia apresentado por eles é dada por

xk(t + 1) = xk(t)gk




k∑

j=1

αkjxj(t)


 , k = 1, 2, ..., n,

onde xk(t) representa a densidade populacional da espécie k na geração t, αkj mede
a taxa do efeito competitivo da espécie k para a espécie j e gi : [0,+∞) → [0,+∞)
função estritamente crescente, positiva e diferenciável que representa o crescimento
da espécie i.
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5. Estabilidade do Estado Sincronizado

Nesta seção analisamos a estabilidade do estado sincronizado do sistema (2.5). Para
isso consideramos o sistema linearizado (ver Teorema 3.1) de (2.5)

Yt+1 =

n−1⊕

j=0

[I − λjDΦ(f(xs
t ))]Df(xs

t )Yt. (5.1)

Supomos que cada fração de migração µi depende apenas da densidade da espécie
i. Assim, a matriz DΦ é uma matriz diagonal k × k da forma

DΦ = diag

(
∂µ1

∂x1

f1 + µ1, ...,
∂µk

∂xk

fk + µk

)
.

Seja T =
⊕n−1

j=0 [I−λjDΦ(f(xs
t ))]Df(xs

t ) a matriz diagonal por blocos associada
ao sistema (3.1). Cada j-bloco [I − λjDΦ(f(xs

t ))]Df(xs
t ) será denominado por Tj .

Por hipótese DΦ é diagonal. Logo, I − λjDΦ é diagonal. O produto das matrizes
I −λjDΦ (diagonal) por Df (triangular inferior) é uma matriz triangular inferior4.
Portanto, cada j-bloco é uma matriz triangular inferior.

A órbita caótica sincronizada vive ao longo do subespaço S do espaço de fase que
é invariante sobre a dinâmica. Como

∑
bij = 0, então λ0 = 0 é autovalor de B asso-

ciado ao autovetor (1, 1, ..., 1)T . Logo, o bloco T0 está exatamente sobre o subespaço
S invariante. Portanto, o critério para estabilidade local do estado sincronizado do
sistema (2.2), será obtido investigando apenas as perturbações transversais ao sis-
tema, e está descrito no teorema a seguir.

Teorema 5.1. Sejam C uma matriz n× n duplamente estocástica com cii = 0, i =
1, 2, ..., n, f : R

k → R
k uma função de classe C1, λj para j = 0, ..., n − 1 os

autovalores da matriz B = I − C, e ρ a medida (ergódica) de probabilidade natural
do sistema local (2.1). Então os (n − 1)k números transversais de Liapunov são
dados pela expressão

Λ̃j
i = exp

∫

Rk

ln

∣∣∣∣1 − λj

∂φi

∂xi

(x)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂fi

∂xi

(x)

∣∣∣∣ dρ(x),

e o atrator do sistema (3.1) no conjunto sincronizado invariante é estável se

Λ < 1,

onde Λ = max
i=1:k;j=1:n−1

Λ̃j
i .

Demonstração. Os expoentes de Liapunov são definidos como os autovalores da
matriz Λx = limτ→∞(T τ∗

x
T τ
x
)

1

2τ , onde

T τ =

τ−1∏

t=0

n−1⊕

j=1

[I − λjDΦ(f(xs
t ))]Df(xs

t ). (5.2)

4Seja D matriz diagonal com entradas di, i = 1, ..., n e A matriz triangular inferior com entradas
aij (aij = 0 se j > i), então a matriz produto P = DA com entradas pij é tal que pij = 0 se j > i

e pij = diaij para j ≤ i.
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A existência desse limite é garantida pelo Teorema Ergódico Multiplicativo de Ose-
ledec (ver [10]).

A matriz T τ é diagonal por blocos. Cada j-bloco é dado por T τ
j = [I−λjDΦ(xs

0)]
Df(xs

0) · · · [I − λjDΦ(xs
τ−1)]Df(xs

τ−1). A matriz [I − λjDΦ(x)]Df(x) é triangu-
lar inferior (ver ińıcio da seção 5.). Do fato que o produto de matriz triangu-
lar inferior resulta uma matriz triangular inferior segue que o j-ésimo bloco T τ

j

de T τ é uma matriz triangular inferior com elementos da diagonal dados por

zii =
(
1 − λj

∂φi

∂xi

(xs
0)

)
∂fi

∂xi

(xs
0) · · ·

(
1 − λj

∂φi

∂xi

(xs
τ−1)

)
∂fi

∂xi

(xs
τ−1).

Como o sistema (3.1) no estado sincronizado é regular (ver [21] p. 465), e a
matriz T é uma matriz triangular, segue que os expoentes transversais de Liapunov
do sistema são dados por (ver [6])

Λj
i = lim

τ→∞

1

τ

τ−1∑

t=0

ln

∣∣∣∣
(

1 − λj

∂φi

∂xi

(xs
t )

)
∂fi

∂xi

(xs
t )

∣∣∣∣ , (5.3)

para i = 1, · · · , k, j = 1, · · · , n−1. Logo, pelo teorema ergódico de Birkoff (ver [28]
p. 35 e [10]) tem-se que os expoentes transversais de Liapunov são da forma

Λj
i =

∫

Rk

ln

∣∣∣∣1 − λj

∂φi

∂xi

(x)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂fi

∂xi

(x)

∣∣∣∣ dρ(x), (5.4)

i = 1, · · · , k, j = 1, · · · , n − 1.

Definimos

Λ̃j
i = exp

∫

Rk

ln

∣∣∣∣1 − λj

∂φi

∂xi

(x)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂fi

∂xi

(x)

∣∣∣∣ dρ(x), (5.5)

i = 1, · · · , k, j = 1, · · · , n − 1 os números de Liapunov transversais associados ao
sistema Yt+1 = TYt.

Consideramos agora o máximo dos números de Liapunov de cada bloco,

Λ̃1 = max
i=1,··· ,k

Λ̃1
i , Λ̃2 = max

i=1,··· ,k
Λ̃2

i , · · · , Λ̃n−1 = max
i=1,··· ,k

Λ̃n−1
i . (5.6)

e, finalmente o máximo desses, isto é, Λ = max
j=1,··· ,n−1

Λ̃j .

Portanto, o critério de estabilidade do estado sincronizado é Λ < 1.

6. Conclusão

O fenômeno de sincronização em modelos biológicos acoplados tem recebido
crescente interesse na literatura (ver [7], [24], [25]). Estudamos um modelo meta-
populacional de k espécies com migração dependente da densidade estendendo os
resultados de [15].

Vários exemplos podem ser considerados para a dinâmica local do sistema cons-
titúıda de k espécies. Estas k espécies podem ser abordadas como k espécies distin-
tas interagindo no sistema, é o caso do modelo geral para a interação hospedeiro-
parasitóide considerado por Rohani et al. [20]

Ht+1 = λHtF (Pt)

Pt+1 = cHt(1 − F (Pt)),
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onde Ht é a densidade dos hospedeiros no tempo t, Pt a densidade dos parasitóides
no tempo t, λ a taxa de crescimento dos hospedeiros, F (Pt) probabilidade do hos-
pedeiro escapar do parasitismo e c número de parasitóides que emergem a partir
de um hospedeiro parasitado. Outra forma de considerarmos k espécies no sis-
tema são os modelos estruturados por classes etárias. Cada classe etária representa
uma espécie. Neste caso, em cada śıtio temos uma única espécie com suas k clas-
ses etárias. A dinâmica local para estes casos pode ser dada por xt+1 = F (xt) =


f1 f2 · · · fk−1 fk

p1 0 · · · 0
0 p2 0 · · · 0

0 · · ·
. . .

0 pk−1 0


xt, onde xt = (xt

1, ..., x
t
k), xt

k população na classe etária

k no tempo t e fi taxa de fertilidade da classe etária i, pi probabilidade de sobre-
vivência. Estes modelos são investigados desde os trabalhos pioneiros de Leslie.
Em Levin & Goodyear [18], Silva & Hallam [26] e Wikan & Mjølhus [29] algumas
questões fundamentais como estabilidade, bifurcações e oscilações para estes mode-
los com estrutura etária são discutidos. De Castro et al. [5] consideraram modelos
com classes etárias, um modelo linear baseado no modelo clássico de Leslie e outro
não linear adicionando recrutamento dependente da densidade. Em ambos os casos
condições para a estabilidade da dinâmica local e global foram obtidas. Os modelos
epidemiológicos, SIS, SIR, SEIR (ver [16] e [3]) onde, em cada śıtio, existem vários
estágios da doença para uma determinada população de única espécie, também po-
dem ser considerados para esta forma de dinâmica local. Castillo-Chavez e Yakubu
[3]) analisaram o modelo S-I-S

St+1 = f(Tt) + γStG(α
It

Tt

) + γTt(1 − σ)

It+1 = γ[1 − G(α
It

Tt

)]St + γσIt,

onde St indiv́ıduos suscet́ıveis, It indiv́ıduos infectados, e Tt = St + It população
total. Além disso, γ é a probabilidade de sobrevivência dos indiv́ıduos em cada
geração (1 − γ probabilidade de morte), 1 − σ probabilidade de recuperação de
indiv́ıduos infectados (σ não se recuperam), 1 − G probabilidade de suscet́ıveis
tornarem-se infectados (G permanecem suscet́ıveis).

Neste trabalho a dinâmica local considerada foi a hierárquica. Para este caso,
obtivemos uma expressão anaĺıtica para os números transversais de Liapunov as-
sociados ao sistema e, como conseqüência, um critério para a estabilidade local do
estado sincronizado.

Abstract. In this paper we analyze the possibility of the existence of the synch-

ronized oscillation of chaotic orbits for metapopulations models of k species under

density-dependence migration. We consider the local dynamics in the hierarchical

form and obtain a criterion for the stability of synchronized state of the chaotic

synchronized orbits.
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