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Resumo. Neste trabalho investigamos a possibilidade de érbitas cadticas oscilarem
de forma sincronizada em modelos metapopulacionais de k espécies submetidos
a migracdo dependente da densidade. Consideramos a dindmica local de forma
hierdrquica e obtemos um critério para a estabilidade do estado sincronizado de
orbitas cadticas sincronizadas.

1. Introducgao

Vérios trabalhos tém dado significativa importancia ao estudo de sincronizagao
em sistemas cadticos acoplados (ver [7], [8], [19]). Este fendémeno de sincronizagao
tem sido investigado no contexto de biologia, fisica, quimica, teoria de comunicagao.
Em particular, em biologia, destacam-se os modelos metapopulacionais espacial-
mente explicitos.

No contexto de redes de populagoes acopladas, a sincronizagao é um importante
conceito, pois se a dinamica global do sistema nao estd em sincronia, a populagao
local pode ser recolonizada pelos individuos (migrantes) das populagoes vizinhas
(“rescue effect”). Isso favorece a persisténcia da populacdo (ver Allen et al. [1] e
Heino et al. [13]). Em Gonzalez et al. [11], por exemplo, o efeito resgate (“rescue
effect”) é caracterizado como um importante mecanismo para permitir a persisténcia
da espécie.

A relacao entre a taxa de migragao e a possibilidade de drbitas cadticas oscila-
rem de forma sincronizada pode ser vista também em Solé & Gamarra [27]; uma
condigao simples para a estabilidade do estado sincrono envolvendo apenas a fragao
migratoéria e o expoente de Liapunov da dinamica local foi obtida, considerando-se
uma rede de 2 sitios. Em Silva et al. [24] um resultado mais geral ¢ estabelecido, ou
seja, considerando-se uma metapopulacdo de n sitios em forma de anel. Nesse caso,
a condicao de estabilidade do sistema esté associada ao tamanho da metapopulagao,
reforgando assim os resultados numéricos de Hassell et al. [12] e Comins [4] que
relacionam a persisténcia da metapopulagao com o seu tamanho.

A importancia do mecanismo de migragdo dependente da densidade na sincro-
nizagao de populacoes acopladas espacialmente foi enfatizado por Ims & Andreassen

Iftgiordani@gmail.com, Bolsista do CNPq - Brasil
?jaqx@mat.ufrgs.br



250 Giordani e Silva

[14]. Este tépico foi retomado por Silva & Giordani [25], considerando-se um tipo
especifico de migragao dependente da densidade; nesse caso, resultados analiticos
e numéricos indicam que a migracao dependente da densidade induz menos sincro-
nizacao na dinamica global do sistema. Uma relacao entre o grau de coeréncia das
oscilacoes em cada sitio e o risco da extingao da metapopulagao com dispersao in-
dependente da densidade foi estabelecida por Earn et al. [9]; um critério simples de
estabilidade envolvendo o niimero de Liapunov da dinamica local, a freqiiéncia da
migracdo e a matriz de configuragao da rede foi obtido. Estes resultados (descritos
em [9] e [25]) foram estendidos por Silva et al. [22] para um processo mais geral de
migracao dependente da densidade.

Neste trabalho analisaremos a relagao entre migracao dependente da densidade
e sincronismo de Orbitas cadticas para um modelo metapopulacional de k espécies.
Inicialmente reduzimos a dificuldade da analise da estabilidade local do modelo via
linearizagcao do sistema original. Dessa forma, estendemos o trabalho de Jansen
& Lloyd [15] que obtiveram resultado similar para um modelo “multi-patch” com
migracao constante. Consideramos a dinamica local de forma hierdrquica e estabe-
lecemos um critério para a estabilidade local do estado sincronizado, estendendo
assim os resultados de [9], [22] e [25].

2. O Modelo

Consideramos uma colecao de n sitios enumerados por 1,2, ...,n. Em cada um
destes sitios existe uma comunidade de k espécies que chamamos de populagao
local ou subpopulagoes. Os sitios ou “patches”’sao fragmentos de habitat onde
estao distribuidas as populagoes locais. Estes sitios (“patches”) possuem recursos
necessarios para a reproducao e sobrevivéncia das espécies, e estao cercados por um
ambiente hostil e inadequado para a sobrevivéncia e persisténcia da populagao.

Denotamos por xy; a densidade populacional da espécie k no sitio j. Seja x; =
(x1j,x2j, .oy Thj) € RF a densidade populacional das k espécies no sitio j.

Assumimos que a dindmica local é da forma
= f(xh),  Vi=1,2,..,n, (2.1)

XJ J

com o operador f de classe C'! dado por

f: R — R”,
(x1j7932ja -~-,ij) = (fl(xj)7f2(xj)a -~-,fk(Xj))7

onde f; : R*¥ — R para cada i = 1,2, ...,k e incorpora os processos de reproducio e
sobrevivéncia da espécie 1.

Estabelecemos agora conexoes entre os sitios, ou seja, a possibilidade dos in-
dividuos de cada espécie migrarem para outros sitios. A topologia da rede, isto
é, os sitios vizinhos para os quais individuos de um dado sitio devem migrar serd
definida a posteriori. Definimos abaixo o operador de dispersao (migracao)

D :R¥ - R,
(T15, @255 s Tiej) > (D1(x5), D2(X5), s Di(%5))s
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com Dy dado por
Dy(x;) = (I — M(x;))x%; ZCW (xi)%4, j=1,...,n,£=1,.. k.

onde M(x;) = diag(p1(x;), p2(X;), ey e (X)), pti : R¥ — R representa a fracio de
migragao da espécie i e ¢j; é a quantidade (propor¢ao) de individuos que migra do
sftio 4 para o sitio j (dos individuos que saem do sitio 7 a propor¢ao que migra para
o sitio j). Segue que 0 <¢;; <1,V j,i=1,2,...,n e ¢; = 0. Claramente, conside-
rando todos os individuos que migram a partir do sitio ¢, temos que Z;.Lzl cji =1,
Vi=1,2,...,n, (conservagao).

Supomos também que a cada geragao os individuos passam por dois processos
distintos: reproducao e sobrevivéncia (dindmica local) e processo de migragao. Con-
sideramos a dinamica local precedendo o processo de migracao, ou seja, em cada
geragao, apds o processo de dindmica local, uma fragao p; de individuos da espécie
1 deixa um dado sitio e migra para os sitios mais préximos.

Segue portanto, que a dinadmica da metapopulagao é dada por

X = £(xh) = M(EG)E(K)) + D e M(£(x]))E(x)), (22)
para todo 7 = 1,2, ...,n. Além disso, assumimos que

Y ei=1,¥=12..n (2.3)
=1

Essa é uma condicao suficiente para a existéncia de solugoes sincronizadas do sistema
(2.2) (ver Secao 3).
Podemos reescrever a dinamica da metapopulagao na forma

Xt = ZbﬂM )E(x), (2.4)

onde a matriz B = I — C. Observamos que Y " bji = >, bj; = 0.
Definimos agora ® : R¥ — R* como ®(x;) = M (x;)x;, e portanto a dindmica da
metapopulagao é dada por

xH1 = f(x}) — ijicb(f(xg)), Vi=1,2,..,n. (2.5)

3. Estado Sincronizado e Linearizacao

Uma 6rbita referente ao sistema (2.2) é dita estar em estado sincronizado se, para
cada t = 0,1,2,..., x{ = X; =xj, Vi, j=12,..,n. Isso significa que o sistema
estd em estado smcromzado se todas as subpopulagdes possuem o mesmo numero
de individuos, porém a densidade populacional nao se mantém necessariamente
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constante ao longo da evolugdo do tempo. As solugoes sincronizadas assumem
valores no subespago k dimensional S = span{vy,va,...,vi} do espaco de fase do
sistema (ver Jansen & Lloyd [15], p. 235), onde

V1 = ((la 07 "'70)1><k7 (15 07 cey 0)1><k7 seey (1a Oa sy 0)1><k)n><k7
Vo = ((05 1707 "'70)1><k7a (07 1707 "'70)1><k77 ceey (07 1707 ~-~7O)1><k:)n><k;

Vi = ((0,..,0,1) 154, (0, ., 0, D) 15y ooey (0,00, 1) 1k ) ru -

A condicio (2.3) ¢ suficiente para que o subespago S seja invariante com relacdo ao
sistema (2.2), e assim garante a existéncia de solugdes sincronizadas; em particular,
de pontos de equilibrio homogéneos (ver [23]).

Seja X7 = (x5,%5,...,x;) € RF*" o estado sincronizado do sistema, onde x§ =
(z%, 2%, ...,2t) é o estado sincronizado da dindmica local.

No teorema a seguir apresentamos a equacao linearizada da perturbagao do
sistema (2.5) em torno de X7,

Teorema 3.1. Seja £ : R¥ — RF funcdo de classe C'. Seja B matriz n x n
diagonalizdvel e X; = (x3,%3,...,x{) o estado sincronizado da metapopulagao (2.5),
entao o sistema linear associado a (2.5) pode ser dado na forma

n—1

Yier = @RI — A, DB(E(x)) | DE(X]) Y, (3.1)
j=0

onde Yy = (y1,¥2, - ¥k) € R¥™ e y; = (y15, Y25, -, Yr;) € RE. Além disso, \; sdo
0s autovalores da matriz B=1—C.

Demonstragao. Linearizando o sistema (2.5) em torno do estado sincronizado X7,
obtemos a seguinte equagao para a evolugdo da perturbagdo, Ay,

At+1 - J(Xf)At,

onde X; = X7 + A; e J(X}) é a matriz jacobiana (nk) x (nk) do sistema (2.5)
dada por J(X}) = I ® Df(x]) — B ® D®(f(x7))Df(x}), e ® representa o produto
de Kronecker 3.

Por hipétese B é diagonalizavel, entao existe P matriz nao singular que diago-
naliza B, isto é, PBP~! = A.

Consideremos a seguinte mudanga de varidveis Y; = (P ® I)A;, assim segue-se
que

Vi1 =(P®I1)A
=(P®I)[I ® Df(x}) — B® DO®(f(x}))Df(x}])]A; (3.2)
_[(P® DE(x})) ~ PB ® DB(E(x) DEGK)|AL,

3Seja A = lais]]%=1 € RMX™ e B = [b]7;_; € R"", o produto de Kronecker ¢ definido por
A®B = [ayB]"_, € Rmnxmn,
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pela propriedade do produto de Kronecker (ver Proposigao 2 p. 408 [17]).

Como A; = (P ® I)~'Y;, e utilizando as propriedades do produto de Kronecker
temos

Yir1 =[(P® Df(x})) — PB® D®(f(x;)) DE(x))|(P @ 1)~'Y,
=[(P® Df(x})) — PB® D®(f(x;))Df (x})|(P~* @ I)Y; (3.3)
=[I ® Df(x}) — A ® DO(f(x{))DF (x})]Y;.

Portanto, como A = diag(Ao, A1, ..., An—1), onde os A; s@o os autovalores de B,
temos o resultado desejado. O

4. Exemplo - Dinamica Local com Hierarquia

Neste trabalho, consideramos a dinamica local com hierarquia. Cada espécie de-
pende somente daqueles que estao acima do seu nivel, ou seja, fi depende da espécie
1, fo depende das espécies 1 e 2 e assim sucessivamente de tal forma que cada
fi depende de i espécies. A forma hierarquica pode ser caracterizada por véarios
fatores, entre eles o clima, quantidade de recursos para a sobrevivéncia, habilida-
des competitivas (primeira espécie é a melhor competidora, enquanto que a tltima
espécie envolvida apresenta o pior comportamento competitivo). Este comporta-
mento hierdrquico estd presente na natureza em espécies de cracas (crustéceos),
onde os individuos menos fortes sao eliminados.

Dessa forma a matriz jacobiana Df associada ao modelo desacoplado proposto
¢é dada por uma matriz triangular inferior k x k

of
g@f 53 e 0
S0 0
Df = : o e : (4.1)
: : .0
afs O o
G g ... gk

Modelos desta natureza foram investigados por Best et al. [2] para competigao.
A evolugao do sistema com hierarquia apresentado por eles é dada por

k
ZZ?k(t + 1) = l'k(t)gk Zak‘jxj(t) ) k= 1a2a s Ty
j=1

onde z(t) representa a densidade populacional da espécie k na geragao t, ay; mede
a taxa do efeito competitivo da espécie k para a espécie j e g; : [0, +00) — [0, +00)
funcao estritamente crescente, positiva e diferencidavel que representa o crescimento
da espécie i.
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5. Estabilidade do Estado Sincronizado

Nesta se¢ao analisamos a estabilidade do estado sincronizado do sistema (2.5). Para
isso consideramos o sistema linearizado (ver Teorema 3.1) de (2.5)

n—1

Yier = @I — A D(E(x}))|DE(x]) Yz (5.1)
j=0

Supomos que cada fracdo de migracao pu; depende apenas da densidade da espécie
1. Assim, a matriz D® é uma matriz diagonal k£ x k da forma

. 0 0
DO = diag (a;‘ifl + s 8—;"ka +uk) .

Seja T = @" JIESY ;DO (f(x]))]Df (x}) a matriz diagonal por blocos associada
ao sistema (3. ) Cada j-bloco [I A DO (f(x7))]Df(x]) serd denominado por Tj.
Por hipétese D® é diagonal. Logo, I — A\;D® ¢é diagonal. O produto das matrizes
I —\;D® (diagonal) por Df (triangular inferior) é uma matriz triangular inferior?.
Portanto, cada j-bloco é uma matriz triangular inferior.

A érbita cadtica sincronizada vive ao longo do subespaco S do espago de fase que
é invariante sobre a dindmica. Como ) b;; = 0, ent&o A\¢g = 0 ¢é autovalor de B asso-
ciado ao autovetor (1,1, ...,1)T. Logo, o bloco Tj est4 exatamente sobre o subespaco
S invariante. Portanto, o critério para estabilidade local do estado sincronizado do
sistema (2.2), serd obtido investigando apenas as perturbacoes transversais ao sis-
tema, e esta descrito no teorema a seguir.

Teorema 5.1. Sejam C' uma matriz n X n duplamente estocdstica com c;; = 0,1 =
1,2,..,n, £ : RF — R* wma funcio de classe C*, Aj para j = 0,..,n —1 os
autovalores da matriz B=1—C, e p a medida (ergddica) de probabilidade natural

do sistema local (2.1). Entio os (n — 1)k nidmeros transversais de Liapunov sdo
dados pela expressao

K{ = exp / In (1
Rk

e o atrator do sistema (3.1) no conjunto sincronizado invariante é estdvel se

8¢z af i (%)
& amz 8951 ’

A<,

onde A = max Al
i=l:k;j=1n—1

Demonstragao. Os expoentes de Liapunov sdo definidos como os autovalores da
. . a
matriz Ax = lim, o (T7*T7 )27, onde

T—1n—1
= [1 P - »;Da(f(x}))] DE(x;). (5.2)
t=0 j=1
4Seja D matriz diagonal com entradas d;, i = 1, ..., n e A matriz triangular inferior com entradas

a;j (a;; = 0se j > 1), entdo a matriz produto P = DA com entradas p;; é tal que p;; = 0se j > i
e pij = d;a;; para j < i.
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A existéncia desse limite é garantida pelo Teorema Ergédico Multiplicativo de Ose-
ledec (ver [10]).

A matriz 77 é diagonal por blocos. Cada j-bloco é dado por 77 = [I—\; D®(x7)]
Df(x§)---[I — \jD®(x2_,)]Df(x2_;). A matriz [[ — \;D®(x)|Df(x) é triangu-
lar inferior (ver inicio da segdo 5.). Do fato que o produto de matriz triangu-
lar inferior resulta uma matriz triangular inferior segue que o j-ésimo bloco 17
de T7™ ¢é uma matriz triangular inferior com elementos da diagonal dados por
zi = (1= 052 x0) ) 320 -+ (1 A 32 (x3m0)) B2 0csy).

Como o sistema (3.1) no estado sincronizado é regular (ver [21] p. 465), e a
matriz T é uma matriz triangular, segue que os expoentes transversais de Liapunov

do sistema sao dados por (ver [6])
8@ \ Ofi
(1- 52 eh) o)

- JE{;;ZIH

parai=1,--- ,k, j=1,--- ,n—1. Logo, pelo teorema ergddico de Birkoff (ver [28]
p- 35 e [10]) tem-se que os expoentes transversais de Liapunov sdo da forma

; (5:3)

j 5@ 3]2
AN = In|l1— , 5.4
7 /]Rk n ] 61‘1 ‘ ‘8.131 ‘ ) ( )
i=1,--,k j=1,-,n—1
Definimos 96 o7,
A= In {1 —\;— L(x)|d :
T=ew [ 13 5% 6o | 92 6o ot 5.5
i=1,---,k, j=1,--- ,n— 1 os nimeros de Liapunov transversais associados ao

sistema Yy 11 = TY;.
Consideramos agora o maximo dos numeros de Liapunov de cada bloco,

A'= max A}, A= max A? ..., A"!'= max A (5.6)
i=1,k i=1,k i=1,k
e, finalmente o maximo desses, isto é, A = max A
j=1,-,n—
Portanto, o critério de estabilidade do estado sincronizado é A < 1. O

6. Conclusao

O fenomeno de sincronizacao em modelos biolégicos acoplados tem recebido
crescente interesse na literatura (ver [7], [24], [25]). Estudamos um modelo meta-
populacional de k espécies com migragao dependente da densidade estendendo os
resultados de [15].

Varios exemplos podem ser considerados para a dinamica local do sistema cons-
tituida de k espécies. Estas k espécies podem ser abordadas como k espécies distin-
tas interagindo no sistema, é o caso do modelo geral para a interacao hospedeiro-
parasitéide considerado por Rohani et al. [20]

Ht+1 = )\HtF(Pt)
Py = cHi(1 - F(R)),
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onde H; é a densidade dos hospedeiros no tempo ¢, P; a densidade dos parasitoides
no tempo ¢, A a taxa de crescimento dos hospedeiros, F'(P;) probabilidade do hos-
pedeiro escapar do parasitismo e ¢ nimero de parasitéides que emergem a partir
de um hospedeiro parasitado. Outra forma de considerarmos k espécies no sis-
tema sao os modelos estruturados por classes etarias. Cada classe etaria representa
uma espécie. Neste caso, em cada sitio temos uma tunica espécie com suas k clas-
ses etdrias. A dindmica local para estes casos pode ser dada por x;11 = F(x;) =

i fo o e Sk

p1 0 0

0 p 0 x¢, onde x; = (24, ..., 2%), %, populagdo na classe etdria
0 .

0 Pe—1 O

k no tempo t e f; taxa de fertilidade da classe etaria 7, p; probabilidade de sobre-
vivéncia. Estes modelos sao investigados desde os trabalhos pioneiros de Leslie.
Em Levin & Goodyear [18], Silva & Hallam [26] e Wikan & Mjglhus [29] algumas
questoes fundamentais como estabilidade, bifurcagoes e oscilagoes para estes mode-
los com estrutura etdria sdo discutidos. De Castro et al. [5] consideraram modelos
com classes etarias, um modelo linear baseado no modelo classico de Leslie e outro
nao linear adicionando recrutamento dependente da densidade. Em ambos os casos
condicGes para a estabilidade da dinamica local e global foram obtidas. Os modelos
epidemioldgicos, SIS, SIR, SEIR (ver [16] e [3]) onde, em cada sitio, existem vérios
estagios da doenca para uma determinada populagao de Unica espécie, também po-
dem ser considerados para esta forma de dindmica local. Castillo-Chavez e Yakubu
[3]) analisaram o modelo S-I-S

I
Siv1 = f(Th) + 'yStG(aTt) +7T:(1 - o)
t

I
It+1 = ’y[l — G(Oé?t)]st —|— ’}/O'It,
t

onde S; individuos suscetiveis, I; individuos infectados, e T; = Sy + I; populagao
total. Além disso, v é a probabilidade de sobrevivéncia dos individuos em cada
geracdo (1 — v probabilidade de morte), 1 — o probabilidade de recuperacao de
individuos infectados (¢ nao se recuperam), 1 — G probabilidade de suscetiveis
tornarem-se infectados (G permanecem suscetiveis).

Neste trabalho a dinamica local considerada foi a hierarquica. Para este caso,
obtivemos uma expressao analitica para os nimeros transversais de Liapunov as-
sociados ao sistema e, como conseqiiéncia, um critério para a estabilidade local do
estado sincronizado.

Abstract. In this paper we analyze the possibility of the existence of the synch-
ronized oscillation of chaotic orbits for metapopulations models of k& species under
density-dependence migration. We consider the local dynamics in the hierarchical
form and obtain a criterion for the stability of synchronized state of the chaotic
synchronized orbits.
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