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Um Novo Método Euleriano-Lagrangeano para
Aproximacao de Leis de Conservacao

S. MANCUSO! F. PEREIRA? G. de SOUZA2 LABTRAN, Departamento de Mo-
delagem Computacional, IPRJ, UERJ, 28630-050 Nova Friburgo, RJ, Brasil.

Resumo. Apresenta-se aqui um novo método de alta resolugdo para leis de con-
servagao escalares que utiliza de uma metodologia do tipo REA (“Reconstruction”,
“Evolve”, “Average”). O método combina a estratégia de [5] para as etapas de
“Reconstruction” e “Average” com um método lagrangeano localmente conserva-
tivo (veja [3, 1]) para a etapa de “Evolve”. Estabelece-se a relagao entre o novo
esquema e uma estratégia puramente euleriana. O novo esquema foi utilizado para
aproximar numericamente leis de conservagao escalares em uma dimensao espacial
e produziu resultados bastante satisfatérios quando comparados com o esquema
central de segunda ordem de [5]. O novo esquema foi aplicado na aproximagao
numérica das equagoes de Burgers e Buckley-Leverett, sendo esta ultima utilizada
com o intuito de avaliar o desempenho do método em escoamentos bifasicos em
meios porosos.

1. Introducao

Na modelagem de fenémenos fisicos por leis de conservagao hiperbdlica, freqiiente-
mente aparecem nao-linearidades que dificultam o desenvolvimento de métodos que
fagam o célculo preciso da solugao numérica. Estas solugoes nao devem apresen-
tar oscilacoes espurias ou difusao numeérica acentuada. Neste sentido, apresenta-se
aqui uma metodologia do tipo REA: “Reconstruction”, “Evolve” e “Average” que
além das caracteristicas desejaveis acima, nao faz uso de solugoes de problemas
de Riemann e é baseada em uma estratégia euleriano-lagrangeana. A etapa de
“Reconstruction” caracteriza-se por uma aproximagao linear por partes. A me-
todologia foi aplicada em duas equagoes: a equacgao de Burgers, e a equacao de
Buckley-Leverett, esta tltima usada na modelagem de escoamentos bifasicos em
reservatorios de petroleo.

2. O novo Método Euleriano-Lagrangeano

A seguir é apresentada a construcio do novo esquema euleriano-lagrangeano, base-
ado no desenvolvimentos de [3, 4]. O método utiliza evolugoes para malhas deslo-
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cadas. Considera-se uma lei de conservagao hiperbdlica em uma dimensao espacial,
como a apresentada pela equacao (2.1), onde f é a funcao de fluxo

ur + f(u)y =0, (2.1)

ou na sua forma divergente, como a equacao

vtz'

)

< f?u) ) =0 zeR, com condig¢ao inicial u(z,0) = up(x). (2.2)

2.1. Etapas “Average” e “Reconstruction”

Uma discretizagao espacial em malha uniforme de comprimento Az para cada célula
¢ aplicada & equagao (2.1). Na malha original (deslocada), z; (z;_1/2 ou ;41/2)
representard o centro (vértice) da j-ésima célula (j é um inteiro) e z;_1/2 € T;41/2,
os seus vértices (centros). A Figura 1 ilustra a construgdo de malhas. Define-se U;
como a discretizagao constante por partes de u:

1 [Tit+1/2
U;(t) = —/ u(z, t)d. (2.3)
Az /),
j—1/2

As variaveis discretizadas calculadas no tempo t" sao denotadas acrescentando-
lhes o indice superior n, um inteiro positivo. O n-ésimo intervalo de tempo é de-
notado por At" (o instante ¢" é a soma dos intervalos anteriores). Considerando a
formulagao fraca de (2.1) (ver [2]) e a discretizagdo (2.3 pode-se calcular o valor de
U em uma determinada regido através da equacdo (2.4) no instante n + 1,

urtt —ynr Afm AtAf;
j i _ _ Y ntl _pn _ 220 2.4
At Az v v Az’ 24
onde
tn+1
fir = f(u(zjra/2,1))dt
Afj=fir—fu  sendo - : (2.5)

A idéia do método é aproximar f;, e fj por fj,« e fjl, onde fjrAt e flet sa0
os fluxos associados a cada fronteira, como mostrado na se¢ao (2.2.). A equagao
abaixo apresenta o esquema usando malha deslocada:

AtAfj_;’_l/g
Az
Com alguns ajustes, pode-se aumentar a precisao do método. Primeiro, substitui-

se a funcdo constante por partes U(z,t) por uma fungao linear por partes L(z,t).

Para tanto, obtém-se uma inclinagao Uj(t), associada a célula de centro x;. A deri-

vada espacial numérica é obtida através de um tipo de MinMod (Médulo minimo;

ver [2]), apresentado pela equago:
AU, (t)

— ; 2.
Ao a modmin {a,b,c} a/|al, (2.7)

1
1 n n
;:1/2 = i(Uj + j+1) - (2.6)
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onde

U@ U (@), Upa() —Uja(t)  Uja(t) = Us()
“= Az b= 2Ax o= Az (2:8)

e min é a fun¢do minimo e « é um coeficiente de ajuste para o MinMod. A Figura 1
também mostra a reconstrucao linear.

Ujy12(t + At)

}, ~ )

LJ (CL‘, t)

x; Zi11/2 zj+1
Figura 1: Evolugao para malha deslocada e reconstrugao linear.

Constréi-se agora, usando os valores AUj(t), a discretizacao linear por partes
mostrada abaixo, que mantém a conservagao local:

AU?

Li(at") = U + (0 — ) .2

J

Tj—1/2 < T X Tjya)e, (2.9)

De acordo com (2.9), pode-se escrever (2.6) como

" Tji1)2 Tjt1 1
an+1/2 = / L] ([)37 t)d(E + / Lj+1($, t)d.’L' — AtAfJ+1/2 E (210)
x xT

2] j+1/2

Uma vez determinados os valores de U no instante ¢t + At, repete-se o proce-
dimento partindo, agora, dos centros das células da malha deslocada. Neste caso,
considerando que a malha deslocada esta definida no tempo ¢, a fungao U definida
novamente na malha original é calculada por

n 1 n n AtAf
U; = §(Uj71/2(t) + Ul 0() — Az L. (2.11)

A expressdo acima foi obtida seguindo-se um raciocinio andlogo ao utilizado
para derivar (2.6) e usando os resultados do passo de célculo anterior. Repete-se o
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esquema até terminar simulacido. A metodologia que utiliza discretizagao constante
por partes foi denominada de FLCELM (“Forward Locally Conservative Eulerian
Lagrangian Method”), enquanto o método que usa a reconstrucao linear foi chamado
de FLCELM-R (FLCELM with “Reconstruction”).

2.2. Calculo dos fluxos nas fronteiras

Os valores de u no futuro necessérios para o calculo de A fAt sdo obtidos através de
uma evolucao lagrageana. Usando a estratégia de construcao dos tubos no espaco-
tempo do método LCELM ([1]), considera-se a regido do espago-tempo ¥V = R X
[t",t"T1]. Seja K um intervalo real [a, b]. Define-se um subconjunto D = D"(K) de
V como segue: para T = a, b constrdi-se a solucao y(x,t) do seguinte problema de
valor inicial, dado por

dy _J) oy g
¢ u (2.12)
y(x,t") = .
Entao, tem-se a equagao
#"H(z) = y(z, ™). (2.13)
*— sn+l
x \n £"T(b)

S
> F

N
n_ | \ z"*(a)

" tn+1
Figura 2: Tubos integrais no espaco-tempo.

Denota-se K"t = [2"t1(a), "1 (b)] por K. Seja D o tubo (denominado tubo
integral) determinado por K, K,e as curvas integrais (solucoes da equacdo (2.12)). A
Figura 2 apresenta os conjuntos kC, K e o dominio D. Pode ser observado que, para
t"™ suficientemente pequeno, a funcdo que associa a cada ponto do dominio espacial
x em t" o ponto 2" (x) é bijetiva e, desta forma, esta construcdo pode ser levada
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a cabo. Denomina-se por n(z,t) o vetor unitdrio normal & fronteira de D (9D);
ele é ortogonal ao vetor (u, f(u))! nas curvas laterais de D (ver equagao (2.12)).
Portanto, integrando a equagao (2.2) sobre D e usando o teorema da divergéncia
obtém-se a equacao

/Dvm- ( f(“u) ) dxdt:jgp< f?u) >~ndL

= wx, " de — | w(x, t™)dz = 0. .
7/;{ (z,t"")d /’C(,t)d 0 (2.14)

Localmente, tem-se

Au(x,t")d;vz/u(x,t"“)dm. (2.15)

K

Considera-se, para a evolugao temporal, U™ em um instante ¢" em malha uni-
forme. Entao, sao resolvidos os problemas de valor inicial

dy _ f(UF)
dt uy tn<t<t"t e je2Z, (2.16)
y(a},t") =2}

obtendo os pontos i:”“‘l(x?), Jj € Z; estes pontos determinam os vértices de uma

malha ndo uniforme no instante 1. Assim, constréi-se a malha nao uniforme com
bt =n+l  _ an+4l(.,.n =n+l  _ an+4l(.n ; 4 3
vértices T, 5 = & (z) e Tl = (z741),J € Z, como & ilustrado pela

Figura 3. Considera-se a média

rn 1 n
Urtt = e /Ku(ac,t da. (2.17)

De acordo com a equagao (2.15), o valor de U]@H em cada intervalo [f?fll/z, E?LI/Q),

j € Z, da nova malha é dado por

Arn4-1 1 $;’+1/2 n 30?_*_1 n
Uptt = T U(zx,t")dx + U(z,t"™)dx | . (2.18)
j x

n n
J Tit1/2

No caso da reconstrugao linear por partes

rntl 1 S n i n
Ui = o . Lj(z,t")dx + Lj(w, ") da | . (2.19)

k n n
J Tit1/2

Com uso da reconstrugao, os tubos integrais precisam de uma melhor apro-
ximagao para os pontos fc”“‘l(:n;?). Neste caso, os tubos sao construidos por M
passos: no primeiro o tubo é construido da forma convencional com um avango de
tempo At/M usando U; indo de z; até x;;. Para calcular x; ;41 calcula-se U;;
em (x;,;,t" +iAt/M) por expansao em série de Taylor no tempo, sobre L;(x; ;,t"),
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Figura 3: Linhas tracejadas correspondem as tangentes a curva integral no tempo
t".

obtendo-se x; ;41 = T;; + %% Isto é feito enquanto i < M (até completar o
i,

At total permitido). Assim

R sntlo m
N 1 " (2}) 1 A 1 (@) 4
fjl = Kt/ Uj((ﬂ,tn )diE e ij = E/ Uj+1($7tn )d.’ﬂ (220)

n
Tj+1

2.3. Restricao no passo de tempo

Para a evolugao temporal, toma-se um incremento At que nao permita que a solugao
dos problemas de Riemann oriundos dos vértices das células atinjam os centros das
mesmas. O At assume dois valores durante a simula¢do, um para a malha original
e outro para a deslocada (faz-se uso do menor tamanho de célula da malha, hyp ).

Utiliza-se a condigao:

A n
mazx {fslup - (JC(UU))SW 5 (f(UU)>mf - z/nf} hnin < %, (2.21)
onde maz é a funcao maximo e
foup = sup{f (U)U €Dy} e fiy =inf {f(U)IU €Dy}, (2.22)
(7)., () wenig e (52) o { (75w ens)-
(2.23)

3. Simulacoes Numéricas

Em todas simulagGes numéricas realizadas utilizou-se uma condigao de injecao la-
teral na fronteira esquerda da malha computacional correspondente ao fluxo relaci-
onado a condigao inicial & esquerda do problema de Riemann (detalhes em [3]). A
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funcao f para a Eq. de Burgers é dada por

u? u(z,0) =1, se x<0

flu) = (2> , com condicao inicial: { w(z0) =0, se >0, (3.1)

que foi utilizada na equagdo (2.1). Para a Eq. de Burgers o comprimento da
regido fisica foi de 12800 cm e o tempo de simulagdo de 15000 s. As Figuras 4
e 5 apresentam um estudo de refinamento de malha e a comparagao da solucao
numérica em 256 células com a solugao analitica para o FLCELM, respectivamente.

l\ ~ T T 1 T T T T
; Malha de 64 x %X FLCELM
--- Malha de 128 — Analitico
— Malha de 256
0,8~ B 0,8~ B
0,6 q 0,6~ B
=] =]
0,4 B 0,4 B
0,2 - 0,2 4
ol L L b L L 0 | | —
0 25 50 75 100 125 150 0 25 50 75 100 125 150
x (m) x(m)

Figura 4: Eq. de Burgers: refina-  Figura 5: Eq. de Burgers: FLCELM
mento de malha (FLCELM). e solugao analitica.

As Figuras 6 e 7 apresentam um estudo de refinamento de malha e a comparagao
da solugao numérica em 256 células com a solugao analitica para o FLCELM-R,
respectivamente, utilizando M =10 e a = 1,0.

1 ) T T 1 : T
: Malha de 64 % FLCELM-R
--- Malha de 128 — Analitico
— Malha de 256
0,8~ — 0,8- 4
0,6~ — 0,61 4
=] =]
0,4+ = 0,4+ -
0,2 - 0,2+ 4
! L 1L L I L L " "
OO 25 50 75 100 125 150 Oo 25 50 '75 100 125 150
x (m) X (m)

Figura 6: Eq. de Burgers: refina-  Figura 7: Eq. de Burgers: FLCELM-
mento de malha (FLCELM-R). R e solugdo analitica.

Claramente a estratégia FLCELM-R produz resultados superiores, sendo menos
difusiva quando comparada a FLCELM. Nas comparagoes com a solucao analitica
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nota-se que as simulacoes conseguiram representar o salto com velocidade de pro-
pagacao correta e pode-se observar que em uma malha de 128 células atingi-se um
bom nivel de convergéncia numérica.

Para a Eq. de Buckley-Leverett, a funcao de fluxo f é

Aw(s) = Ky (3)

A(s) /3( ¥ (s)
N T N TR
kr,(s)=(1—sp,)" 2(5 - srw)Q

onde w=dgua e o=06leo. Para a fase o (0« = w, 0) tem-se: A\, (s), mobilidade; k. (s),
permeabilidade; s, , saturagao residual e pq, a viscosidade. Os demais termos sdo:
A(s), mobilidade total do sistema e v, a velocidade do fluido (velocidade de Darcy).
Os seguintes valores numéricos foram utilizados nas simulacdes: v = 8,11235¢7?;
Sr, = 0,155 s, = 0,20; po = 10,0; pyy = 0,5. O escalar s representa a saturacao
de dgua (massa por unidade espacial) em uma determinada regido em um certo
instante do escoamento. Para a Eq. de Buckley-Leverett, o comprimento da regiao
fisica foi de 12800 cm, o tempo de simulagao 300 dias e a condigdo de contorno em
x=02¢ f(s) = A\y(0,85)v. A condigdo inicial é uma saturagao de 0,85 para z < 0
e uma saturacdo de 0,21 para = > 0. As grandezas fisicas estdo expressas em CGS.
As Figuras 8 e 9 apresentam refinamento de malha e a comparagdo da solugao
numérica em 128 células com a solugdo pelo método NT [5] para o FLCELM-R,
respectivamente. O ntimero M de passos utilizados para a construgdo dos tubos
integrais foi igual a 10 e o coeficiente « foi de 1,0 no teste de convergéncia e 1,5 na
comparacao com NT.

0,7r T =
Malha de 64
I\ --- Malha de 128 1
| — Malha de 256

0,61
0,5
(2]

0,4

0,3

0,2

0 25 50 75 100 125
X (m)
Figura 8: Eq. de Buckley-Leverett: refinamento de malha (FLCELM-R).

Pode-se observar que também para a Eq. de Buckley-Leverett ocorreu con-
vergéncia sob refinamento da malha computacional. A comparag¢do com o método
NT mostra que o choque apresenta velocidade de propagagao correta e que o método
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Figura 9: Eq. de Buckley-Leverett: FLCELM-R e NT.

FLCELM-R foi um pouco menos difusivo. Além disso, o comportamento na injegao
usando o FLCELM-R estd mais préximo da situagao fisica a ser modelada.

4. Conclusoes

Neste trabalho foi desenvolvido um novo método para a solugao numérica de leis
de conservacao escalares. Duas versoes foram testadas: a primeira baseada em uma
discretizacao espacial constante por partes e outra que utiliza uma reconstrugao
linear descontinua dos valores do escalar u. O uso da reconstrucao melhorou a
precisao do método, diminuindo a difusdo numérica. As descontinuidades foram
resolvidas de forma precisa e nos experimentos realizados o0 método convergiu para
a solucao fisicamente correta. As perspectivas para trabalhos futuros sao o desenho
de um esquema numérico para a resolucao de problemas bi e tridimensionais.
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Abstract. Here is shown a new high resolution method for scalar conservation
laws using a REA methodology (Reconstruction, Evolve, Average). It combines the
strategy of [5] in the Reconstruction e Average stages with a locally conservative
lagrangian scheme (see 3, 1]) in the Evolve stage. We establish the relation between
the new scheme and an eulerian strategy. The new scheme was utilized to solve
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scalar conservation laws in one space dimension and produced quite satisfactory
results when compared with the method of [5]. We applied the new method in the
numerical aproximation of the Burgers and Buckley-Leverett equations. The last
one was used to evaluate the perfomance of this method in the simulation two-phase
flows in porous media. The extension of the method in two dimensions problems
will be discussed.
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