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Resumo. Neste trabalho estudamos o comportamento assintético da energia do
problema de valor inicial e de fronteira associado com a equa cdo de Bernoulli-Euler
com efeito de inércia rotacional e um termo n&o linear dissipativo localizado em
uma vizinhanga da fronteira do dominio. O comportamento assintético da energia
no tempo é obtido com taxas de decaimento explicitas. Esse resultado é obtido
utilizando-se o lema de Nakao, estimativas de energia via multiplicadores localizados
e um argumento de “compacidade-unicidade” baseado no principio de continuagao
tnica. O comportamento assintético é valido para a equagdo de Bernoulli-Euler
sem efeito de inércia rotacional ou para a equacao de placas com efeito de inércia
rotacional.

1. Introducgao

Neste trabalho estuda-se a estabilizacao da energia associada ao problema de valor
inicial e de fronteira, para uma equacao de placas do tipo Bernoulli-Euler com termo
nao linear dissipativo e com efeito de inércia rotacional

ue + A%u — yAuy — B||VulPAu+ p(z,u) =0,  z€Q, t>0

u(z,0) = ug(z), x €

Ut(JC 0) = u (), r e (1.1)
u(z,t) =0, red, t>0

u

%(x,t)—o, x e i, t>0,

com 2 C R™ aberto com fronteira regular. Os dados iniciais ug e u; sao tomadas
tais que ug € HZ(Q) N H*(Q) e uy € HZ(Q). O termo [||Vul|?Au para n = 1
descreve o problema de estabilidade eldstica (flambagem) dinamica de uma viga
submetida a uma carga axial. Se n = 2 o modelo representa uma simplificagao
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do sistema completo de von Kéarman que considera apenas efeitos de vibragoes
transversais nao lineares. O efeito de inércia rotacional é representado por yAuy.
O termo p = p(x,u;) modela fisicamente uma dissipacdo da energia associada a
esse problema. Por exemplo, se p(x,t) = a(x)u;(x,t) entdo esse termo modela uma
dissipacao friccional linear, localizada na parte do dominio onde a func¢ao a = a(z) é
efetiva. No trabalho de F. Alabau-Boussouira [1] este termo dissipativo é localizado
em parte da fronteira do problema. Neste trabalho a funcao p : @ xR — R satisfaz
as seguintes condigoes:

i) p(xz,8)s >0, seR, z €
ii) pe % sao continuas em §2 x R;

iii) Existem constantes ci, ca, c3, ¢4 > 0, e ntimeros r,p € R, com
—l<r<oo e —1<p§72paran230u —l<p<oosen=1
n —

ou n = 2,tais que :

cra(@) s < [p(a,s)| < cza(@) [[sI + 5], ¥s € R, |s| < 1,¥a € O,

csa(z) [s|PT < |p(z,s)| < caa(z)[|s[PF +|s]], Vs €R, |s| > 1,Vz € Q;

) %(x,s) >0, VreQ, VseR.

(1.2)
sendo a : 2 — R* uma funcdo tal que a € L*().

A estabilizagdo ou o estudo do comportamento assintético da energia associada
ao problema de valor inicial e de fronteira dado acima é obtida apenas para o caso
em que v = 0, ou seja sem efeito de inércia rotacional, ou entao no caso em que
B = 0. Isso é devido ao fato de nao possuir um principio de continuagdo tnica
para a equacao completa, ou seja para o caso em que <y e § sao ambos nao nulos.
O principio de continuagao tnica para a equagao com v = 0, é demonstrado no
trabalho de Kim [4]. Para este caso sdo apresentados resultados sobre estabilizagao,
ver Pazoto e Chardo [2]. Para o caso § = 0 o principio de continuagéo tnica é
demonstrado por Gulliver et al [3].

2. Estabilizacao

Nesta secao é apresentado um teorema contendo os principais resultados sobre a es-
tabilizagdo da energia para o problema de Cauchy associado a equagao de Bernoulli-
Euler apresentada em (1.1). Esse resultado é demonstrado com base no principio
da continuacao unica. Para equagao de Bernoulli-Euler sem termo de inércia rota-
cional, isto é, v = 0 em (1.1), ou entdo para a equagao (1.1) com S = 0, ou seja
para equacao linear de placas. Para a equagdo completa (v, > 0) ndo conhece-
mos na literatura resultado sobre continuacao tnica. Se tal resultado for valido, o
teorema de estabilizagao apresentado neste trabalho serd também vélido para esse
caso. Para localizar a dissipacao, tomamos z, in R™ e definimos

I'(zo) ={x€d: (x—x,) v(z)>0},

onde v (z) denota a normal unitdria exterior em x € 9€.
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Agora, seja w C 2 uma vizinhanca de I' (z,). Entdo além da hipétese que a
funcao a = a(x) é ndo negativa, também assumimos que

a(x)>a,>0, in w.

com ay uma constante. Desse modo a fungdo a = a(x) e portanto a dissipacgao
representada pela fun¢ao p = p(z,u:) na equagdo (1.1) é efetiva somente sobre w,
isto é, a dissipacao estd localizada sobre w. Se xg € int(2) entdo I'(zp) =T e w é
uma vizinhanca de toda fronteira de 2.

Teorema 2.1 (Estabilizagdo). Supor que v = 0 ou 8 = 0 e zg € Q . Entao
considerando-se as hipdteses feitas em (1.2) sobre as fung¢des a = a(x) e p = p(z, s),
tem-se que a energia associada a solu¢ao u = wu(x,t) do problema (1.1) tem o
sequinte comportamento assintdtico no tempo:

Et)<CQ+1t)~%, i=1,2,3,4, t>0, (2.1)

sendo C' uma constante positiva (dependendo de E(0)) e com taza de decaimento
&; definida para os sequintes casos:

Caso I: Ser>060<p§n%2 entdocslzmin{%,%} 6512%8617:0
ousen=1ou2e0<p<+4oo. Ser=0ep>0 entdo 5 =

Caso II: Ser>0e—-1<p<O0 entdoégzmin{%ﬁ} eégz%senzl ou
2. Ser=0 entdoégzm.
Caso III: Se -1 <r<0el <p< n% entao 03 = min{w M} e

2 r 7 p(n—2)
03 = Litl)

sep=0ousen=1o0u2e0<p<+o0.

CasoIV: Se -1 <r < 0e—-1< p < 0 entdo 04 = min{Z(T;l),p(n‘l_Q)} e
54 _ 2(r+1)

-r

sen =1 ou 2.

Observagao: Se r = p = 0 entdo a energia decai exponencialmente no tempo
(para a equagao de Bernoulli-Euler sem o termo de inércia rotacional ver Tucsnack
[7] e [8]). O teorema acima mostra o comportamento assintético da energia associada
a solucao do problema definido em (1.1) e fornece as taxas exphicitas de decaimento
da energia. Para demonstrar a estabilizagdo da energia E(t) deve-se mostrar que
E(t) satisfaz uma desigualdade do tipo:

Et)'*% < C[E(t)— E(t+1T)], t>0, (2.2)

sendo C' uma constante positiva, T > 0 esta fixo e £ > 0 estd relacionado com
d; dado no teorema 2.1. Entdo, a propriedade de decaimento seguird do lema de
Nakao (ver Nakao [6])
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2.1. Identidades de Energia

Para demonstrar o comportamento assintético da energia torna-se necessario desen-
volver algumas identidades de energia. Para isso serao tteis as seguintes fungoes:

Seja h : R™ — R™ um campo vetorial de classe C? tal que

>0 em T (2.3)

sendo @ um aberto do R™ tal que I'(zg) C @ N C w (para a existéncia de tal
campo h ver Lions [5]).

Seja m € W2>(Q) uma funcao tal que W e % s@o limitados e
0<m<1 em Q
m=1 em (2.4)
m=0 em Qw,

sendo @ C Q um aberto em Q com I'(zp) C @ C w C Q. Evidentemente, uma tal
fungao m(z) existe (ver Lions [5] e Tucsnak [7], [8]).

Lema 2.1 (Identidades de Energia). Sejam h : R* — R" de classe C?, m €
W?222(Q), u = u(z,t) a solucio de (1.1) e T > 0 fizo. Entdo as sequintes identida-
des sao validas para todo t > 0:

t+T t+T t+T

[/ utud:p} + 5 [/ Vuyg - Vuda:] —/ / |ug|* dxds

Q t Q t t Q

+T t+T t+T

—|—/ / |Aul|? deds — 'y/ / |Vue|*dads + ,3/ | Vul|* ds (2.5)
t Q t Q t
t+T
+/ / p(x,u)udrds =0,
t Q

T
/ / m(z) [|Aul®> = v[Vu|* — Jue|? + B Vul?|Vul® + p(z, up)u] dads
t Q o
= / / ('yutVut -Vm — 8| Vu|*uVu - Vm) dzds
t Q

t+T t+T
— {/ m(z)uVu, - Vu da:} - / / (uAuAm + 2AuVu - Vm) dzds
Q t t Q

t+T

- { /Q [m(z)u, + Vg - Vi dx} ,

' (2.6)
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[ / uy(h - V) d:c} / o / z,uy)(h - V) dzds

t+T
/ 7 W = |l = BVl Vul?)dods

t+T

7,]1

t+T
+7 / /(DhDuDutt—FhDDuDutt)dxds

i,=1

T t+T
—|—/ (Ah - Vu)Audzds = 3 / /(h -n)|Au|? dl'ds,
Q t r

t+T n t+T
[ u(x — ) - Vudx} + —/ /(|Ut|2 — |Aul? = B||Vu|?|Vu|?)dzds
i co P o
/ o, u)[(x — o) - V] dads + / / (2 Au|? = | Vue + B Vul2|Vul?) deds
Q

t+T
+y </ Vus - Vu dacds) / / — 20;)D; DjuDjupdxds
Q

3,j=1

1 [T
= - / /(gc — 20) - n|Aul? dTds.
2 )i r
(2.8)

sendo que h* indica a k-ésima componente do campo h, D; = %, Ah = (AR, .-+,
J

AR™), n = n(x) € a normal ao ponto x € T’ e xg € um ponto de R™ fizado arbitra-

riamente.

Demonstracdo. Essas identidades sao obtidas utilizando-se os multiplicadores
M(u) =u, M(u) =m(z)u, M(u) = h-Vue M(u) = (x—x0)- Vu, respectivamente.

t+T
Na identidade (2.7) néo aparece o termo de fronteira da integral -y / / Augy(h-
¢ Q
Vu)dxds. Para o termo de fronteira tem-se a seguinte identidade,

8utt d ﬁut 8ut
T = -Vu .V

pois ut(t) € HZ(Q) para todo t € [t, t+T]. A identidade (2.8) é um caso particular
da equagdo (2.7) quando h(z) = x — xg, com x, g € R". Em (2.6) ndo sao
usadas as propriedades definidas em (2.3) e (2.4) do campo vetorial h e da funcao
m = m(z). O

2.2. Estimativas de Energia

Nesta segao sao apresentadas as estimativas necessarias para a prova do lema que
serd utilizado juntamente com o principio da continuagao tinica para prova do teo-
rema de Estabilizacao apresentado na secao. E importante observar que para todas
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as estimativas que serao realizadas a seguir, a letra C poderd indicar diferentes
constantes positivas. A primeira estimativa é dada pelo seguinte lema:

Lema 2.2. Eziste um nimero T > 0 fixo tal que a energia E = E(t) associada a
solugdo u = u(x,t) do problema (1.1) satisfaz a sequinte desigualdade:

t+T
E(t) < C[E(t) —E(t+T) +/ / lo(z, ut)] (|u + |Vu|> dxds
t+T t+T ¢ @
+/ / Mk dxder/ /(|u|2+ IVul® + [Vaue|? + |Vutt|2> d:z:ds], Vit >0,
t w t Q

com C uma constante positiva.

Demonstracao. Para obter esta estimativa sao utilizadas as desigualdades de Young
e Poincaré, as propriedades da funcdo m = m(z) e a identidade de energia (2.8). O

Lema 2.3. Seja u = u(z,t) solugdo de (1.1) e AE definido por AE = E(t)— E(t+
T). Entio para T > 0 dado no lema 2.2 e p = p(x,us) satisfazendo (1.2), tem-se
que
t+T
/ /Q|p(33,ut)|[|Vu| + ulJdzds < C (AE)” /B 29)
t +C (AE) E(t)¢,

) 1 _ ptl _ 44p(n+2)
CasoL: 1 >0, 0<p< 2 T e £ T80t

Se n =2, a estimativa expressa na equacao (2.9) serve para o casor >0 e

en >3, tem-se 0 =

p=>0.
Caso Il: >0, -1<p<0en>2, tem—sea:%,T:m,ﬁzé.
. B _ r+1 _ p+1
Caso III: 1<T<O,O§p§n_2en23,temsea—T+2, = pra
fzw Se n =2, a estimativa € vdlida para o caso —1 <r <0, p > 0.

4+(p+2) -
Caso IV: -1 < r <0, —1<p<06n22,tem-sea:%,72
=1
com C' uma constante positiva. Para n = 1 as estimativas acima sdo as mesmas
que para n = 2.

2
THp(2—n)’

Demonstracao. Este lema é demosntrado utilzando-se as propriedades de cresci-
mento da funcao p e as desigualdade de Holder e Poincaré. O

Proposicado 2.1. Seja u = u(x,t) solucio de (1.1) e AE dado por AE = E(t) —
E(t+T). Para T > 0 dado no lema 2.2 e p = p(x,u;) satisfazendo (1.2) entdo a
energia associada com (1.1) satisfaz

t+T
Et)<C {Di(t)Z +/ / |ug|2dads
t w

v (2.10)
+/ / <|u| + [Vul? + [V |? + |Vutt|2) dmds}, com i€ {1,2,3,4}
t Q
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Casol: 7 >0 e 0<p< (0 < p<oosen =2) temse Di(t)? =

n—2
8(p+1)

AE + (AE)72 + (AE)@em ;

2
Caso II: r > 0 80Sp§72 (0 < p < oosen =2) tem-se Dy(t)? =
n_

AE + (AE)@P 4 (AE)™F5e=m ;

2(r+

(»+1)
Caso III: r >0 e —1 <p <0 tem-se D3(t)*> = AE+(AE) e +(AE) D ;

2
Caso IV: —1<r<060§p§72(0§p<oosen=2) tem-se Dy(t)? =

2(r+1)

AE + (AE) 2 4 (AE)™m—

Para n =1 as estimativas actma sao as mesmas que para n = 2.

Demonstragao. Estes resultados sdo obtidos combinando-se os lemas (2.2) e (2.3) e
a desigualdade de Young. O

Proposigao 2.2. Supor que xg € znt(Q) e que v =0 ou 8 =0. Entao existe uma
constante C' > 0, tal que

t+T
/ /[Iu\2+|VuI2+|Vut|2+ (Vug|? |dads
t Q

t+T
<C {Di(t)Q +/ / |ut|2dxds}7
t w

sendo u = u(x,t) solu¢do de (1.1) para dados iniciais ug e uy satisfazendo E(0) <
R, R > 0 fizado, com C = C(R) e D; = D;(t) definido na proposi¢cio 2.1.

(2.11)

Demonstracdo. A estimativa acima é obtida por contradicao utilizando-se para isso
o principio de continuagao tnica. O

3. Demonstracao do Teorema de Estabilizacao
Para provar o resultado do teorema 2.1 é suficiente considerar que ug € H3(Q2) N

H*(Q), u1 € H3(Q). Das proposigoes 2.1 e 2.2 tem-se

E(t) < C’[Di(t)z+/tt+T/w|ut|2dxds], (3.1)

com D;(t), i = 1,2,3,4, dados no a proposigao 2.1. Para derivar a estimativa de
decaimento deve-se estimar o 1ltimo termo do integrando de (3.1)

E(t) < C[Di(t)2+/tt+T /Q Ci(bzc)|ut|2dxds+/tt+T /Q ac(l:)ut|2da:ds], (3.2)

com D;(t), i = 1,2,3,4, dados na proposicao 2.3 ¢ Q1 = {& € Q[|u(x,0)] <
1}, Q2 = {z € Q||ue(z,0)] > 1}. A seguir serd demonstrado o Caso II do teorema
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de estabilizagao, os demais casos sao andlogos.
Caso II:7>0e -1 <p<0.

t+T T t+T
/ / x)|uy| da:ds-/ / x)|uy| d:cds+/ / x)|ug|*dads. (3.3)

Para a primeira integral dada na equagao (3.3) pode-se obter uma estimativa utilizando-
se a desigualdade de Hoélder

t+T t+T t+T
/ /|ut|2dxd5§/ / M|ut|2d:vals—&—/ / @|ut|2dmd5. (3.4)
t w t Q; @0 t Qy @0

t+T
A integral / / a(x)|us|?*dzds pode ser estimada utilizando-se da estimativa
t N

expressa em (3.4)

t+T N
/ / o(2) s [2dads < C(AR) 7, (3.5)
t Q1

com C > 0 dependendo de [, 7, [|a]| ;= (q) € c1. Para estimar a segunda integral
da equagao (3.4) serd utilizado o fato de que L°°(0,T; H(Q)) — L>=(0,T; L*()).
Para obter a serd utilizado resultados deimersaom =1, p=2en >3 mp=12<

2n2' Desta forma tem-se que H{ () — Loz ()= L>(0,T; H () —

n —

L0, T; L7"2 ().

t+T t+T
/ / ) g [2dads = / / ) oueMue 2> dards. (3.6)
Qo

A desigualdade de Holder serd utilizada na equagao (3.6), com % + ll, = 1 e fazendo-

__ p+2 _ 2n
=el= 2N (n-2)

4T
/ / @) [ug|Mug >~ dads <
t+T v t+T I
[/ / la(z)u} " dxds] [/ / |ut|(2)‘)ldzds]
t [ t Qo

Observando que A’ = p + 2 a primeira integral de (3.7)

[ o]

Notando que

3 — a=

se I’

1 1
a '

{ /HT /Q o) |p+2dxds} .39

@l ol o (3.9)

|a
@] = a

ja(z)| ! = Ja(z)| 5 2
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Substituindo-se a estimativa expressa em (3.8) na desigualadade (3.9) tem-se

t+T ¥ t+T a
[/ / u|! dxds] < C[/ / ||ut|p+2d:rds} , (3.10)
Qz 92

a constante C' depende de [|a|;«(q): @0, p, I' e A. A segunda integral de (3.8) é
estimada observando-se que (2 — \)l = % e utilizando-se o seguinte resultado de

imersdo com m.p = 1.2 < 3 entdao Hj(Qa) — L%(Qg)

O, 2 < €Ol = | [ Gl + 190t
L2 () 0 f 2 (3.11)
2 1 1
< U(|ut|2 + |Vut2)dx] < CE(t)? <CE(0)>.
Q
Integrando-se a estimativa dada em (3.11) no intervalo (¢, t +7T) tem-se
+T )
/ [lue(s )|| () ds < CTE(0)=. (3.12)
¢

A segunda integral da equagao (3.3) é estimada como

t+T t+T
/ / a(z)|u¢|*deds < CTE(0)2 [/ / |ut|>‘l dxds} ) (3.13)
t Qo Qo

Notando que I’ = p—f e A= 202 onth0 1 = W7

4+p(2—n)
t+T T
{/ / |utp+2dxds]
Qs

t+T
/ / a(x)|us|*drds < CTE(0
t Qo

t+T e
<C {/ / (z ut)utdxds] = CAE4+p<2 ny .
Q2

ol
<Y

M\»—l

(3.14)
Substituindo-se as estimativas dadas em (3.5) e (3.14) na estimativa expressa em
(3.2) obtém-se

Et)<C [DQ(t)2 + (AE)% + (AE) e | (3.15)
Parar <0, -1 <p<0en > 2 da proposicao 2.3 tem-se

Dy(t)? = AE + (AE)72 + (AE) . (3.16)

Colocando-se a equagao (3.16) na estimativa (3.14)

E(t) < C|AE + (AE)™2 + (AE) ™= | (3.17)



318 Silva Jr. e Charao

4
Definindo-se Ko = min , e da estimativa acima tem-se que
r+2"44+p(2—n)
sup E(s)"% < CAE. (3.18)
t<s<t+T

1 1

Observando-se que — > 1 — — = 1+ £, resolvendo-se para £ tem-se £ =
Ky Ky

1-K

Ky
do teorema para o Caso II com a seguinte taxa de decaimento de energia do =

ol s
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