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Projecao em Bases Uniformes Nao-Ortogonais!
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Resumo. Um método alternativo para o calculo dos coeficientes da proje¢ao de um
sinal em uma base uniforme nao-ortogonal é apresentado neste artigo. O método
é decomposto em trés etapas: determinacdo da transformagao linear que gera uma
base ortogonal e uniforme a partir da base original; representagdo do sinal na
base ortogonal; e convolugdo dos coeficientes da transformagao linear com a re-
presentacao do sinal na base ortogonal.

Palavras-chave. Ortogonalizagao, Wavelets, Bases ndo ortogonais.

1 Introducao

Bases adequadas para representar sinais sao importantes na transmissao ou ex-
tragao de informagoes desses sinais. Se as bases sao uniformes, isto é, se podem ser
expressas por deslocamentos de fungoes elementares, apenas as funcoes elementares
precisam ser armazenadas na reconstrucao dos sinais.

As operagoes de deslocamento e escalonamento ortogonais de uma funcao ele-
mentar caracterizam as bases denominadas wavelets. Em particular, a eficiéncia do
sistema wavelet aumenta se a funcdo elementar (conhecida como wavelet mae) é
obtida do conjunto de dados analisados [2], [6], [12].

O calculo dos coeficientes de representagao de um sinal em uma base nao-
ortogonal é dispendioso, principalmente se a dimensao da base crescer significa-
tivamente. Neste artigo, é apresentado um procedimento para efetuar o calculo
simplificado dos coeficientes de projecao que passa pela ortogonalizagao da base ini-
cial. Para tanto, é apresentado o procedimento denominado Ortogonalizacao Uni-
forme para a geracao de bases uniformes e ortogonais. O procedimento proposto é
similar ao conhecido método de Gram-Schmidt, porém garantindo a uniformidade
desejada das bases resultantes.

A apresentagao do artigo é organizada conforme descrito a seguir. Na Se¢ao 2, o
célculo dos coeficientes de representacao de um sinal qualquer em uma base uniforme
nao ortogonal é apresentado. Na Secdo 3, é apresentado o procedimento de ortogo-
nalizacao uniforme, que é formulado como uma equacao quadrética de matrizes com
solugbes particulares interessantes. A ortogonalizagao de Gram-Schmidt é obtida
pela fatoragao triangular de Cholesky [4] da matriz de correlagdo da base original.
Outra solugao, baseada em uma fatoragdo de Schur [4] da matriz de correlagao, é
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apresentada e corresponde a raiz quadrada da inversa da matriz de correlagao. Tal
ortogonalizacao produz uma base uniforme quando a raiz quadrada da inversa da
matriz de correlagao existe para uma matriz de dimensao infinita.

O comportamento assintético da solugao por fatoracao de Schur — a dimensao
da base original tendendo ao infinito — é analisado na Secao 4. A equivaléncia
assintética entre a matriz de correlacao e uma matriz circulante é estabelecida
para matrizes de correlagao estritamente diagonais dominantes. Neste caso, é mos-
trado que a solugao da equagao de ortogonalizacao com a matriz de correlagao
substituida pela matriz circulante é assintoticamente equivalente a solugao origi-
nal, sendo também uma matriz circulante que produz a ortogonalizacao uniforme
desejada. A Secao 5 conclui o artigo.

2 Projecao Ortogonal

Considere o conjunto N de n (impar)® funcoes reais linearmente independentes
fx(t), k € K, chamado de base uniforme, dado por

fe)=pt—kT), T>0, TER, kek=1{0,%1,. .. +(n—1)/2}, (2.1)

com p(t) de norma unitdria, isto &,

<p2(t)>:/+oop2(t)dt =1, p(t)eR, VteR. (2.2)

— 00

A projecao de um sinal z(¢) na base uniforme suposta nao-ortogonal é dada por
2(t) =Y ukp(t —kT) = pfu(t), (2.3)
k k

w= R (b)),

sendo f(t) o vetor coluna das fungdes fi(t) = p(t — kT), u € R™ o vetor coluna de
coeficientes e a matriz de correlagio temporal R = (f(t)f'(t)) € R"*" computada
como R = [r|k,g|], com r;_g dado por

“+oo
nea = (R@50) = [ Tp— k- keek (@4

— 00

Se as fungoes fi(¢) forem linearmente independentes entre si, a matriz R serd, por
construgao, uma matriz definida positiva e portanto nao-singular e a determinagao
dos coeficientes de projegdo py do sinal z(¢) na base f(t) implica no célculo da
inversa da matriz de correlacao R. Se a base fosse ortogonal, o calculo dos coefi-
cientes de projegao seriam obtidos de maneira desacoplada. Conforme mostrado a
seguir, os coeficientes u; podem ser obtidos através da convolugao dos coeficientes
de projecao em uma base ortonormal com os coeficientes da transformacao linear
que ortonormaliza a base original.

30 uso de n fmpar é apenas para facilitar a notacdo e nao representa perda de generalidade.
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Considere a transformacao linear

q(t) =Y onp(t — kT), (25)
k
tal que a funcdo elementar ¢(t) que gera uma base uniforme ortonormal g (t), k € K,
dada por
grt) = q(t —kT), T>0, kek=1{0,%1,...,+(n—1)/2},
com

(1)) =/+Ooq2(t)dt =1, qt)eR, VteR.

Os coeficientes de representagio vy do sinal (t) na base ortonormal g () sdo
dados por
v = (z(t)q(t — kT))

e a representagao de z(t) é dada por
o(t) =Y vrq(t — kT). (2.6)
k
Substituindo a igualdade (2.5) na equacao (2.6), tem-se
x(t) = Z Vg Z ap(t—(k+0)T) = Z Z Vpay—pp(t — £T). (2.7)
k ¢ ¢k
Comparando as equagoes (2.3) e (2.7), pode-se concluir que

MU = Z VyQg—p = Vg * O, (2.8)
14

isto é, os coeficientes p podem ser obtidos por convolugao de v, com .

A equagao (2.8) apresenta uma forma alternativa para determinar os coeficientes
de representacao py, de um sinal x(¢) em uma base uniforme nao-ortogonal. A seguir
é descrito um procedimento para determinar bases ortonormais uniformes.

3 Ortogonalizagao
A funcéo de auto correlagao é dada pela equagdo (2.4) e

[ <o = 1, ke{l,...,n—1}
é uma conseqiiéncia da desigualdade de Schwarz.

Note que

devido & equagdo (2.2) e se p(t) tem duragao finita (suporte compacto), entéao ri = 0
para k suficientemente grande.



46 Bonatti, Agulhari, Lopes e Peres

Se rp = 0 para k # 0, entao a base descrita na equacao (2.1) é uma base
ortogonal. Por exemplo, uma base uniforme ortogonal amplamente conhecida é
obtida utilizando p(t) dado por

p(t) = g sin(nt/T)

e a fungao p(t) conduz ao teorema da amostragem de Shannon, que pode ser visto
como uma interpolagao de sinais limitados em freqiéncia [9].

Uma base ortogonal permite um calculo simples e desacoplado dos coeficientes
da projecao do erro minimo quadritico de uma func¢do no espago linear [11]. As-
sim, o principal objetivo deste artigo é ortogonalizar o conjunto N através de um
procedimento linear de ortogonalizacao.

Para ortogonalizar o conjunto N, define-se um vetor coluna f com dimensao n
e composta pelas fungoes f(t) e a transformagao linear real

g9(t) = Qf (1), (3.1)

na qual Q € R™*™ é ndo singular. Define-se ainda a matriz de correlagdo R € R™*"
como

R = (f(t)f'(t)),

sendo f’(t) o transposto de f(t). Portanto, os elementos sao as fungoes de correlagao
dadas por (2.4).

Por construgéo, R é uma matriz Toeplitz simétrica [7] dado que o (k, £)ésimo
elemento depende somente do valor de |[k—£|. Assim, tal matriz é constante ao longo
das diagonais. Como as fungoes fi(t) s@o linearmente independentes, a matriz R é
também definida positiva pois para todo x # 0 € R"”

o (f(O)F (#)z = ((f'(t)2) (f' (H)2)) = ((f'(t)z)*) > 0.

A matriz de correlagdo da base formada pelas fungoes {gx(t), k € K} é dada por

(9)g' (1)) =(RIFWF Q) = QUff (1)Q = QRQ".
A condicao de ortonormalizacido impoe

wow)={ ¢ 45y = G0d)=1=Qr =1 62

que pode ser vista como um sistema de equacoes com n? incégnitas e n(n + 1)/2

equagoes. Como conseqiiéncia, hé diferentes maneiras de gerar uma base ortonormal
de um dado conjunto de fungoes linearmente independentes, uma vez que n(n—1)/2
elementos da matriz () sao arbitrarios.

Devido as propriedades da matriz R, duas solugbes particulares da equagao (3.2)
podem ser obtidas por técnicas simples de fatoracao.

A fatoracao de Cholesky aplicada & matriz R produz uma matriz triangular
inferior L tal que [8]

R=LL".
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Entao,
QRQ' = (QL)(QL) =1,
induzindo
Q=1"
como uma solugao 6bvia, produzindo a cléssica ortonormalizagao de Gram-Schmidt
[4], [1], dada por

k
w)=fuy - 3 Hpled)

k
gg(t) , kek.
(=—(n—1)/2 (9(2))

Tal procedimento ndo mantém a uniformidade do conjunto original de fungoes
f(t), dado que o primeiro elemento de g(t) é igual ao primeiro elemento de f(t), o
segundo elemento é igual ao erro de projecao do segundo elemento de f(t) sobre o
primeiro elemento de g(t), o terceiro é igual ao erro de projegao do terceiro elemento
de f(t) sobre os primeiros dois elementos de g(t), e assim por diante.

A fatoragao de Schur aplicada a matriz simétrica definida positiva R produz
uma matriz ortonormal V' e uma matriz diagonal ) composta, respectivamente,
pelos autovetores e autovalores de R [8], de forma que

R=VQV'
Tal decomposicao induz a solugao simétrica definida positiva
Q=vVQ 9V = R705, (3.3)
pois
QRQ' = (VQ "5V (Vv (VQ 25V = 1.
Note que Q e Q795 sdo matrizes diagonais com elementos reais positivos uma vez
que ambas sao matrizes definidas positivas [1]. A matriz diagonal Q pode ser escrita
como 2 = diag{p1,...,pn}, sendo pi os autovalores da matriz de correlagdo R.
E mostrado na seqiiéncia que, com o aumento de n, a transformagao linear @)

dada por (3.3) produz uma ortogonaliza¢do uniforme, ou seja, quando n — +00 0s
componentes g (t) verificam

gi(t) = gt —kT) i (g(O)g'()) =1 , k=0,£1,%2... (3.4)

sendo que ¢(t) é a fungao elementar obtida do algoritmo de ortogonalizagdo uni-
forme. Em outras palavras, {gi(t)} é uma base uniforme e ortogonal de dimensao
infinita.

4 Comportamento Assintético da Decomposigcao
de Schur

Nesta secdo, a demonstracio de que a solucdo Q = R~%5 produz uma ortogona-
lizagao uniforme baseia-se na propriedade de que a matriz circulante C' é assintoti-
camente equivalente a R, se as seguintes condigoes suficientes forem assumidas para
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qualquer n:
lri] <nf . ke{0,1,...,n—1}, (4.1)
(n—1)/2 (n—1)/2
2 r<rg = 2 Iri| < ro, (4.2)
k=1 k=1

com 71 > 0 o maior valor que satisfaz as equagoes (4.1) e (4.2). Para que 7 satisfaca
ambas as equagdes tem-se que n < 1/3. A suposi¢gdo dada pela equagdo (4.1)
restringe o quanto a funcao de auto correlacao decai conforme k aumenta, sendo
uma conseqiiéncia de como p(t) evanesce com o aumento de ¢ e de quao perto estao
os pulsos vizinhos p(t — kT).

Observe que a matriz de correlagdo R satisfazendo a equagao (4.2) é uma matriz
estritamente diagonal dominante [4] e, do teorema dos circulos de Gersgorin [1],
[10], os autovalores da matriz R estdo contidos na unido dos circulos cujos centros
sao os elementos da diagonal de R, e os raios de tais circulos sao dados pela soma
dos valores absolutos dos elementos de cada linha exceto o elemento da diagonal.
Como rg = 1 e os autovalores de R sdo niimeros reais, o teorema de Gersgorin pode
ser explicitado como

1—-3n
<p<—" ke{0,1,...,n—1}. 4.3
1777_Pk_1777 { n—1} (4.3)

A matriz circulante simétrica C' € R"*"™ é baseada na matriz de correlagdo R e
é construida por deslocamentos ciclicos do vetor horizontal ¢ definido por

co=1, cg=cp_p =1 para k€ {l,...,(n—1)/2}.

A matriz circulante C' é uma matriz Toeplitz cuja primeira linha consiste no
vetor ¢, a segunda linha é o vetor ¢ deslocado ciclicamente para a direita de uma
posicao, a terceira linha € igual a segunda linha deslocada ciclicamente para a direita
de uma posigao, e assim por diante. Por exemplo, R e C para n = 5 sao dados por

1 T To T3 T4 1 T T T T
1 1 TN T2 T3 1 1 T Tro T2
R= ro T1 1 T T2 ; C = ro T1 1 T T2
rs Tro T 1 T1 T T2 T1 1 T1
ry T3 T2 11 1 T ory re 11

Note que com excecao dos cantos superior direito e inferior esquerdo, a matriz R
é igual & matriz circulante C. De fato, pode ser demonstrado que somente (n?—1)/4
elementos de R sao diferentes dos elementos de C.

Como C' é uma matriz circulante [8], [13], C pode ser escrito como

C=UTU, (4.4)

com I' sendo uma matriz diagonal composta pelos n autovalores de C', dados por

n—1

Yo = ch exp(—jf%rk) para £ €{0,...,n—1},
k=0
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e U é uma matriz unitaria composta pelos autovetores de C. Os elementos da
matriz U sao dados por

1 2T
Ugpy = 7 exp(—jfzk) para k,£€{0,...,n—1}.
Note que U nao depende de C, e -y, sdo os coeficientes da transformada de Fourier
discreta da primeira linha da matriz C. O vetor ¢ é a transformada inversa de
Fourier discreta do vetor 7, dado por

1'= o
cr = - ;w exp <jkn£> .

Além disso, como ¢ = ¢, os autovalores vy sdo reais. Como ¢y = 1 (por cons-
trugdo), tem-se que

n—1
S qi=n
£=0

O teorema de Parseval resulta em

n—1 1 n—1
S lal=13 1
k=0 =0

Note que, por construgdo, C' é uma matriz estritamente diagonal dominante, e
portanto

11_3”§vk§i
- 1—nm

Lema 4.1. As matrizes C' e R sdo assintoticamente equivalentes.

, ke{0,1,...,n—1}.

Demonstragdo. Como R e C' sao simétricas e seus autovalores satisfazem a equagao
(4.3), ambas as normas fortes sdo finitas, pois

1 1
IR || = max py, < % L 1C = max e < 1%2
Como conseqiiéncia das estruturas de R e C, tem-se que
(n—1)/2 (n—1)/2
n|R=CP’P=2 Y k(rax—716)> <2 > k(ri_y+2rn llrel +17),
k=1 k=1
e também
n—1 (n—1)/2
n|R—CPP<2> k() +4 > Klra_kllrel,

k=1 k=1

e da condigao imposta na equagao (4.1) tem-se

n—1 (n—1)/2 2
" 2 nn+1)(n—-1
n|R—CP<2> k() +4 z:kn<(kjﬂ2+n( g ).m@
k=1 k=1

Para n tendendo ao infinito, a norma fraca da diferencga entre R e C tende a zero,
pois o lado direito da equacao (4.5) é finito. O
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A prova do Lema 4.1 é baseada em [5], em que prova-se que uma matriz Toeplitz
(com um ntmero finito de elementos nao nulos) e sua associada matriz circulante
sdo assintoticamente equivalentes. A diferenca aqui sdo as suposicoes alternativas
dadas pelas condigbes (4.1) e (4.2).

Para n suficientemente grande, as equagdes (3.1) e (3.2) s@o respectivamente
substituidas pelas equagoes

g(t) = Qf ()

QCQ =1,
uma vez que R e C sao assintoticamente equivalentes.
A fatoracao apresentada na equacao (4.4) induz a solucéo

Q — UF—O.5UI _ 0—0.5-

Note que Q é uma matriz circulante por construcao e, conseqiientemente, os auto-
valores de Q sdo dados por

1
B¢ = — para £€{0,...,n—1}.
VT t }

A inversa da transformada de Fourier discreta dos autovalores de @ produz sua
primeira linha, dada por

n—1

1 21
= — i — ...,n—1}H
bk n ;6@ exp(]é n k)a para ke {07 y 1 }

Por construcao
b, = b, para ke {l,...,(n—1)/2}

e by, satisfaz, para qualquer n,

n—1
Z b < o0,
k=0

pois

0.5
1 1—n
0—0.5 < 0—0.5 — — < < .
| [ < I m]?,xﬁk m]?x 7’Yk =3 400

O quadrado da norma fraca de C~%% pode ser escrito como
n—1 1 n
052 _ . —1 2 -

Como Q é uma matriz circulante por construcao, a transformagao g(t) = C~°
f(t) produz uma ortogonalizac¢do uniforme para n suficientemente grande e a fungao
q(t) dada por (3.4) pode ser definida como

(n-1)/2
t)= 1l t— kT =a_j = by. 4.
q(t) i Z aup( ), Q= o k (4.6)

k=—(n—1)/2
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5 Conclusao

A determinacao dos coeficientes de projecao de um sinal no espaco linear gerado
por uma base uniforme nao-ortogonal é proposta neste artigo. Os coeficientes de
projecao sao determinados pela convolucao entre os coeficientes de representacao do
sinal na base uniforme ortogonal e os coeficientes da transformagao linear que orto-
gonaliza a base original. O algoritmo para a geracao de bases uniformes ortogonais,
a partir de conjuntos nao ortogonais e linearmente independentes de funcées unifor-
mes € a principal contribuigao desse artigo. Uma importante diferenca entre a base
obtida pelo algoritmo proposto e a base resultante do método de ortogonalizagao
de Gram-Schmidt é que a primeira é uniforme, caracteristica essencial na aplicagao
em sistemas wavelet. O algoritmo de Ortogonalizacao Uniforme apresenta um bom
desempenho computacional por se basear na transformada rapida de Fourier.

Abstract. An alternative method for the calculation of the projection coefficients
of a signal on a non-orthogonal uniform basis is presented in this paper. The method
is decomposed into three steps: determination of the linear transformation which
generates an orthogonal uniform basis from the original basis; representation of
the signal on the orthogonal basis; and convolution of the coefficients of the linear
transformation with the signal representation on the orthogonal basis.
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