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Resumo. Nesse trabalho utilizamos sistemas baseados em regras fuzzy para ela-
borar um modelo do tipo presa-predador acoplado ao parasitismo para estudar
a interaçao entre pulgões (presa/hospedeiro), joaninhas (predador) e um af́ıdideo
(parasitóide) na citricultura, onde pulgões são considerados agentes transmissores
da Morte Súbita dos Citros. Simulações são realizadas e analisadas por gráficos de
populações de presas, potencialidade dos predadores e população de parasitóides,
bem como um espaço de fase obtido por simulações.

1. Introdução

A Morte Súbita dos Citros é uma doença que tem afetado grande parte dos pomares
de citros do Estado de São Paulo [2]. Pesquisadores acreditam que tal doença
seja causada por um v́ırus transmitido por insetos conhecidos como pulgões, que
têm como inimigos naturais uma espécie de joaninha (predador) [12] e um afid́ıdeo
(parasitóide) [14].

Nesse artigo sugerimos a Teoria dos Conjuntos Fuzzy [23] para modelar a in-
teração entre presa/hospedeiro (pulgão), seu predador (joaninha) e seu parasitóide
(afid́ıdeo), como uma nova opção ao uso de equações diferenciais que caracteri-
zam os modelos determińısticos clássicos. Uma vez que as informações a respeito
do fenômeno são qualitativas, é dif́ıcil expressar as variações como funções dos es-
tados. Por outro lado, tais informações, dadas por especialistas, permitem-nos
elaborar regras que relacionam (ainda que parcialmente), as variáveis de estado
com suas próprias variações. Nosso principal interesse é elaborar um modelo presa-
predador acoplado ao parasitismo que represente a interação entre pulgões (pre-
sas/hospedeiros), joaninhas (predadores) e afid́ıdeos (parasitóide) na citricultura,
por meio de sistemas baseado em regras fuzzy [1].
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2. Conceitos e Definições

Um subconjunto fuzzy A de um conjunto universo X é definido pela função de
pertinência ψA que associa a cada elemento x de X um número ψA(x), entre zero
e um, que indica o grau de pertinência de x a A. Assim, ψA : X → [0, 1].

É interessante notar que um subconjunto clássico A de X é um conjunto fuzzy
particular para o qual a função de pertinência é sua função caracteŕıstica, χA : X →
{0, 1}.

Sistema baseado em regras fuzzy. Basicamente, um sistema baseado em
regras fuzzy possui quatro componentes: um processador de entrada; uma coleção
de regras lingǘısticas, chamada base de regras; um método de inferência fuzzy e um
processador de sáıda. Esses componentes processam valores reais de entrada em
valores reais de sáıda. A Figura 1 ilustra um sistema baseado em regras fuzzy.

Figura 1: Estrutura de sistemas baseados em regras fuzzy [10].

A base de regras é composta por uma coleção de proposições condicionais fuzzy
na forma de regras se-então. Um especialista do fenômeno analisado fornece as
informações para se formular o conjunto de regras fuzzy que ativa as associações de
entradas/sáıdas lingǘısticas.

O método de inferência que utilizamos é o de Mamdani [15], que agrega as
regras por meio do operador lógico OU, modelado pelo operador máximo e, em
cada regra, os operadores lógicos E e ENTÃO são modelados pelo operador mı́nimo
[11]. Um sistema baseado em regras fuzzy considerado nesse trabalho, consiste de
duas variáveis de entrada, duas de sáıda e 25 regras (ver seção 4).

Por fim, na defuzzificação, o valor da variável lingǘıstica de sáıda inferida pelas
regras fuzzy é traduzida num valor real. O objetivo é obter um valor real que
melhor represente os valores fuzzy de sáıda. O método de defuzzificação adotado
nesse artigo é o do Centro de Gravidade definido como segue. Seja C a função de
pertinência da variável de sáıda z. Então, o valor real (defuzzificado) de sáıda z̄ é
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dado como segue

z̄ =

∫

zC(z)dz
∫

C(z)dz
.

Sugerimos a leitura de [1],[15] e [11] para um entendimento detalhado dos funda-
mentos da teoria dos conjuntos e sistemas fuzzy e suas aplicações. Na próxima seção
faremos uma breve revisão sobre a interação entre presas e predadores, hospedeiros
e parasitóides.

3. Predação e Parasitismo

A predação e o parasitismo são exemplos familiares de interação entre duas popu-
lações que resultam em efeitos negativos no crescimento e sobrevivência de uma
população e em um efeito positivo ou benéfico na outra. O predador mata a presa
para se alimentar. Entendese por parasitóide a espécie que parasita outra somente
os estágios imaturos, matando o hospedeiro durante o seu processo de desenvolvi-
mento, vivendo livre quando adulto.Do ponto de vista ecológico, podemos dizer que
predação e parasitismo são semelhantes [3].

Os modelos matemáticos que descrevem relações do tipo presa-predador ou
hospedeiro-parasitóide são usados para estudar interações entre populações, onde
uma depende da outra para se alimentar ou reproduzir e sobreviver. Tais relações
dinâmicas entre presas e predadores e entre hospedeiros e parasitóides são objetos
de estudo proeminente em Ecologia [5]; [13].

A seguir apresentamos hipóteses que caracterizam um modelo presa-predador
(hospedeiro-parasitóide), cujas trajetórias têm as seguintes caracteŕısticas:

1. A quantidade de presas e a quantidade de predadores têm um caráter osci-
latório;

2. Um crescimento na população de presas é seguido (com retardo) por um cres-
cimento na população de predadores;

3. Um decréscimo na população de presas é seguido (com retardo) por um
decréscimo na população de predadores;

4. Se o número de predadores é pequeno, então o número de presas cresce;

5. Se o número de predadores é grande, então o número de presas diminui;

6. Se o número de presas é grande, então o número de predadores aumenta;

7. Se o número de presas é pequeno, então o número de predadores diminui.

Nesse artigo elaboramos um modelo presa-predador acoplado ao parasitismo
para representar a interação entre pulgões (presas/hospedeiros), joaninhas (pre-
dadores) e um afid́ıdeo (parasitóide) na citricultura, usando sistemas baseados em
regras fuzzy, cujas trajetórias contemplam as sete caracteŕısticas comentadas acima.

A seguir, apresentamos um breve resumo da Morte Súbita dos Citros e da in-
teração entre pulgões e joaninhas e pulgões e afid́ıdeos.
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Morte Súbita dos Citros. A Morte Súbita dos Citros é uma doença que tem
causado sérios prejúızos aos citricultores, chegando ao ponto de destruir grandes
plantações no norte do estado de São Paulo e no sul de Minas Gerais. É uma
doença de combinação copa/porta-enxerto e que pode levar à morte plantas sobre
porta-enxertos intolerantes. Pesquisadores têm mostrado que os ductos, que levam
nutrientes gerados na fotosśıntese para as ráızes, ficam obstrúıdos e degenerados.
Sem comida, as ráızes apodrecem, a árvore decai e morre [2].

Pesquisadores acreditam que essa doença é causado por um v́ırus transmitido
por insetos conhecidos como pulgões (vetor). Os inimigos naturais dos pulgões
no Brasil são muitos, destacando-se: a joaninha Cycloneda sanguinea (Coleoptera,
Coccinelidae) e o afid́ıdeo Lysiphlebus testaceipes (em Hymenoptera, Aphidiidae).

A joaninha é uma predadora feroz de pulgões. A ocorrência constante de larvas
e adultos de joaninhas são importantes no controle de pulgões [8].

Freqüentemente podem ser encontrados pulgões mumificados em razão do para-
sitismo por Lysiphlebus testaceipes. Eles depositam seus ovos nos pulgões e do ovo
eclode uma pequena larva que devora o interior do pulgão. Um pulgão morto pelo
parasitóide é facilmente reconhecido, porque torna-se descolorido, ŕıgido e inflado.
Pulgões parasitados tornam-se mumificados e os afid́ıdeos adultos emergem por
orif́ıcios feitos na porção posterior do corpo do hospedeiro [7].

Na seguinte seção, apresentamos o modelo fuzzy, que vai representar a dinâmica
dos insetos de interesse nesse trabalho.

4. Formulação do Modelo Fuzzy

Como observado acima, a joaninha preda pulgões enquanto larva e adulta. As
fêmeas de afid́ıdeos parasitam pulgões quando adultas. Por outro lado, os pulgões
são capturados e/ou parasitados por seus inimigos naturais independentemente da
sua fase de vida [4]. Essas são caracteŕısticas importantes do fenômeno que serão
incorporadas ao modelo. Fatos como esses não são considerados em modelo de
predação simples, por exemplo, Lotka-Volterra, onde qualquer tipo de heterogenei-
dade das populações não é considerado. De acordo com [9], modelos simples não
são adequados para estudar relações presa-predador, quando as populações envol-
vidas podem apresentar diferentes dinâmicas de acordo com sua idade. Cada larva
desses predadores pode consumir até 200 pulgões por dia, e o adulto preda, em
média, 20 pulgões por dia [6]. Então a população de predadores consistirá de larvas
e adultos. Assim, vamos distinguir essas subpopulações e suas particularidades no
modelo presa-predador [18].

A partir das informações acima, podemos considerar que os predadores são di-
ferenciados de acordo com seu potencial de predação. O potencial de predação da
população de predadores é definido como sendo Py = p1 + 0, 1 ∗ p2, onde p1 é o
número de larvas e p2 é o número de adultos [16].

Como pulgões são capturados e/ou parasitados por seus inimigos naturais inde-
pendentemente da sua fase de vida, a população de presas não será subdivididas,
uma vez que a qualidade de ser presa não depende de seu tempo de vida para ser
classificada de acordo com sua habilidade de escapar de seus inimigos.
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Finalmente, como somente fêmeas adultas de afid́ıdeos parasitam pulgões, ape-
nas essa parcela da população de parasitóides será considerada em nosso modelo
[19].

O modelo fuzzy será composto por um sistema presa-predador e outro sistema
acoplado, hospedeiro-parasitóide, onde as bases de regras fuzzy são qualitativamente
análogas. As variáveis do sistema presa-predador são número de presas, potencia-
lidade de predadores (entradas) e suas variações (sáıdas). As variáveis do sistema
hospedeiro-parasitóide são número de presas, número de parasitóides (entradas) e
suas variações (sáıdas). Entretanto, um conhecimento preciso a respeito da relação
entre as variáveis de estado e suas variações não são dispońıveis. Por outro lado,
informações qualitativas de especialistas, em particular por entomologistas, nos per-
mite propor regras que relacionem as variáveis de estado com suas variações. De
acordo com esses especialistas foram propostas 25 regras do tipo: “SE a quanti-
dade de presas é alta E potencialidade dos predadores é baixa ENTÃO variação da
quantidade de presas é baixa positiva E a variação da potencialidade de predadores
é positiva”; “SE a quantidade de hospedeiros é baixa E quantidade de parasitóides
é alta ENTÃO variação da quantidade de hospedeiros é negativa E a variação da
quantidade de parasitóides é alta negativa”.

y

baixa média baixa média alta alta muito alta
x baixa x’ AP x’ MP x’ MN x’ MN x’ AN

y’ BP y’ BN y´ MN y’ AN y’ AN
média baixa x’ MP x’ MP x’ MN x’ MN x’ AN

y’ BP y’ BN y’ MN y’ MN y’ MN
média alta x’ MP x’ BP x’ BN x’ MN x’ AN

y’ MP y’ BN y’ BN y’ MN y’ MN
alta x’ BP x’ BP x’ BN x’ MN x’ AN

y’ AP y’ BP y’ BP y’ BN y’ BN
muito alta x’ BP x’ BN x’ MN x’ MN x’ AN

y’ AP y’ MP y’ MP y’ BP y’ BN

Tabela 1: Base de regras. x=quantidade de presas/hospedeiros, y=potencialidade de
predadores/quantidade de parasitóides, x’=variação da quantidade de presas/hospedeiros,
y’=variação da potencialidade de predadores/quantidade de parasitóides, BP=baixa po-
sitiva, MP=média positiva, AP=alta positiva, BN=baixa negativa, MN=média negativa,
AN=alta negativa.

Essa base de regras é coerente com os modelos clássicos determińısticos do tipo
presa-predador ([22], [21]). E como veremos, as soluções são compat́ıveis com esses
mesmos modelos.

A partir do Método de Inferência de Mamdani e a defuzzificação do Centro de
Gravidade, obtemos as taxas de variações das populações. Em cada instante t, o
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número de presas e o potencial de predação são dados pelas fórmulas















x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

x′(s)ds

Py(t) = Py(t0) +

∫ t

t0

P ′

y(s)ds

(4.1)

e o número de hospedeiros e de parasitóides são dados pelas fórmulas















x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

x′(s)ds

z(t) = z(t0) +

∫ t

t0

z′(s)ds.

(4.2)

Nas simulações numéricas procuramos observar a variação do número de pre-
sas/hospedeiros, potencial de predação e número de parasitóides. Para isso, con-
sideramos um número inicial de pulgões, x0, um número inicial de potencial de
predação, Py0

, e um número inicial de parasitóides, z0, num ramo de uma árvore.
A partir das condições iniciais, o sistema fuzzy gera x′ e P ′

y como sáıdas. Desses
dois últimos valores, para obter x e Py em cada iteração fazemos

{

x(ti+1) = x(ti) + hx′(s)
Py(ti+1) = Py(ti) + hP ′

y(s)
(4.3)

onde h é o incremento, e finalmente,

{

x(ti+1) = x(ti) + hx′(s)
z(ti+1) = z(ti) + hz′(s)

(4.4)

Usando (4.3) e (4.4), e iniciando com ti = t0 + i e t0 = 0, obtemos os valores de
x, Py e z, e assim, sucessivamente.

Simulações de trajetórias produzidas pelo modelo fuzzy segue dos passos abaixo:

• É dada uma população inicial de presas (x(t0)) e um número inicial para o
potencial de predação (Py(t0)) como dados de entrada do sistema baseado em
regras fuzzy do tipo presa-predador;

• O sistema baseado em regras fuzzy do tipo presa-predador fornece os valores
de sáıda: x′(t1) e Py(t1)

′;

• De (4.3), encontramos x(t1) e Py(t1);

• Tendo um número de presas (x(t1)) e dado um número inicial de parasitóides
(z(t0)) como dados de entrada do sistema baseado em regras fuzzy do tipo
hospedeiro-parasitóide;

• O sistema baseado em regras fuzzy do tipo hospedeiro-parasitóide fornece os
valores de sáıda: x′(t2) e z′(t1);

• De (4.4), encontramos x(t2) e z(t1);
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• x(t2), Py(t1) e z(t1) são as variáveis de entrada do sistema baseado em regras
fuzzy tipo presa-predador e assim sucessivamente.

A evolução dos contingentes populacionais de pulgões, tanto na ausência como
na presença de seus inimigos estão ilustados nas Figuras 2 e 3.

Pode-se notar claramente que a presença de predadores e parasitóides é decisiva
para a contenção da população de pulgões.

Figura 2: Evolução no tempo dos contingentes populacionais de pulgões na ausência de
seus inimigos (x0 = 100, Py0 = 0, z0 = 0), de pulgões na presença de predadores (x0 = 100,
Py0 = 3, 2, z0 = 0), de pulgões na presença de parasitóides (x0 = 100, Py0 = 0, z0 = 10)
e de pulgões na presença de ambos (x0 = 100, Py0 = 3, 2, z0 = 10) utilizando o modelo
fuzzy.

5. Conclusões

Esse artigo sugere que a utilização da Lógica Fuzzy em Ecologia pode ser uma fer-
ramenta capaz de representar a interação entre espécies em um ambiente onde as
informações dispońıveis são apenas qualitativas. Através de sistemas baseados em
regras fuzzy foi posśıvel modelar a dinâmica pulgões-joaninhas-parasitóides sem o
uso de equações diferenciais, uma vez que o campo de direções deve ser rigoro-
samente conhecido. Por outro lado, se optássemos por modelar nosso problema
utilizando sistemas determińısticos, como aqueles dados por equações diferenciais
ou diferenças, seria necessário conhecermos todos os parâmetros dessas equações,
o que não temos dispońıvel. Por isso, consideramos a Teoria dos Conjuntos Fuzzy
como uma grande contribuição na construção de modelos matemáticos, principal-
mente quando alguns parâmetros das equações diferenciais não são conhecidos. En-
tretanto, se houver necessidade, esses parâmetros podem ser obtidos por meio de
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Figura 3: Espaço de fase do modelo fuzzy, com x0 = 100, Py0 = 3, 2 e z = 10.

ajuste da curva solução dada pelo modelo baseado em regras fuzzy [17]. E, mesmo
sem as tradicionais equações diferenciais, podemos analisar a existência de pontos
de equiĺıbrio e estabilidade de sistemas p-fuzzy como este [20].

Embora já comentado acima, gostaŕıamos de enfatizar as vantagens do uso de
modelos baseados em regras fuzzy em ecologia:

• o modelo fuzzy não requer a utilização de parâmetros em sua formulação;

• no sistema fuzzy, usa-se uma base de regras, ao invés de equações, eliminando
a exigência de um campo de direções precisamente fornecido;

• diferentemente de modelos clássicos dados por equações diferenciais, os con-
junto de entrada e de sáıda e a base de regras fuzzy podem ser constrúıdos
por especialistas da área, indicando a participação direta do especialista no
modelo matemático;

• a facilidade do método matemático na sua formulação e, consequentemente,
uma análise de sua eficiência por parte do especialista (ecólogo) do fenômeno;

• pode-se obter critérios de estabilidade para pontos de equiĺıbrio, compat́ıveis
com dos modelos determińısticos correspondentes [20].
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Abstract. In this work we have used fuzzy rule-based systems to elaborate a
predator-prey type of model connected to parasitism to study the interaction among
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aphids (prey/host), ladybugs (predator) and a parasitoid in citriculture, where the
aphids are considered as transmitter agents of the Citrus Sudden Death (CSD).
Simulations were performed and a graph was drawn to show the prey/host po-
pulation, the potentiality of the predators and the parasitoid population, and a
phase-space.
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[1] L.C. Barros, R.C. Bassanezi, “Tópicos de Lógica Fuzzy com Aplicações em
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