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Geometria Diferencial de Curvas de Intersecao de
Duas Superficies Implicitas
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Resumo. Apresenta-se uma técnica para encontrar as propriedades geométricas
da curva de intersecdo de duas superficies implicitas, usando o teorema da funcgéao
implicita.

1. Introducgao

A principal motivacdo deste artigo é o problema de intersecao de duas superficies.
Do ponto de vista histérico o problema de interse¢io de superficies (SSI) vem de
muitos séculos atrds. As cldssicas curvas conhecidas como conicas (elipse, hipérbole,
pardbola) sao obtidas através da intersecao entre duas superficies: um plano e um
cone. Muitos problemas podem ser reduzidos em intersecao de superficies, como por
exemplo determinar: a equagao paramétrica de curvas dadas implicitamente por
duas superficies, o conjunto de nivel de uma funcao vetorial, maximos e minimos
via Multiplicadores de Lagrange com duas restrigoes, limites de integracao de in-
tegrais triplas, solucoes de sistemas nao-lineares, formas complexas via modelagem
geométrica. Para a intersecao de superficies em geral, nao se consegue obter a
equagao paramétrica da curva de intersecao, o que se faz é obter pontos ao longo
da curva de intersegao e para isso o método mais utilizado é o de caminhada [1]. O
método de caminhada consiste em partir de um ponto inicial na curva de intersecao
e determinar iterativamente o proximo ponto até tracar a curva completamente.
Propriedades geométricas locais da curva de intersegao sao aplicadas para adapta-
tivamente determinar os passos da caminhada [1, 3].

O problema de intersecao de superficies pode ser dos tipos: paramétrica-paramé-
trica, implicita-implicita e paramétrica-implicita. Para calcular a curva de in-
tersecao com precisao e eficiéncia, aproximagoes de ordem superior sao necessarias,
isto é, precisa-se obter as propriedades geométricas locais da curva de intersegao.
Enquanto geometria diferencial de curvas paramétricas pode ser encontrada em li-
vros cldssicos (Struik, 1950; Willmore, 1959; do Carmo, 1976), hd pouca literatura
de geometria diferencial de curvas de intersegdo. Willmore em seu livro [2], descreve
como obter o vetor tangente, vetor normal e o vetor binormal da curva de intersecao
de duas superficies implicitas usando o operador denotado por A. Recentemente,

Losmaralessio@yahoo.com.br



170 Aléssio

Ye e Maekawa [4], forneceram as propriedades geométricas da curva de interse¢ao
para os trés tipos, usando o vetor o’ como combinagao linear dos vetores normais
e o/ como combinacdo do vetor tangente e os vetores normais. Diferentemente
dos trabalhos anteriores, pretende-se fornecer as propriedades geométricas da curva
de intersecao de duas superficies implicitas, usando o teorema da funcao implicita.
Neste trabalho, o calculo das propriedades geométricas resume-se a resolver siste-
mas lineares de 2 equagoes e 2 varidveis, independente da ordem da derivada, isto
é, se quiséssemos calcular a derivada de ordem 5, terifamos que resolver um sistema
linear de 2 equagoes e 2 variaveis, enquanto que o método de Willmore elevaria a
complexidade a cada aplicagdo do operador A e o método de Ye e Maekawa teria
complexos coeficientes das combinagoes lineares dos vetores envolvidos.

2. Geometria Diferencial de Curvas

Curvas Parametrizadas pelo comprimento de arco
Seja x = x(s), y = y(s), z = z(s), ou em forma de vetor a(s) = (x(s),y(s), 2(s)),

a curva parametrizada pelo comprimento de arco s. Entao temos o’ (s) =te
o’(s) = k = kn, onde t é o vetor tangente unitirio e k o vetor curvatura. Te-
mos que a curvatura é dada por k = vk -k = Va”-a”. A terceira derivada

a’"(s) é obtida por diferenciar o”/(s) em relacao a s, isto é, o’’(s) = k'n+kn’,
onde pode-se trocar n’ pela segunda equacao do Triedro de Frenet, produzindo
a'(s) = —k*t+k'n+k7b. Como os vetores t, n e b formam a base ortonormal com

a orientagao da mao-direita, a torgao pode ser obtida por 7 = b'aT(s).

3. Superficies Implicitas e Curvas Implicitas

Definicao 3.1 (Superficie Implicita). Seja f : D C R® — R uma aplicagdo
diferencidvel no aberto D. Dado k € R, lembramos que o conjunto de nivel k de f
€ o conjunto definido por f~1(k) = {(z,y,2) € D; f (z,y,2) = k), isto ¢, f~1(k) ¢
o conjunto solu¢io em D da equacao f(x,y,z) = k. Formalmente:

S=f710) = {(z,y,2) € R’ | f(z,y,2) = 0}.

Teorema 3.1 (Teor. da Fungao Implicita). Sejam A C R? x R um aberto, f :
A — R de classe C*,k > 1, f(x0,v0,20) =0 e % (z0,Y0,20) # 0. Entdo existemn
abertos U C R2, V C R com (z0,y0,20) € U x V C A C R? x R, tais que, para
todo (z,y) € U, existe um unico z = z(x,y) € V tal que f(x,y,z(z,y)) = 0 e
z = z(z,y) € CF.

Teorema 3.2. Sejam f,g: A CR> — R fungoes de classe C*,k > 1, no aberto A,

po = (%0, %0, 20) € A, € f(po) = c1 € g(po) = ca. Se 38;23 (po) # 0 entdo existem

abertos U eV tais que (19,%0,20) € U x V C A C R x R? ¢ tais que, para todo
fi(z,y(2), 2(2)) = a1
fo(@,y(@), 2(2)) = co.

x € U, existe um unico (y,z) = (y(z), z(x)) € V tal que {
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3.1. Representacao Implicita das Curvas

A representacao implicita de uma curva espacial pode ser expressa como uma curva
de intersecao entre superficies implicitas f = 0N g = 0. De fato, é conhecido pelo
teorema da funcao implicita que as equagoes f = 0 e ¢ = 0, podem ser resolvidas

para duas das varidveis em funcao da terceira. Por exemplo, se 88; g g (Py) # 0, para
alguma vizinhanca de zy podemos resolver f = 0N g = 0 para y e z como fungao
de z, obtendo uma representacao da seguinte forma x = x, y = y(z), z = z(z) com
x sendo o parametro. Isto define localmente uma curva paramétrica
a(z) = (x,y(x), z(x)), que é solugdo de f =0Ng=0.

Sejam f(z,y,2z) =0 e g(x,y,z) = 0 superficies implicitas. Vamos assumir que
estas superficies sdo todas regulares. Em outras palavras 7 f # 0 vg # 0. O
vetor normal unitério da superficie implicita f é dado por Nf = T~ fH

4. Trabalhos Existentes

Com base nas propriedades geométricas das duas superficies regulares, f(zx,y,z)
e g(x,y,2) que se intersectam, foram propostas técnicas para estimar ou determi-
nar exatamente as propriedades locais da curva de intersecao. As propriedades
geométricas serao calculadas somente nos pontos cuja a intersecao das superficies
seja transversal, isto é, os vetores normais de ambas as superficies nao sao paralelos.
Para o caso tangencial veja Ye e Maekawa [4].

Para ilustrar melhor os resultados que virao a seguir, veja a Figura 1

Figura 1: Intersecao Transversal

4.1. Vetor Tangente

Barnhill e Kersey [1], quando se trata de uma intersecdo transversal, a forma mais
usual para obter o vetor tangente em cada ponto P é dada pelo produto vetorial
dos vetores normais de ambas superficies:

N/ (u,v) x N(p, q)

~ N7 (u,0) x N9(p, )] (4.1)
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4.2. Vetor Curvatura e Curvatura

Ye e Maekawa [4] obtiveram expressoes para a curvatura tanto nos pontos regu-
lares quanto nos pontos singulares.
Para intersecoes transversais, o vetor curvatura da curva intersecao no ponto
P é perpendicular ao vetor tangente, logo ele estd no plano formado pelos vetores
normais das duas superficies. Assim, ele pode ser expresso como uma combinacao
linear dos dois vetores:
o (s) = aNT + N9, (4.2)

onde a e 3 sao as incognitas. A curvatura normal em P na diregao t é a projecao
do vetor o’(s) sobre o vetor normal unitdrio N da superficie em P dado por

k, =a"(s) N =rn-N. (4.3)
Com isso, temos

kI =a+ Bcos(h)
k9 = acos(f) + 3, (4.4)
onde 6 é o angulo entre os vetores normais N7 e N9.

Solucionando os coeficientes « e 8 pelo sistema Eq.(4.4), e substituindo-os na
Eq.(4.2), temos

kf — k9 cosf k9 — kS cosf
off= = NS SN, (4.5)
sin® 6 sin® 6

onde cosf = N/ . N9, .
A curvatura normal k, para a superficie implicita é obtida por usar %. A

projecao do vetor % sobre o vetor normal N = % da superficie, é dado por:

B fﬂﬂw(x/)z + fyy(y/)2 + fZZ(Z/)Q + Q(fmyx/yl + fyzy/z/ + fmzl'/zl)

k=
Y+ B+ ()

onde z’,y’ e 2’ s@o as coordenadas do vetor tangente t = ¢/ (s) dado pela Eq.(4.1).
A expressao da curvatura é dada exatamente por

1
R =
| sind |

\/(kn’c)2 + (k)2 — 2kl kS cos® ou K =|a"(s)|.

Willmore [2] descreve como obter a curvatura da curva de interse¢do para duas
superficies implicitas, considerando a curva de intersegao representada pela equagao
a = afs), e sejam duas superficies implicitas dadas por f(a(s)) =0 e g(a(s)) =0.

Como vetor tangente unitario da curva de intersecdo é ortogonal aos vetores
normais de ambas as superficies. Assim, se V7 f = (%, %, %), segue que t = o/(s)
é paralelo a

Vf x vg = h. (4.7)
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Diz-se que A\ = 7 f X v7g. Entao Az’ = hy, Ay’ = ha, A2’ = hg e

d 0 0 0

E conveniente denotar o operador( 4.8) por A. Portanto

Aa = h. (4.9)
Da definicao de A e h segue que
At =h, (4.10)
e assim
A2 =h% (4.11)

Operando em (4.10) com A tem-se
MEkn + ANt = Ah. (4.12)

Aplicando o produto vetorial de (4.9) e (4.12) temos:

Mkb =h x Ah =k, (4.13)
logo a curvatura da curva é
k= ”/\%” (4.14)
O vetor curvatura o’/(s) é dado por
a’(s) = % x t =kb x t. (4.15)

4.3. Torgao

Ye e Maekawa [4] obtiveram também expressoes da torgdo para intersegoes trans-
versais.

Como N/ e N9 estdo no plano normal (plano gerado por n e b), os termos
E'n+krb de o/'(s) = —k*t+k'n+k7b pode ser trocado pela combinagdo linear
N7 4+ §N9. Assim temos

o (s) = =K%t +yNI + INY. (4.16)

Agora, se projetarmos o'”(s) sobre os vetores normais unitarios N/ e N9 em P
e denotarmos por A e A\?. respectivamente, temos

N = +dcos(0)
A =~cos(f) + 0. (4.17)

Resolvendo o sistema linear (4.17) para os escalares 7, ¢ e substituindo em (4.16)
tem-se
PR A cos&Nf N — M cosf

a”’:—lﬁQt%—f 4
sin“ 0 sin“ 0

NY. (4.18)
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Os parametros A/ e Y para ambas as superficies implicitas sdo obtidos usando
3 3
%. A projecao do % sobre o vetor normal N = % da superficie, é dado por:
- " . " . n F F F
A, = J22" + [y + [z _ 1+ o+ F3 , (4.19)
2 2 2 2 2 2
YU+ G+ U+ )+ ()

onde

F = f:z:xz (1’/)3 + fyyy (y/)3 + fzzz (2/)3 )
2

Fo = 3[funy (@)Y + foas (@) 2+ Fayy (V') + Foye ()2 2 + frnat! (2)° +
Foeet) () + fuysa'y' 2],
F3 = S[faiwxlx” + fyyy/y// + fZZzlzl/ + f:vy(x”y/ + ‘/L'/y//) + fyZ(y//Z/ + y/z/l>+
foz ("2 + 22",
(4.20)

onde 2,y e 2’ sdo dados pela Eq.(4.1) e 2”,y" e 2" sao dados pela Eq.(4.5).
Finalmente, a tor¢ao pode ser obtida de o'”(s) = —k?*t+k'n+k7b por

onde k é a curvatura e o vetor binormal pela expressao b =t x n.

Willmore [2] descreve como obter a torgao da curva de intersegdo para duas
superficies implicitas.
Aplicando o operador A na Eq.(4.13) temos

A(A%k) b — Akrn = Ak. (4.21)

Fazendo o produto escalar de (4.12) e de (4.21) temos

—\°k%r = Ah.AKk, (4.22)
logo a torgao é
Ah.Ak

5. Meétodo usando o Teorema da Funcgao Implicita

5.1. Vetor Tangente

Sem perda de generalidade, podemos assumir que a matriz jacobiana gg ’g ; (Po) #0,

entdo temos localmente uma curva paramétrica « (z) = (z,y (), 2z (z)) . Portanto
temos que o ponto da curva Py = a(zg) satisfaz as duas relagoes da forma

f (o, y (x0), 2 (x0)) = 0
{g(xg,y(xg),z(xg)) 0 (5.1)
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Derivando as equagoes em relagao a x, temos

of L O0f 4 Of 5 Of y 4 0f 5 _ _Of
a—i—afyy—i-@z:—o yyy—l—gz——% (52)
@4_@_’_@2*() @.‘F@é*—% ’ '
ox Byy 9z7% 8yy 0z° Oz
onde § = % e Z= Z—;. O vetor tangente da curva « (z) no ponto «a(xg) = Py
é dado por & (zg) = (1,9 (z0), 2 (x0)). Para obter este vetor tangente, devemos

resolver o sistema (5.2).

5.2. Vetor Curvatura e Curvatura

Derivando as equagoes dadas no sistema (5.2) em relacdo a x, temos

Af = af __82f_82f~-_82f~-_ an._ 82f-_ 8%f ..

{ 8yy + 927 = azpzaa: 8y28y vy 8228z zz 289:28yy 281282Z 28y26z Yz (5 3)
89 | gy _ 99 9%g .. 0%g 1. o0 0%°g - 0 0% 5 o g - :
Byy + Bzz —  Oxdz Oyoy vy 020z zz 28x3yy 26:E3ZZ 28y8z Yz
. 2 . 2 .

onde § = % e Z = 37; O vetor derivada segunda da curva a(z) no ponto

a(zg) = Py é dado por & (zg) = (0,9 (o), 2 (x0)). A curvatura da curva no ponto
_ lszo) xé(zo)|
T le@o)l®

n(zo) = b(zg) x t(z0) e b(xg) = rAzQ)xMz0)

= lla(@o)xé(wo)|l”

a(zg) = Py é x(xo) O vetor curvatura é o' (zo) = kn(zp), onde

5.3. Torgao

Derivando as equagdes dadas no sistema (5.3) em relagéo a x, temos

Of 4y o Of -y _ 2*f 2*f )3 2°f 2\ 3 *f - *f
Ay ¥+ 9z Z = _&Lﬁxsaw ~ Bydydy ( 2 T 92020z (Z) 3_ 36I6.’L‘8yy - 3361:87;822;
o’ f -\ 2 o°f 12 2 o°f 2\2 O°f - r:N\2
_36x83y8y (W) - 3§yayaz (®) Zz_ Saxazazz(z) = 35,5:0:9(2)
%f .. 9%f .. O%f .. 9%f . O2f (s
7683?3;82 yz — 38y3yyy - 38282 2 3818yy - 38y82 (yz + yz)
_3030822
ag... ag,_,_ 83_(] 839 N3 839 3 83_(] . 83_!] .
oy Y T 927 = ~Gwowor  Dyoyoy (y)3 ~ 5052 (8) N 3 zoaay ¥ ~ z’azaxazz
8(9 .\ 92 69 N2 - ag N\ 2 ag L ND
_387;633/61/ (1) - 3(29y6y82 (%) Zz_ 3awazaz2(z) = 35,8:5:0(%)
8%g .. 9%g .. 92g ... 2g . 82g fu s
_6856118,2 yz — ?’ayayyy - 3826Z 2z = 38m8yy - 38y82 (yZ + yZ)
g
_38w8zz
3 3 (5.4)
onde ¥ = jjI—%; e % = 92 O vetor @ (z) no ponto o (zg) = Py é dado por
& (20) = (0, Y (z0), % (z0)). A torgao da curva no ponto a (zg) = Py é

() = (@0) X G(2o)) - & (20)
o) lax(o) x éi(o)|”

6. Exemplo

Sera calculado o vetor tangente, vetor curvatura, curvatura e a tor¢ao no ponto

P(%, %, g) da curva de interse¢ao da esfera de raio 1 com o cilindro deslocado em
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% no eixo x e raio %, cujas equacoes implicitas sao dadas respectivamente por:

(6.1)

fry,z)=2>+y*+22-1=0
g(@y,z)=a*+y* —x =0

Figura 2: Esfera X Cilindro e a Curva de Intersegao

6.1. Método Ye e Maekawa

N (u,v) x N%(p, q)

| N/ (u,v) x N9(p,q) |

No ponto P(%,%,%) temos N/ = (%,%,?) e N9 = (0,1,0). Portanto o ve-

tor tangente é t(sg) = (—@,0, @) . O vetor curvatura é dado pela Eq.(4.5)
F_ 19 cos 91t cos

a”(s): kj, Siljlfét;osONf + kJ Siljl,éc‘gose

Por Barnhill e Kersey [1] o vetor tangente é dado por t =

N9, e a expressao da curvatura é dada exata-

mente por kK = —+ \/(k£)2 + (k3)2 — 2%k kI cos 0.

[sin 6]
Agora precisamos calcular as duas curvaturas normais k;f e k9 e os angulos cos 6
11 Q)
212772

temos: kf = —1, k¥ = —%,cos@ =3 esinf = ? Portanto o vetor curvatura ¢

o(s0) = (~2,-3,~22) e a curvatura ¢ 5 = 2, /5.

r_ Y
O vetor o ¢ dado pela Eq.(4.18) o’ = —k?t + An =g CosONf 4 ALy cosOng

sin? 6 sin? 6
"

e sinf em P. Para calcular k! e kJ usamos a Eq.(4.6). No ponto P(

b«

e a expressao da torgao é dada por 7 = . Os parametros A/ e \? sdo dados

pela Eq.(4.19). No ponto P(%, 1, ¥2) temos: Af =0, A\ = 47\/6.

202772
Portanto o’ (sg) = (4%7\1@, %7 —%). Para calcular a torcio precisamos encon-

trar o vetor binormal b, mas antes devemos encontrar o vetor n, isto é,
k s .
_ - (1 /3 _ 3 _1 /6 — — (2v13 _ V13 2v26 5
n—k—( 3V 13— 2/ 15 3\/13)eb—txn—(13, = 545 ) - Entao a

"
b-a" s
- 13 -

torcao é 7 =
¢ k

6.2. Meétodo Willmore

Agora o vetor tangente unitdrio é calculado usando as Eqs.(4.7),(4.10) e (4.11).



Geometria Diferencial de Curvas de Interse¢ao 177

A Eq.(4.7) é dada por h = v f x vg = (—4yz,4xz — 22z,2y), pois V[ =
(2z,2y,2z) e 79 = (22 — 1,2y,0). No ponto P(3, 3, \Qf) temos v/ f = (1,1,v2) e
vg = (0,1,0) . Portanto h(Py)— = (—v/2,0,1) . Da Eq.(4.10) temos At = (—v/2,0,1),
consequentemente Az’ = —v/2,\y’ = 0, Az’ = 1. Da Eq.(4.11) tem-se A2 = h? =
3 = \ = £1/3. Obtendo o vetor tangente t = + (—@,0, ?) .

Escolhendo t = ( V6 ,0, ‘f) = A\ = /3. Usando o operador A em h temos:
Ah = ((h1%+h2%+h3$)(—4yz), (P15 +ho e +ha 22 ) (Awz—22), (hy 25 +ho 2+
h3 i) (2y)) = (—4zha —4yhs, 4zhy + (4x—2)hs, 2hs), como Az’ = hy, Ay’ = hy, A2’ =
hs, tem-se Ah = MN—4y'z — dy2', 42’z + 4oz’ — 22, 2y"). Usando as coordenadas do
ponto P(3 ‘f) e do vetor tangente, Ah(Py) = (—2,—4,0) . Aplicando o produto

53
vetorial de h(Py) e Ah(P,) temos: k = h(PO) x Ah(Py) = (4,—2,4V/2), entdo a
curvatura da curva é k = %H = % = 2,/%. O vetor curvatura o’'(s) é dado
pela Eq.(4.15) /' (s) = (—7, —4, —i)

Fazendo o produto vetorial de h por Ah temos k = h x Ah = (-4yz,4xz-2z,2y) X
MN—4y'z — dy2' 4a' 2 + 4z’ — 227 ,2y)

Usando o operador A em k temos: Ak = h x A%h = (—4yz,4zz — 2z,2y) x
4/\2(*3//2 _ Qy/zl _ yz”,x’/z + 21,/2/ + :CZ/' _ %Z” %y//)

Substituindo as coordenadas do ponto P(1,1,%2) do vetor tangente, e do

vetor curvatura, temos Ak = (28f’ 4‘3[, 536>
Pela Eq.(4.23), a torcao é o produto escalar de Ah por Ak dividido por \6k2,

__Ah.Ak _ 6V2
logo temos 7 = —SFE = 5

6.3. Meétodo Funcao Implicita

af  of

Escolhendo = como parametro, pois det ( % % > # 0 no ponto P(% % 72), o)
oy 0z

. 2y + 222 = —2x s 1, _ 1 _ V2

sistema (5.2) torna-se { ) = 22 + 1 Substituindo z = 5,y = 5 e 2 = 57,

§+V2:i=—1 i= —¥2
temos . <~
{ y=—-1+1 =0.
O vetor & é a(3) = (1,0,—%) O vetor tangente unitirio na direcdo
contraria de & é t(3) = (—@,0, ?

ij + 223 = —2 — 2y — 242
2yy = -2 —2yy.

. 3
%,yz%,zz\f,x—ly—o z-—%, tem—se{%_ 22 Logo o vetor

O sistema (5.3) torna-se { Substituindo = =

derivada segunda ¢ é(3) = (0, -2, —ﬁ) .

A curvatura é k(u) = W 2./
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O vetor curvatura é o (xg) = kn(zg), onde n(zg) = b(zg) X t(zg) e b(zg) =
&(xo) X d(zo)
TaCzo)xazo)

Temos b(zg) = (—2¥A3 VI8 _4V26) oy — (—¥39 _2V30 _ VT8) 4

13 > 13 ° 26 39 0 13 ’ 39
1 _ 2 13/ /33 239 _ /78
o(x0) = 31/ 35 (=% 3~ —%9)-

O vetor curvatura é o/ (zg) = (—%, -3, —%) .

O sistema (?7) torna-se { 2yl + 22 c = —4'y"y L . Substituin-
2yY = —4yy — 2yy
dox=13y=12="L20=19=0:=-L23i=0j=-2%=—Y2 temos
cee -~-:_ _ ...__M
{ z t E)/ﬁz 2-1 = { Z B 0 2 . Logo o vetor terceira derivada é

=00
A torgao é 7(u) = % _ 617\25'

Abstract. We present a method for computing the differential geometry proper-
ties of the intersection curve of two implicit surfaces, using the Implicit Function
Theorem.
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