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Resumo. Treligas sao estruturas compostas por barras delgadas e ligadas entre si
por meio de rétulas, geralmente sujeitas somente a cargas nos nds, apresentando,
neste caso, apenas esforcos axiais. Neste trabalho, determinamos a geometria étima
de uma trelica sujeita a um conjunto de forcas, obtendo a estrutura mais rigida
possivel que obedece a restrigdes de material e de dominio. A abordagem escolhida
engloba os problemas de dimensionamento geométrico e topolégico, resultando num
modelo de programacao nao linear. Resolvemos esse problema adaptando um algo-
ritmo do tipo restauragao inexata, para o qual propomos especializacoes levando em
conta as particularidades do modelo e o objetivo de resolver problemas de grande
porte.

1. Introducgao

O problema de otimizacao topoldgica de trelicas consiste em encontrar a estrutura
mais rigida que suporta um conjunto de forgas, obedecendo a restrigoes de material
e de dominio. Como descrito em [1], diferentes aspectos podem ser considerados
ao projetar uma estrutura. Esses aspectos, em conjunto com caracteristicas fisicas
desejadas na estrutura final (e.g. a minimizac¢do de uma grandeza fisica e quantida-
des limitadas de material), dao origem a problemas de otimizagao, dentre os quais
citamos os de dimensionamento, forma e topologia.

Em um problema de otimizacao topoldgica geral, determinamos se cada ponto do
espaco deve ou nao deve conter material. Uma maneira de responder essa pergunta é
discretizar o dominio em questao e analisar cada elemento da malha. Podemos entao
enxergar as trelicas como uma discretizagao do problema de projeto estrutural geral.
Neste trabalho, propomos uma especializacao de um algoritmo do tipo restauragao
inexata para a determinacao da topologia 6tima de treligas.

Este texto foi dividido da seguinte forma: nas segoes 2 e 3 descrevemos a abor-
dagem escolhida para modelar o problema e a formulagao adotada; o algoritmo do
tipo restauragao inexata utilizado é descrito na se¢ao 4 e sua especializagao para a
resolucao do problema de trelicas é apresentada na segao 5; resultados numéricos
preliminares que ilustram o bom comportamento do método proposto sdo mostra-
dos na secao 6; finalmente, na secao 7 apresentamos uma conclusao, bem como
diretrizes para trabalhos futuros.
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2. Estrutura Base

Para modelar o problema, usamos a abordagem conhecida como estrutura base (veja
exemplo na Figura 1), na qual enxergamos um determinado subconjunto de conexdes
entre um conjunto fixo de nés como elementos em potencial da estrutura final, o
que nos fornece um problema de otimizagao discreta. Neste cendrio, trelicas sao
convenientes pois permitem contornar as dificuldades do problema de programagao
inteira inerente a essa abordagem considerando como varidveis de projeto os volu-
mes das barras (varidveis continuas) e utilizando um volume nulo para representar
a auseéncia de uma barra. Resolvemos assim, simultaneamente, os problemas de
dimensionamento e topologia.
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Figura 1: Exemplo de estrutura base para uma malha de 20 por 15 nds na qual
todos est@o conectados entre si por uma barra (nivel de conexdo maximo). Barras
superpostas nao sado consideradas. Para manter a clareza da figura somente as
barras que partem do né inferior esquerdo foram representadas.

Neste trabalho consideramos dominios retangulares e definimos o universo de
barras da estrutura base escolhendo um nivel de conexao desejado para a estrutura.
Nao hé restrigoes para a posigao inicial dos nés. Entretanto, a forma do dominio nao
entra no problema de otimizagao. Deste modo, é conveniente utilizar um grande
nimero de nés para reduzir o efeito negativo de desconsiderar essa flexibilidade
adicional. Com isso, somos levados a considerar opcoes para resolver problemas de
grande porte, entre elas a escolha de modelos mais simples, reduzindo o ntimero de
varidveis, e a especializagao do algoritmo.

3. Formulacao do Problema

Nos problemas descritos a seguir consideramos estruturas base com n nés, N graus
de liberdade e m barras. Podemos ter dois ou trés graus de liberdade por né, se
considerarmos estruturas planas ou espaciais, respectivamente. E necessdrio ainda
restringir o movimento de alguns nds para prover apoios para a estrutura. Para
uma treliga bidimensional temos N < 2n e, tipicamente, m = O(n?). Os dados
do problema sdo a carga de forcas f € RY, o volume total de material disponivel
V € R (V > 0) e a estrutura base. Usamos como varidveis de estado (que descrevem
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a situacdo da estrutura sob a acdo das cargas) os deslocamentos nodais, u € RV, e
como variaveis de projeto os volumes da barras, representados por ¢ € R™. Final-
mente, a cada barra corresponde ainda uma matriz de rigidez K; que aparece nas
restrigoes de equilibrio estatico da estrutura.

Como o trabalho é uma grandeza diretamente proporcional ao deslocamento que
uma forca causa em um corpo, podemos concluir que quanto mais rigida for uma
estrutura, menor o trabalho que uma carga é capaz de realizar sobre ela. O termo
fTu é usado para medir o trabalho total realizado por uma forca externa f sobre
uma trelica. Formulamos, entao, o problema de determinar a trelica mais rigida
para suportar uma carga f, com um volume de material V' e com barras restritas a
um subconjunto das barras que compode a estrutura base, como

T

wer e I
sujeito a <Z tiKi> u=f
i=1 (3.1)
Su-v
=1
>0, i=1...m.

Demonstra-se em [5] que o problema (3.1) é equivalente a formulagdo na energia
potencial

tInaX mll’]lv { u (Z - K] Z) u u

m 3.2
sujeito a Zti =V 32)
i=1

t;>0,i=1...m.

Seguindo o caminho proposto em [1], trocamos a posigdo dos operadores min e
max no problema (3.2) e introduzimos uma nova varidvel para chegar a seguinte
formulagao (suave e convexa) somente nos deslocamentos nodais:

min a—fTu
u€RN | aeR
(3.3)

v
sujeito a Bl [uTKiu] <a,1=1,...

Para o caso de um tnico carregamento, o problema acima ainda pode ser refor-
mulado como um problema de programagao linear, como descrito em [1]. Temos
por objetivo, entretanto, abordar o caso de multiplos carregamentos, para o qual tal
tipo de reformulagao nao é véalida. Vamos supor, entao, que sejam dados M carre-
gamentos fP, p=1,..., M. Separando os vetores de deslocamento para cada uma
das cargas e compondo, através de uma média ponderada, uma medida do trabalho
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total realizado pelas forgas externas, podemos reescrever a formulagéo (3.3) como

M
: T
min o — g Wy fr U
up RN a€R pip 7P
p=1
M
jei v § TK <a,i=1
sujeito a bl [wpuy, Kiup| < a, i=1,...,m (3.4)
p=1
M
g wp =1,
p=1
onde wy, p=1,..., M sao pesos atribuidos aos diversos carregamentos.

Vérios métodos de otimizacao topolégica podem ser empregados no caso em que
existem muiltiplos carregamentos. Dentre eles, citamos os algoritmos baseados nos
critérios de otimalidade (vide, por exemplo, [7]) e os métodos de pontos interiores
e de penalizacao e barreira para programagao nao linear e semidefinida [2, 3, 4, 5].
O método dos critérios de otimalidade é intuitivo e facil de implementar, mas é
considerado, hoje, menos eficiente que os algoritmos modernos de pontos interiores
(vide [1]), particularmente quando se deseja resolver problemas de grande porte.
A aplicagdo da restauracao inexata a otimizacdo de trelicas introduz uma nova
familia de métodos particularmente bem adaptados a essa classe de problemas,
€omo veremos na proxima secao.

4. Restauracao Inexata

No modelo descrito pelo problema (3.1), as restrigoes foram obtidas considerando as
leis fisicas que devem ser satisfeitas, salvo simplificagoes, para que uma trelica ob-
tida como solucao seja capaz de manter-se estavel sob acao de uma carga fornecida.
Na funcao objetivo associamos um custo, representado aqui pelo trabalho realizado
pelas forcas externas, a cada estado da estrutura. Sendo assim, fica evidente que o
problema beneficia-se de métodos que privilegiem satisfazer as restrigoes em detri-
mento da obtengao do melhor valor do objetivo, pois uma estrutura que satisfaca
as restricoes de equilibrio mas nao seja a mais rigida ainda pode ser construida e
desempenhar a funcao de transferir a carga para os apoios.

O método de Restauragdo Inexata descrito em [6], e referido de agora em di-
ante como algoritmo IR, propoe uma alternativa para os métodos factiveis usuais
ao enfatizar a factibilidade progressivamente com a proximidade da solucao (mais
especificamente, com a melhoria da aproximagao da regiao factivel no passo de mi-
nimizagao e com o ajuste do pardmetro de penalidade). Portanto, restrigbes muito
curvas nao provocam encurtamento prematuro dos passos. Outra vantagem deste
método é permitir o tratamento de restrigoes de desigualdade sem a introducao de
varidveis de folga. No problema (3.3), que é o problema que desejamos resolver, a
inclusao das folgas aumentaria o nimero de variaveis de N 4+ 1 para m + N + 1.

Para descrever o método consideramos o problema de programacao nao linear
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genérico

min  g(z)
zeR™ (41)
sujeito a  C(z) <0.

O algoritmo IR, a semelhanga dos procedimentos de programacao quadratica
seqiiencial, divide cada iteragdo em duas fases: a primeira, de restauragao, busca
melhorar a factibilidade; a segunda, de minimizacao, melhora a otimalidade em
relacdo a funcéo objetivo.

4.1. Restauracgao

A fase de restauragao é executada somente uma vez por iteracido e é usada para
se obter, a partir do iterando atual z*, um ponto intermediario y* que satisfaca as
condigoes

oWl < rller @] (42)
ly* =a*|| < slCT @) (4.3)

onde r € [0,1) e 8 > 0 sao parametros e C*(z) = max{C}(z),0}.

4.2. Minimizacgao

A fase de minimizacdo, executada apds a fase de restauracgao, é repetida até que o
novo ponto satisfaca os critérios de aceitacao baseados na funcao de mérito. Nesta
etapa buscamos reduzir o valor do funcional f exigindo a manutencao da factibili-
dade até primeira ordem para algumas restrigoes e respeitando limites da regiao de
confianca.

Para descrever esse passo do algoritmo, vamos definir 7 como uma aproximacao
linear do subconjunto das restrigdes “mais ativas” de C(y*), ou seja,

m, = {z € R"|C;(y") + Ci(x — yF) < Cj(yk) quando Cj(y*) > —p} (4.4)

Essa reducao do numero de restri¢coes utilizadas no modelo, baseada em um
parametro de tolerancia p, tem o intuito de diminuir o trabalho computacional por
iteracao.

Definindo também

Bi={r e B~y < B}

como a regido de confianca centrada no ponto intermedisrio y*, o subproblema da
fase de minimizacao pode ser escrito como

min - g(z)

sujeito a x € N By

cuja solucdio denominamos z*.
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4.3. Funcao de mérito

Métodos que trabalham com pontos infactiveis enfrentam o problema de julgar a
qualidade dos iterandos levando em conta, simultaneamente, os objetivos conflitan-
tes de reduzir a infactibilidade e o valor da fungao objetivo. Uma maneira de realizar
esse julgamento consiste em combinar g(z) e C(x), comparando os pontos com o
auxilio das chamadas fungbes de mérito. Em nosso algoritmo, usamos a seguinte
funcao de mérito
(. 0) = g(z) + (1 - 0) | C* ()] .

onde # é um parametro de penalizagao.

Para decidir a aceitacio do ponto z*, definimos a reducdo real da funcéo de
mérito como a diferenca entre o valor da funcdo de mérito no ponto final z* e no
ponto atual z*, ou seja, A, 4 = ¥ (x*,0) — 1 (2*,0). Definimos também a redugio
prevista da fungao de mérito como

Proq = 9(a",0) = [09(z") + (1 = 0) [|lC* (™).
Dado um parametro n € (0, 1], aceitamos o ponto 2F se
Arcd > nPrcd'

Se esta condi¢do nao é satisfeita, o ponto candidato é recusado, a regido de
confianca é reduzida e a fase de minimizacao é executada novamente.

5. Especializacao do Método

Os métodos de restauracao inexata sao particularmente adequados para a resolucao
de problemas nos quais as restrigoes satisfazem a trés requisitos: sdo muitas (em
comparagao com o niumero de varidveis), sdo nao lineares e sdo descritas por de-
sigualdades. De forma geral, os problemas de otimizacao topolégica de estruturas
possuem restrigoes com essas caracteristicas, de modo que a aplicagao da restauragao
inexata parece ser uma alternativa atraente para sua solugao. Neste artigo, escolhe-
mos trabalhar apenas com a otimizagao de trelicas, pois isso nos permite elaborar
um algoritmo altamente especializado e eficiente.

Para o caso das treligas, as matrizes de rigidez K; podem ser escritas como
produtos diadicos na forma

K; = bb],

onde b; sao vetores diretamente proporcionais as linhas da matriz de projecao entre
o sistema de coordenadas das forgas externas e os diversos sistemas de coordenadas
alinhados com as barras 2. Se considerarmos ainda o volume normalizado V =1, o
problema (3.3) pode ser reescrito como

min a—fTu
u€RN, a€R
1 (5.1)
sujeito a i(bﬁu)Q <a,i=1,...,m.

3Essa matriz de projecio é chamada de matriz de compatibilidade. As constantes de proporci-
onalidade envolvem o comprimento da barra [; e o médulo de Young F;.
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O problema (5.1) é um caso especial da formulagao (4.1), com = = [u, | e

9(@) =g(u,a) =a— fTu

1 (5.2)
Ci(x) = Ci(u,a) = §(bZTu)2 <a.

Para definir a fase de restauracao, observamos que a varidvel artificial « é livre
nas equagoes (5.2) e que « aparece em todas as m restrigdes. Fazendo uso dessa
propriedade, propomos um ponto intermedidrio 7* = [gX, 7%]T, sempre factivel,
obtido com um passo de restauragao somente na variavel a:

~k _ .k
Yy = u

5.3
g = ma S (67 )2, >3

Entretanto, como o algoritmo IR pede que o ponto restaurado satisfaca as
condigdes (4.2) e (4.3), é necesséria uma escolha criteriosa de a e 5 ou uma al-
teracao na atualizacao proposta para que o ponto seja aceito. Somente serd possivel
encontrar um ponto intermediario que satisfaca essas condigOes e que use um passo
na varidvel « (sem mudar u) se escolhermos os pardmetros 3 e r satisfazendo

B+r>1.

O passo proposto nas equagoes (5.3) satisfaz a condigao (4.2) para qualquer valor
de r € [0,1) se 8 > 1. Entretanto se 3 < 1 o ponto 7* nio vai satisfazer a condicio
(4.3). Neste caso, se r < 1 — 3, nao existird passo que satisfaga as condigoes (4.2) e
(4.3). Entretanto se 7 > 1 — 3, definindo y* = [y*,y*]7 conseguimos obter o passo
reduzido

k_ ~k
yu - yu7
k ~k
Yo :a+6(ya 70[)'
Iniciamos a anélise da fase de minimizagao determinando a forma da regiao

factivel linearizada descrita na equacdo (4.4). Seja z € mp, com z = [z, za|”
Considerando as equagoes (4.4) e (5.2), concluimos que z deve satisfazer

1
075~ 20 <mox{e b geb =t 6
onde ¢ = (bF'y¥)2. Assumimos ainda, por simplicidade, que p > max|C(x*)], i.e.
todas as restrigdes sdo consideradas para formar a regido 7. Assim, o subproblema
do passo de minimizagao pode ser escrito na forma

. T
Jnin - za - [
sujeito a  a condicdo (5.4) (5.5)
e = oIl < A

Este é um problema linear de grande porte, que pode ser resolvido com um
emprego pacote computacional apropriado.
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6. Alguns Resultados Numéricos

Para analisar o desempenho do algoritmo proposto, utilizamos o modelo (3.3). Essa
formulagao foi escolhida por permitir uma série de extensoes interessantes como
multiplos carregamentos, peso préprio da estrutura e reforco. A implementacao da
base do algoritmo, bem como de um gerador automatico de problemas, foi feita em
Matlab. O baixo desempenho do cédigo interpretado assim obtido foi contornado
parcialmente pela transferéncia do nicleo de processamento do algoritmo, a fase
de minimizagao, para uma biblioteca de ligagao dinamica compilada Esse artificio
nos permitiu resolver o subproblema (5.5) usando o pacote MINOS compilado em
Fortran.

As figuras subseqiientes mostram alguns dos problemas resolvidos. Na legenda
de cada figura sao indicados o niimero de varidveis, n, e o nimero de restrigoes, m.
O numero de restricoes é igual ao niimero de barras e, uma vez que as estruturas
sao planas, o nimero de varidveis é igual ao dobro do niimero de nés, menos as
restrigdes dos apoios, mais a variavel artificial . Cada pequeno ponto representa
uma rétula em potencial. Linhas pretas representam barras sofrendo compressao e
linhas cinza representam barras sofrendo tragao. Os apoios sao representados por
quadrados quando o né tem todos os graus de liberdade fixados e por triangulos
apontando para a direita quando apenas a componente horizontal estd fixa. As
setas representam a carga de forcas externas aplicada sobre a estrutura. Em todas
0s casos a estrutura base tem nivel de conexao méaximo, ou seja, todo par de nés
pode ser conectado por uma barra ou uma seqiiéncia de barras colineares.

R R R RE NN

123456 7 8 01011121314 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 79 30 a1 32 T2 3456 7 8 910111213 14151617 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

Figura 2: n = 568, m = 7279. Figura 3: n = 508, m = 9322.

A Figura 2 ilustra um modelo da vista lateral de uma ponte simples, com quatro
pontos de apoio, em dois niveis diferentes. As forcas, decorrentes do peso da estrada
e dos veiculos, sao aplicadas ao longo da linha 5. No exemplo mostrado na Figura 3,
temos um carregamento distribuido ao longo da linha horizontal que inclui os apoios.
Neste caso restringimos o dominio de modo a sé permitir que existam barras acima
do nivel da carga, resultando em uma estrutura familiar em forma de arco.

Finalmente, as Figuras 4 e 5 mostram duas configuracoes classicas de solucao
conhecida, incluidas aqui com o intuito de validar nossa implementacao.

De forma diferente do que acontece no método das condigoes de otimalidade,
o algoritmo de restauracao inexata nao requer a montagem e a resolucao de um
sistema linear envolvendo a matriz de rigidez global da estrutura, o passo mais
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Figura 4: n = 376, m = 8408. Figura 5: n = 480, m = 7600.

caro, em termos computacionais, do primeiro método. Ele exige, entretanto, que
se resolva, a cada iteragdo, o problema de programacao linear (5.5). Embora este
problema tenha um nimero elevado de restrigoes, é possivel trabalhar apenas com
o subconjunto de restrigoes que se estima que estarao ativas na solugao étima do
problema (3.3) ou (3.4). Essa vantagem, somada ao fato da restauragdo ser muito
barata, tornam o algoritmo competitivo mesmo quando comparado aos métodos
de pontos interiores, que tratam do problema néo linear (3.3) diretamente e nao
permitem que se despreze algumas das restrigoes.

7. Conclusao

Neste trabalho descrevemos em linhas gerais o problema de treligas, a abordagem da
estrutura base usada na modelagem e o algoritmo de Restauracao Inexata proposto
em [6]. Para resolver a reformulagdo mostrada na equacao (3.3) propusemos espe-
cializagoes visando principalmente reduzir o custo computacional de cada iteragao.

Para comprovar os resultados obtidos neste trabalho foi implementada também
uma versao em Matlab do algoritmo de pontos interiores descrito em [5]. Diversos
problemas foram resolvidos usando ambos os métodos e seus resultados comparados
quanto a disposicao das barras e a rigidez da estrutura. Estes resultados foram
sempre muito proximos, raramente discordando na escolha dos elementos. Nos
casos em que foram observadas diferengas, estas ficaram restritas a redugao do
volume de algumas barras (normalmente, compensada com a introdugéo de outras
barras mais finas) com pequena influéncia sobre a rigidez da estrutura final. J&
o método das condigoes de otimalidade apresentou um desempenho inferior aos
demais, consumindo mais iteragoes e fornecendo solugoes qualitativamente piores.

Como trabalho futuro, pretendemos implementar em Fortran o algoritmo aqui
descrito, pois optamos por nao realizar comparacoes de desempenho usando as
versoes em Matlab e sim a implementagao original do algoritmo proposto em [5],
cujo c6digo em Fortran foi gentilmente cedido pelos autores. Pretendemos ainda
examinar métodos de identificagdo de restrigoes ativas para ajudar na escolha do
pardmetro p mostrado na equacao (4.4) e implementar o modelo da equagao (3.4)
que leva em conta multiplos carregamentos. Também estamos interessados em
adaptar o método de restauragao inexata para a resolugao de problemas gerais
de otimizagao topoldgica.
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Abstract. Trusses are structures formed by thin bars connected by pinned joints,
usually loaded only at the joints, presenting, in this case, only axial forces. In
this work we determine the optimal geometry of a truss subject to a set of loads,
obtaining the stiffest structure satisfying material and domain constraints. The
approach used encompass the sizing and the topological design problems, resulting
in a nonlinear programming model. The problem is solved adapting an inexact res-
toration type algorithm, for which a specialization is proposed taking into account
both the model peculiarities and the aim of solving large problems.
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