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Resumo. Neste trabalho obtemos condigbes suficientes para a estabilidade das
orbitas sincronizadas de sistemas dinamicos acoplados provenientes de modelos
populacionais com a migracao dependente da densidade.

1. Introducao

Na ultima década observou-se um crescente interesse em pesquisas relacionadas
a fragmentacdo de habitats e ao papel da dispers@o (movimento migratério) na
dindmica das populagdes naturais ([6], [19]). Em particular, o problema da sincro-
nizacgdo da evolugdo espago temporal em metapopulagdes (rede de populagoes aco-
pladas via dispersao) tornou-se relevante em estudos sobre conservagao de espécies
uma vez que no caso em que a rede de populacoes oscila de forma sincronizada, um
distirbio ambiental de carater global coincidindo com o periodo de baixas ampli-
tudes pode causar a extin¢ao ([2]). Numa série de experimentos numéricos ([1], [2],
e [6]) observa-se que, de fato, existe um correlagio positiva entre o grau de sincro-
nizacao das oscilagoes e a probabilidade de extingao da metapopulagao. Earn et al.
também estabeleceram um resultado analitico sobre a estabilidade de atratores sin-
cronizados em redes de populagoes acopladas. Mais precisamente, foi demonstrado
que o numero de Liapunov transversal é L - A, onde L é o nimero de Liapunov de
uma tipica érbita (unidimensional) sincronizada e A é um nimero que depende ape-
nas da conectividade da rede de populagoes (o autovalor sub dominante da matriz
de interagao ). Este resultado generalizou estudos anteriores ([4], [17]) relacionando
caos, migragdo e sincronismo em metapopulagoes. Apesar das muitas evidéncias
de dependéncia da densidade na dispersdo das espécies (por exemplo, [2], e [14])
a maior parte dos estudos sobre dinamica de metapopulacdes nao contempla essa
hipétese fundamental (ver [20] e referéncias 14 citadas). Dependéncia da densidade
no movimento migratério implica em acoplamento nao linear o que torna o trata-
mento analitico dos modelos muito mais dificil. Apesar dessa dificuldade, alguns
resultados analiticos relacionando migragao dependente da densidade e instabili-
dade de Turing foram desenvolvidos ([9], [10] e [18]). Com relacdo ao problema
da sincronizagdo de metapopulagoes Giordani & Silva ([5]) generalizaram os resul-
tados de Earn et al.([2]) estudando um caso simples de migragdo dependente da
densidade. Eles consideraram um processo migratério onde individuos nao dei-
xam o seu sitio local a nao ser que a populacao local ultrapasse um valor critico
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pré-estabelecido. Neste caso uma fracao constante dos individuos em cada sitio se
distribui para os sitios conectados. Para este caso especial de processo migratorio,
Giordani & Silva (2005) mostraram que o nimero de Liapunov transversal de um
atrator sincronizado é L.A, onde L é o nimero de Liapunov de uma tipica orbita
sincronizada e A = osub(l‘.fu)p(s)7 onde H,, é a matriz de interacao da rede, Osub(.)
representa o médulo do autovalor sub dominante de uma matriz, e p(S) é a me-
dida invariante do conjunto de densidades populacionais que causam a migragao.
Neste artigo examinaremos analiticamente o problema da sincronizagao em redes
de populagoes acopladas via migragao dependente da densidade. Estudaremos um
modelo metapopulacional bastante geral de uma tinica espécie submetida a um pro-
cesso migratério dependente da densidade local dado por uma fungéo qualquer p(z),
onde x é populagao local. Um critério de estabilidade para oscilagoes sincronizadas
serd obtido através de estimativas do nimero de Liapunov transversal do atrator
sincronizado, estendendo os resultados de [2] e [5].

2. Analise do Modelo

Vamos considerar uma rede de populagoes de uma mesma espécie acopladas via
movimento migratério. Os sitios onde vivem essas populaces sao numerados da
forma 1,2,...,d. Seja z] a densidade populacional do sitio j no instante t. Na
auséncia de migragao a dinamica populacional deste sitio é dada por

i = f(z}), t=0,1,2,...

onde f é uma fungdo suave em [0,00). Esta fungdo descreve a dindmica local em
cada sitio, isto é, f descreve os processos vitais como reproducao e sobrevivéncia.

Seja p(x]) a fracao da densidade populacional que abandona o sitio j no instante

t. A fracdo migratéria, u, definida em [0, 00), satisfaz 0 < p(z) < 1 para todo
x > 0. Supomos que os processos da dinamica local mais migragdo nao sao conco-
mitantes, mais precisamente, supomos que a dinamica local precede o movimento
migratério. Entao a densidade de individuos que deixa o sitio ¢ no final do instante ¢
é u(f(z2)) f(z%). Destes individuos uma proporgao c;; migra para o sitio j e 14 se es-
tabelece no inicio do instante ¢+ 1 e um novo ciclo inicia. Supomos que nao existam
perdas durante o processo migratério, entao temos necessariamente Z;l:l cii=1le
que ¢;; = 0 para todo i =1,2,...,d.

Levando em conta essas consideracoes podemos escrever as equagoes que des-
crevem a dindmica da metapopulacdo. Seja ¢ uma fungao definida em [0, 00) dada
por ¢(z) = xu(z). @(f(z})) é a densidade de individuos que deixam o sitio i no
final do instante t. Logo o sistema acima pode ser escrito como

d
w1 = f(2]) = o(f(a) + Z cjip(f(x})), (2.1)

onde f representa a dinamica local, unidimensional. A matriz C' = [¢;;] é dupla-
d d

mente estocastica, isto é, Vi, j, E Cij = E cij =1 ecy =0. A fungao ¢ satisfaz
i=1 j=1



Sincronismo em Metapopulagoes 203

apenas uma condicao de integrabilidade proveniente do teorema ergédico de Osele-
dec. Neste caso ¢ fécil verificar que a ¢rbita sincronizada, z7 = z} = x4, é solugao
de (2.1), onde cada z; obedece z,, = f(x]).

Estamos interessados na estabilidade assintética das solugoes sincronizadas, isto
é, se érbitas que iniciam perto da érbita sincronizada, a diagonal no espago de fase,
serao atraidas para este conjunto invariante. Para isto linearizamos o sistema (2.1).
Se J; = [aj] representa o Jacobiano do sistema calculado na érbita sincronizada,

entao
o = { f/(zt)(lfspl(xt») 1=
Y [ (@)@ (@e)eij, i

Temos que J; = f'(x¢)Hy (5,), onde Hyi(y,) = I — ¢'(2;)B, e B é a matriz

1 —C12 —C13 ... —Cid
—C21 1 —C23 ... —Ca4

B =
—Cq1 —Cq2 —Cq3 ... 1

Vamos supor que a matriz C é irredutivel. Neste caso o teorema de Perron-Frobenius
[8] mostra que A = 1 é o autovalor simples dominante de C, associado ao autovetor
v = (1,...,1). Assim podemos decompor RY = IRv @ W, onde W é subespaco
C—invariante de dimensao d — 1. Nessas condi¢oes a matriz B admite a seguinte
representacao

A}R

onde P é a matriz da mudanga de base apropriada.
A estabilidade da solucéo sincronizada é determinada pela estabilidade da solucao
trivial da componente transversal do sistema (2.1), w;, que satisfaz

B:Pl{o

w1 = f(2) (I — ¢ (20)A) wy. (2.2)

A andlise da estabilidade da solugdo w; = 0 de (2.2) ¢ feita estimando-se os expo-
entes de Liapunov([12]). Definimos

Kalw) = [] £/ ) (1 - & (£ () A)
k=0

onde fO(x) =z e f*(x) = f(f* '(x)) para k > 0. Para estimar ||K,||'/™ observa-
mos primeiro que

Ko(2) = Ln(2)An(2) = <H f’(f’“(rv))> (H - so’(fk(:v))A) .
k=0 k=0

L, (x) depende apenas da dindmica local f enquanto que A, (x) considera também os
efeitos da migragao ¢ e da matriz de configuracao C'. Seja p uma medida invariante
do sistema local. Seja In™(z) = max(In(z),0). Pelo teorema ergédico de Birkhoff,
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se In" | f'(z)| € L'(p) entdo existe lim,, L ZZ;& In|f'(f*(x))| para p-quase todo z.
Para p ergdédica ambos L(z) e A(z) sao independentes de x. Sejam In L o valor
deste limite. L é o nimero de Liapunov do sistema local x;11 = f(xy).

O teorema ergddico de Oseledec ([12]) implica que se tivermos
I In* [|I — ¢'(2)A|| dp(z) < oo, entdo existe lim, L In||A,(z)|| = InA(z) para
p-quase todo x. As observagoes acima permitem enunciar nosso primeiro resultado

Teorema 2.1. Considere o sistema (2.1) onde f é continua, ¢’ limitada, C' dupla-

mente estocdstica, irredutivel e primitiva tal que In™ ||I—¢'(z)A|| € L'(p), onde p ¢

f—invariante ergédica. Sejam L = sup, lim,, |L, (z)|"/™ e A = sup, lim,, ||A,,(z)||*/".
Se L-A < 1, existe um conjunto E com p(E) = 1 tal que para todo x € E, a solug¢ao

trivial de (2.2) é assintdticamente estdvel.

O teorema de Oseledec afirma existir um conjunto E com p(E) = 1 tal que para
todo x de E existe lim,, ||A,(2)||*/™ = A(z). Vamos mostrar que para todo 2 em E

Ay <o ([ gl dpto) ) (23

Considerando a continuidade da norma matricial e da fungéo In(zx), pelo teorema
da convergéncia dominada basta mostrar (2.3) para ¢’ simples. Seja ¢'(z) =
> i1 akXE, (), onde Ej sdo mensurdveis, disjuntos, com p(E)) > 0 e tais que
E C Uk Ey. Para 1l <k <, seja pi,n dado por

H{0<j <n:fl(z) € B}
Pkn = .

n

O teorema ergédico de Birkhoff aplicado a x g, mostra que para todo 1 < k < r,
lim,, pr,n, = p(Ex). Podemos concluir entdo que dado € > 0 exite ng tal que para
n > no, ||[I — apAl|Pen < || — apA]|1E9PER) | onde o sinal — é usado quando
[|I —arAl|l < 1. Logo

Sl < (140 " [ -anAllo(B) = (1+0) [~ a® 1=/ Al] dofa).
k=1

Como o lado direito da desigualdade acima é independente de x e como € é arbitrario,
(2.3) esta provada. Agora podemos estimar ||K,, (x)||'/™

[ (@)1 < |Ln ()] [|An(2)]] < (14 €) LA

e o Teorema 2.1 é consequiéncia imediata dessa desigualdade.

Obs. 1: a hipdtese da irredutibilidade de C' é necessaria, pois ja no caso de 2
subpopulacoes desacopladas o sincronismo das mesmas pode ter probabilidade zero.

Obs. 2: se E=[0,00), L-A << 1 é também condi¢ao necessaria para estabili-
dade da solugao trivial de (2.2).

Obs. 3: nos casos em que A é diagonalizavel, a norma ||I — o(f*(z))A|| é
simplesmente o raio espectral o_;(H;) da restricaio ao subespaco W da decom-
posicdo acima. Assim, com as mesmas hipéteses sobre f, p e C temos A < A; =
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fooo 0_1(Hyr(z)) dp(x) concluimos que LA; < 1 é condigao suficiente para que a
solucao sincronizada seja assintoticamente estavel.

Em algumas situagoes podemos aprimorar o resultado acima com o auxilio do
célculo funcional de [11] e [15]. A versdo do teorema de Oseledec em [16] mostra que
existe lim, (AX A, (z))2@ = A(z) na topologia uniforme. A decomposico espectral
de A(z) determina os expoentes e subespagos de Liapunov. Vamos mostrar que no
caso de A ser normal, isto é, AA* = A*A,

A(z) = exp ( /O Tl — () Al dp(.r)) . (2.4)

Vamos supor que para todo z em E temos que I — ¢'(z)A é ndo singular. A
presenca de autovalor nulo apenas acrescenta um passo extra de fatorar o auto
espago correspondente para aplicar a andlise abaixo no espago complementar. O
teorema espectral para operadores normais limitados (teor. 12.23 em [15]), e a
continuidade de In|1 — A¢'(z)| em A € o(A) permitem escrever

A = / NdE())
o(A)

il - ¢@A] = [ L= ag(a)] dBW),
a(A)

onde dE()\) sdo as projecoes espectrais associadas a A. A hipétese sobre o espectro
de I — ¢'(z)A e o teorema de Fubini implicam

/Ooo In|I —¢'(x)Al dp(x) = /g(A) (/OOO oL =3¢ (z)] dp(x)) Y

e como essa dltima integral define um operador limitado,

exp ( /0 Tl — () A] dp(a:)) — exp ( /U N ( /0 T - )\<p’(x)|dp(m)> dE(A)) .

Assim o teorema espectral estabelece que

Jpr (/Ooom I — ¢/ (2)A] dp(:r))) - {exp (/Oooln 11— M/ ()] dp(x)): Ae U(A)} .

Teorema 2.2. Sejam f, ¢ nas mesmas condigdes do Teorema 2.1. Seja A o raio
espectral de (2.4). Entao se L - A < 1, valem as mesmas conclusées do Teorema
2.1.

Para provar o teorema, apds as consideragoes acima, precisamos apenas estabe-
lecer (2.4). Para isso vamos primeiro provar (2.4) assumindo ¢’ uma fun¢ao simples.
Um processo limite naturalmente extende o resultado para ¢’ limitadas uma vez
que essas sao limites uniformes de fungdes simples. Seja ¢ = Z,ivzl wrXr, onde Ij
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sao disjuntos. Note que como ¢’ é limitada, a integral em (2.4) estd bem definida.
_HO< i >n: f/(x) € I}

Como anteriormente definimos py, ,, = . Entao
n
N N
1
(ArA,)27 = H [T — o A|P*m = exp (Z PrnIn|T — <pkA|> .
k=1 k=1

A continuidade da fung@o exponencial, o teorema da convergéncia dominada e o
fato que para todo k, lim,, p,, 1 = p(I;) implicam

N 00
lim exp (Z Prn I |I — gokA|> = exp (/ In|I — ¢'(z)A] dp(w)) .
" 0

k=1

Assim (2.4) fica provada para ¢’ fungdo escada concluindo a prova o Teorema 2.2.

Obs. 4: Como para todo A € g(A), |1 — X' (z)] < |[I — ¢'(x)A]|, temos que
A <exp </ In™ (|| — ¢'(z)A]]) dp(x)), logo o Teorema 2.2 é mais preciso que o
0

Teorema 2.1.

3. Discussao

Alguns casos particulares de interesse especifico no estudo de fenomenos relaciona-
dos a dinamica de metapopulagoes podem ser abordados aplicando-se a teoria aqui
desenvolvida. Por exemplo, se o atrator sincronizado é um ponto fixo ou uma 6rbita
periédica, o sistema pode apresentar instabilidade de Turing se L <1e L-A > 1.

Neste caso, se {p1,p2,...,pr} ¢ um ciclo de perfodo k da aplicagdo f, temos que
1

a medida invariante p é dada por - Zle dp,, onde 9, é o funcional de Dirac no
ponto = e consequentemente L = |f'(p1)f'(p2) ... f'(pr)| e A é o raio espectral do
operador Hle(f —pA).

Outro caso particular interessante é o da migragdo independente da densidade
estudado por Earn et al.([2]). Neste caso temos ¢’ constante e portanto A nao
depende da medida invariante, de fato, temos A = o_1 (I — uH,,). Esse resultado foi
generalizado recentemente em ([5]) onde foi considerada a fungao u(z) = xs(z) onde
S ¢ tipicamente da forma (a,00). Neste caso tem-se A = [~ o_1(Hy () dp(x) =
a,l(Hﬂ)P(S).

Processos migratérios mais gerais sdo considerados em ([20]) onde simulagdes
numéricas mostram o comportamento de A em fungao dos parametros considerados.
O Teorema 2.2 fornece, em diversos casos, uma expressio para A. Supondo que p
seja uma medida SRB (ver [12]), primeiro calculamos os autovalores Aq,..., Aq de
C numericamente. Descartando o autovalor 1, aproximamos as integrais envolvidas
no espectro de A(x) acima para os demais autovalores usando o teorema ergddico
de Birkhoff

[e%e) n—1
| mi =A@ dof) = tim % S = A (@)
k=0
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Abstract. We obtain sufficient conditions for the stability of the synchronized
solutions of certain Metapopulation models with density dependent migration. This
is accomplished by finding an analytical expression for the transverse Liapunov
exponents through the use of functional calculus.
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