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Resumo. Neste trabalho, esquemas “upwind” modernos de alta ordem e limitados
sao analisados/implementados no ambiente de simulagdo Freeflow-2D. O objetivo
é a simulagdo numérica bidimensional de escoamentos de fluidos incompressiveis
a altos valores do ntimero de Reynolds. Em conjunto com condigoes iniciais e
de contorno, as equagdes de conservacgao sdo resolvidas no contexto de varidveis
primitivas e pelo método de diferencas finitas. Para mostrar a capacidade do cédigo
atual, sao apresentados resultados numéricos para o escoamento de Poiseuille, o
escoamento numa expansao brusca e o escoamento de um jato livre sobre uma
superficie rigida impermedavel.

1. Introducao

A grande maioria dos problemas em dindmica dos fluidos envolve altos valores do
nimero de Reynolds, especialmente os escoamentos em regime turbulento. Conse-
guir solucoes numeéricas representativas para essa classe de problemas é dificil, em
virtude da forte influéncia dos termos convectivos (nao-lineares) nas equagoes dife-
renciais parciais de transporte. Conseqiientemente, o tema tem sido uma das princi-
pais preocupacgoes da comunidade cientifica moderna em dindmica dos fluidos com-
putacional. Os esquemas cléssicos de primeira ordem, tais como “upwind” e “hy-
brid”, sao estdveis incondicionalmente, mas ambos tendem a atenuar os processos de
transporte por meio do acumulo de difusao numérica. Aproximacoes de alta ordem,
tais como diferencas centrais e QUICK (“Quadratic Upstream Interpolation for
Convective Kinematics”), sdo boas estratégias para melhorar a precisao dos célculos.
Todavia, elas introduzem oscilagoes nas aproximacgoes discretas que comprometem
os resultados numéricos obtidos. Em algumas aplicacoes, essas oscilagoes sao to-
lerdveis (ver, por exemplo, Ferreira et al. [4]), porém em problemas envolvendo
condigoes severas de advecgao os processos nao-lineares, os erros de arredondamento
ou erros nas condigoes de contorno podem amplificar as oscilagoes acarretando nao-
convergéncia da solugao numérica. O objetivo do presente trabalho é a simulagao
numérica bidimensional de escoamentos incompressiveis a altos valores do niimero
de Reynolds. Para tanto, os esquemas de advec¢do modernos VONOS [8], WA-
CEB [6] e CUBISTA [1] e a metodologia GENSMAC sao analisados/implementados
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no ambiente de simulagao Freeflow-2D. Uma maior discussao da literatura acerca
do tema e da metodologia numérica empregada neste trabalho pode ser encontrada
em [4], e o estado atual do cddigo Freeflow-2D estd bem explicado em [3].

2. Formulacao Matematica

As equagbes que modelam escoamentos incompressiveis sao as equagoes de Navier-
Stokes e a condigdo de incompressibilidade (continuidade)

0 1
fu—FV.(uu):—Vp—F 7V2u+

ot I 72 (2.1)

V.u=0, (2.2)

em que ¢ é o tempo, g é o campo gravitacional, u(x,t) = (u(x,t),v(x,t)) é o campo
de velocidade e p a pressdo. Re = (LU)/v e Fr = U/(y/L|g|) s@o, respectivamente,
os nimeros adimensionais de Reynolds e Froude, sendo L e U escalas caracteristicas
de comprimento e velocidade, respectivamente, e v é a viscosidade. Em conjunto
com condigdes iniciais e de contorno, as equagoes (2.1) e (2.2) s@o resolvidas nume-
ricamente no ambiente de simulagao Freeflow-2D.

3. Condicgoes Iniciais e de Contorno

Para as condigoes iniciais, todas as varidveis sao prescritas no inicio dos calculos. Em
contornos rigidos, a velocidade obedece a condi¢ao de nao-deslizamento (u = 0). Na
entrada do dominio de solugdo, é imposto um perfil parabdlico para a velocidade, e
na saida de fluido a condigdo homogénea de Neumann ¢ utilizada para essa variavel.
Desprezando-se tensoes superficiais, as condi¢oes de contorno em superficies livres
sao (ver detalhes, por exemplo, em Ferreira et al. [4])
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_ 2 1 Zz= - - — = 1
P [axnw+ 8yny—i— (8y + &T) nxny} 0, (3.1)
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em que m, e m, sao as componentes do vetor tangencial & superficie, e n, e n, as
componentes do vetor normal.

4. Procedimento de Solucao

Para resolver numericamente as equagoes (2.1) e (2.2), assume-se que no instante ¢y
o campo velocidade u(x, tg) é conhecido. Além disso, assumem-se que sao dadas as
condigoes de contorno para u e p. Para o calculo dos campos u e p em t =ty + dt
utiliza-se o método da projegao (ver [4]) como segue:

Passo 1: Seja p(x,tg) um campo de pressao arbitrario que satisfaz as condigoes
de contorno para a pressao na superficie livre. Esse campo ¢é calculado pela equagao
(3.1) e as velocidades nas superficies livres por (3.2).
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Passo 2: Com um campo de pressao p conhecido no tempo inicial, ou num ciclo
prévio, calcular um campo de velocidade intermedidrio t(x,t) em t = ¢y + dt, com
a(x,tg) = u(x,t), satisfazendo a equagao

oa| s 1

t=to t=to

Passo 3: Resolver a equacio de Poisson V2¢(x,t) = V - (x,t) para ¢, com
condigoes de contorno tipo Neumann homogénea na parede e entrada de fluido, e
condicao de Dirichlet na superficie livre e saida de fluido.

Passo 4: Atualizar o campo de velocidade como u = u — V.

Passo 5: Atualizar o campo de pressdao como p = p + 1 /dt.

Passo 6: Atualizar as posigoes das particulas marcadoras. Essas particulas
permitem a visualizagao do escoamento, e suas posigoes sao atualizadas resolvendo-
se as equagoes diferenciais ordinarias £ = u e ¥ = v pelo método de Euler.

Passo 7: Atualizar as condigoes de contorno necessérias para o proximo ciclo.

5. Discretizagao por Diferencas Finitas

No contexto de varidveis primitivas, as equagdes de conservacao (2.1) e (2.2) séo
discretizadas pelo método de diferencas finitas numa malha deslocada. A pressao é
aproximada no centro das células e as componentes da velocidade u e v sao aproxi-
madas nas faces das células (ver, por exemplo, [4]). Os termos difusivos e os gradi-
entes de pressdo sdo aproximados por diferencas centrais. As derivadas temporais
s@o aproximadas por diferencas avangadas de primeira ordem (Euler explicito). A
equacgao de Poisson é aproximada por diferencas centrais e o sistema de equagoes
lineares resultante é resolvido pelo método de gradientes conjugados. Os termos
advectivos (denotados aqui por CONV(+)) séo discretizados usando-se os esquemas
VONOS, WACEB e CUBISTA. Em resumo, as equagdes discretizadas tornam-se:
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5.1. Termos Advectivos

A discretizacdo dos termos advectivos (nao lineares) CONV (u) e CONV (v) nas
equagoes discretas merece atengao especial porque tais termos sao responsaveis por
fendmenos complexos no escoamento e sao os principais causadores de dificulda-
des numéricas nas simulagoes. Nesse trabalho, esses termos sao discretizados pelas
estratégias “upwind” modernas VONOS, WACEB e CUBISTA. Esta escolha foi
devido ao fato de que esquemas de alta ordem reduzem oscilagoes numéricas, mini-
mizam os efeitos da difusao numérica e mantém a solugao dentro de regides estaveis.
Por simplicidade, somente a discretizacao do termo advectivo CONV (u) serd apre-
sentada. A discretizacdo do outro termo é analoga. No ponto de discretizacao
(i+ 3,4), o termo advectivo CONV (u) é aproximado pelo esquema conservativo

O(uu o(vu
CONYV (u) = { (uu) + ( )]
i+l Oz A Jliv1
Uit 1,5Ui41,5 — Ug, jUs,5 n Vjpd j4dUigl iyl — 015 1U;p1 5 1 (5.1)
dx Sy ’ '

em que as velocidades advectivas em (5.1), por exemplo %41, ou T, 41,41, SA0
obtidas por médias. Em resumo, calculando-se a velocidade u;; em (5.1), por
exemplo, pelo esquema CUBISTA, (as outras quantidades e equagdes e os outros
esquemas seguem procedimentos andlogos), tem-se

Wi—(1/2),j —%i—(3/2).j

e Para u; ; quando @;; > 0, em que 4;,_1 ;, =
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e Para u;; quando ;; <0, em que ;1 ; =
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6.

Resultados Numéricos
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Nesta secao sao apresentados resultados numeéricos para os problemas de escoamento
de Poiseuille, em uma expansao brusca e o de um jato livre sobre uma superficie
rigida impermeavel.

6.1.

Simulacao do Escoamento de Poiseuille

Como um primeiro teste para verificar a funcionalidade do método numérico atual,
considera-se o escoamento de Poiseuille entre duas placas paralelas separadas por
uma distancia [. Para este problema especifico, a componente de velocidade v e o
gradiente de pressao na diregao vertical se anulam. E neste caso, as equagoes de
Navier-Stokes admitem a seguinte solugao para o comportamento transiente (ver [5])

u(y,t) = —4y(y—1)—% Z(Zn—i—l)3 sin(m(2n+1)) exp(—Re *(2n+1)?7%t). (6.1)
n=0

Incrementado com os esq_uemas VONOS, WACEB e CUBISTA, o c6digo Freeflow-
2D foi usado para simular este problema. Em particular, escolheram-se Re = 1000,

L=l=1meU =10 ms"! tal que v = LU/Re = 0.001 m?s—'.

Trés malhas

foram empregadas: uma malha grossa (50 x 10 células, dz = dy = 0,1 m); malha
intermedidria (100 x 20 células, dz = oy = 0,05 m); e malha fina (200 x 40 células,
d0x = dy = 0,025 m). Utilizou-se o dominio 5! x [ e o tempo final de simulacao
foi 1000.0 s. A Figura 1 mostra a comparagao da solucdo numérica utilizando-se
o esquema CUBISTA e a solugdo analitica dada em (6.1). Embora nao mostrado
aqui, as comparagoes da solucao analitica e as solugoes numéricas utilizando-se os
esquemas VONOS e WACEB foram feitas também, e os resultados mostraram-se
bastante semelhantes ao do CUBISTA. Pode-se observar também na Fig. 1 que
os resultados numéricos nas trés malhas estao em boa concordancia com a solugao
analitica. De fato, a norma Lo do erro relativo é mostrada na Tabela 1. Nota-se
desta tabela que os erros decrescem com o refinamento da malha. E esses resulta-
dos confirmam a convergéncia do método numérico para este problema particular.
Pode-se observar ainda da Tabela 1 que os resultados obtidos com os esquemas
VONOS e WACEB nas malhas intermiéria e fina foram melhores que o obtido com
o esquema CUBISTA.

Tabela 1: Erros relativos para o escoamento de Poiseuille em trés malhas.

6.2.

alha UBIST WACE A\Y%
grossa 1.2558 x107° | 1.2579 x107° | 1.2609 x10~°
intemedidria | 1.0573 x10~% | 1.0571 x10=% | 1.0572 x10~©
fina 6.9796 x10~8 | 6.9791 x10~8 | 6.9758 x10~%

Simulacao do Escoamento numa Expansao Brusca

O segundo teste para validagao do método numérico empregado neste trabalho foi
o problema de uma expansao brusca [7]. O objetivo aqui é estimar o comprimento
da recirculagdo x; (ver modelo na Figura 2) por meio de simulagoes usando os

esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA. Este comprimento foi determinado como
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Figura 1: Comparacao entre os resultados numéricos obtidos com o esquema CU-
BISTA e a solucao analitica (6.1) nas trés malhas e Re = 1000.

sendo o ponto onde a componente u de velocidade muda de sinal (ver Figura 4).
Diferentes nimeros de Reynolds foram empregados nesta simulagao e resultados
numéricos e experimentais foram confrontados. Na entrada do canal, o perfil de
velocidade imposto foi

utn) =3 (v~ ;) ‘U, (6.2)

em que ! é o comprimento da secao de entrada. O ntmero de Reynolds para esse
problema foi calculado como Re = 2s9/v, em que ¥ é a velocidade média na entrada
do canal, isto é

v = 7/0 u(y)dy. (6.3)

entrada

/T/ 2s saida
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30s

Figura 2: Geometria do problema expansao brusca.

Utilizando-se (6.2), determina-se de (6.3) que Re = 2U2s/3v. O ndmero de
Reynolds numérico, Renym, ¢ definido por Renym = 258Unmar /v, em que Upge = 1
ms~! é a velocidade méxima no perfil (6.2). Relacionando-se ambos os ntimeros de
Reynolds, obtém-se Re = (2/3) Renum.

Para a simulacao do problema em questao, utilizou-se o dominio 4.0 m x 0.2 m,
secdo de entrada L = [ = 0.2 m e velocidade na entrada U = 1.0 ms~!. O tempo
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final de simulagao foi 1000.0 s e a malha 400 x 20 células computacionais (dz =
o0y = 0.01 m) foi utilizada. Para este modelo, foram simulados problemas em que
Renum = 150, 300, 600, 900 e 1200 que equivalem a Re = 100, 200, 400, 600 e 800,
respectivamente. A Tabela 2 mostra a comparacgao dos resultados experimentais de
Armaly et al. [2] e numéricos de Stuart & Dochan [7] com os resultados numéricos
do Freeflow-2D atual. Observa-se nessa tabela que os resultados do Freeflow-2D
estdo em boa concordancia dos dados experimentais de Armaly et al.

Na Tabela 3, sao confrontados os resultados numéricos obtidos com o Freeflow-
2D utilizando-se os esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA para nimeros de Rey-
nolds diferentes. Nota-se a partir dessa tabela que os esquemas WACEB e CUBISTA
forneceram melhores resultados que aqueles do esquema VONOS, sendo que, no ge-
ral, o WACEB simulou melhor o comprimento da recirculagao x.

Uma melhor visualizacao dos dados da Tabela 2 é mostrada na Figura 3. Pode-
se observar nessa figura que para Re < 400 os dados numéricos estao em boa
concordancia com os experimentais, e isto esta consistente com dados da literatura
(ver, por exemplo, [2,7]). Entretanto, para Re > 400 observa-se o aparecimento de
uma segunda recirculagio no topo do canal (ver Figura 2). Nesse caso, os resultados
numéricos obtidos com o Freeflow-2D apresentaram discrepancias. Essas diferengas
sao atribuidas aos efeitos tridimensionais e, possivelmente, ao efeito da transigao
para turbuléncia.

Tabela 2: Comparacao entre resultados experimentais e numéricos.

Re | Experimental Numérico
Armaly Armaly | Stuart | Freeflow-2D
100 3.06 2.95 2.86 3.13
200 5.16 4.82 4.97 5.14
400 8.72 8.04 8.03 8.24
600 11.28 8.18 10.25 9.71
800 14.34 7.50 11.47 10.68

Tabela 3: Comparacao entre resultados de VONOS, WACEB e CUBISTA.
Re UBIST VON WACEB

100 3.13 3.18 3.28
200 5.14 5.14 5.15
400 8.24 8.16 8.20
600 9.71 9.55 9.80
800 10.68 10.62 10.80

Uma comparagao utilizando-se as quatro malhas computacionais 175 x 10, 350 x
20, 700 x 40 e 875 x 50 foi realizada também. Neste caso, Re = 266 e o esquema
CUBISTA foi empregado. A Figura 4 mostra o perfil de velocidade u em funcao
da distancia z e o comprimento da recirculacao. Observa-se, a partir desta figura,
que ambos os perfis de velocidade e os comprimentos da recirculagao variam pouco
com o refino da malha (ver perfis nas malhas 700 x 40 e 875 x 50). Isto indica
convergéncia do método numérico.
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Figura 3: Problema da expansao comparando os resultados experimentais e
numéricos usando o esquema CUBISTA.
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Figura 4: Perfis da componente u da velocidade do problema da expansao brusca,

mostrando a convergéncia da solucao numérica nas quatra malhas usando o esquema

CUBISTA.

6.3. Simulacao de um Jato Livre sobre Superficie Rigida

Outro problema usado para verificacao do modelo numérico, estudado por Watson
[9], foi 0 escoamento de um jato incidindo perpendicularmente sobre uma superficie
rigida impermeavel e sob o efeito do campo gravitacional. Desprezando os efeitos
de tensao superficial, Watson obteve uma expressao analitica aproximada para a
altura h entre a superficie rigida e a superficie livre do fluido (os detalhes podem
ser vistos em [9]). Neste problema com superficie livre utilizou-se Re = 2000 e
Fr = 3.19275. O dominio considerado foi 0.4 m x 0.04 m, diametro do injetor
L = 0.01 m, velocidade de injecdo U = 1.0 ms~! e altura do injetor a partir da
superficie rigida H = 0.037 m. A malha utilizada nessa simulagdo foi de 800 x 80
células computacionais (6, = J,, = 0.00050 m).

A comparagao entre as solugdes numéricas e a solugdo analitica de Watson é
apresentada na Figura 5, que ilustra as superficies tedrica e computada no tempo
t = 5.0 s. Como pode-se observar, a partir dessas figuras, os esquemas apresenta-
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ram resultados bastante semelhantes (dificil de identificar diferencas), mostrando
discrepancias com a solugdo de Watson em algumas regioes. Atribui-se essa dife-
renca ao fato de que a solucao de Watson é somente uma aproximacao, e que, no
caso 2D, a hipotese do perfil de velocidade ser similar ao do problema com simetria
radial (ver [9], pg. 496). Seria desejdvel uma discussio mais elaborada sobre esses
desvios. Entretanto até o presente, nao é de conhecimento dos autores a existéncia
de simulagoes computacionais para esse problema com superficie livre. Quanto a
comparagao da presente simulagdo com dados experimentais (validacdo), os autores
estdo em busca de bancadas experimentais na Escola de Engenharia de Sao Carlos
- USP para tal propésito.
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Figura 5: Comparagao entre a solu¢ao numérica e a analitica de Watson: (a) VO-
NOS, (b) WACEB e (c) CUBISTA; (d) comparagéo dos esquemas com a solugao
de Watson.

7. Conclusao

O objetivo deste trabalho é a andlise e implementagdo dos esquemas “upwind”
modernos VONOS, WACEB e CUBISTA para a simulacao de problemas de esco-
amentos de fluidos incompressiveis a altos Reynolds. Para verificar a robustés do
método numérico, trés problemas foram simulados, a saber: o problema do escoa-
mento de Poiseuille, da expansao brusca e o de um jato livre sobre uma superficie



228 Brandi et al.

rigi
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da impermedvel. No caso do escoamento de Poiseuille, os resultados foram bas-
te encorajadores. Com relagao a simulagao do problema da expansao brusca,
ervou-se consisténcia com resultados da literatura para Re < 400. Quanto a si-

mulacao de um jato livre, os resultados numéricos foram comparados com a solugao
analitica de Watson. E neste caso, foram observadas algumas discrepancias entre
os resultados numéricos e o analitico. O presente trabalho abre perspectivas inte-
ressantes para os autores, e para o futuro planeja-se explorar as propriedades dos
esquemas “upwind” para a simulacao de escoamentos turbulentos 2D e 3D.

Abstract. In this work, modern high-order boundedness upwind schemes are
included into the Freeflow-2D simulation system for numerical solution of two-
dimensional incompressible fluid flows. Together with apropriate initial and boun-
dary conditions, the conservation equations are solved by using the finite difference
method. In order to demonstrate the capabilities of the current Freeflow-2D code,
computational results for Poiseuille flow, flow over a backward facing step and jet
impinging onto a solid surface are presented.
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