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Resumo. O presente trabalho aborda a complexidade computacional dos pro-
blemas de computar, com entradas intervalares, as medidas de tendéncia central
média, mediana e moda, e as medidas de dispersao amplitude total, varidncia, des-
vio padréo, coeficiente de variagdo, covariancia e coeficiente de correlagdo. Para
a investigagdo da complexidade elabora-se uma abordagem intervalar para os in-
dicadores estatisticos e uma forma de representacao dos valores reais em valores
intervalares, de tal modo que nao ocorram superestimagao nos intervalos solugao.

1. Introducao

Nas pesquisas realizadas sobre o tema complexidade de problemas de estatistica
descritiva com entradas intervalares, observou-se que nao foram encontrados ne-
nhum trabalho que tratasse sobre a complexidade computacional de problemas de
medidas de tendéncia cental intervalar.

A literatura ([3], [4], [5]) mostra que foram realizadas pesquisas somente em pro-
blemas das medidas de dispersao variancia, covariancia e coeficiente de correlagao
com entradas intervalares, e que a utilizagao da computagao intervalar na solugao
de problemas de medidas de dispersao sempre fornece solugao com intervalos supe-
restimados (intervalos com amplitude grande), e que ao procurar uma solugdo com
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intervalos de amplitude pequena (através da computagao da imagem intervalar), o
problema passa a pertencer a classe de problemas NP-Dificil.

Observa-se que a NP-dificuldade em problemas de medidas de dispersao com
entradas intervalares estd relacionada com o processamento dos dados de entrada
(pois tem-se que considerar todos os valores compreendidos entre z e T do intervalo
x para encontrar os extremos do intervalo solugao). Outro fato importante, e que
completa a caracterizagao dos problemas como NP-Dificeis, é que os problemas
em questao sao problemas de decisao, pois se deseja saber se existem intervalos
vy = [y,7] que contenham as solugdes aproximadas destes problemas.

2. Abordagem Intervalar de Medidas de Tendéncia
Central e Dispersao

Sejam X e Y varidveis aleatérias populacionais seguindo a lei da probabilidade
Ifx(0x) e fy(fy), respectivamente. Sejam i, iy, 02 e 0’; as esperangas ma-
tematicas e variancias das variaveis aleatdérias X e Y. Adicionalmente, sejam
{z1,...,2z} e {y1,...,Ym} amostras aleatdrias de X e Y.

Uma forma de se considerar nao somente os erros numéricos mas também os
erros aleatorios inerentes aos valores x1,...,%, € y1,...,¥Y, € considerar que, para
i=1,...,nej=1,...,n,z; € [;,T;] ey; € [gj,ﬂj]. Neste caso, consideram-se os
dados de entrada {z1,...,z,}, 21 € X1,...,%, € Xu, Ou seja, dominios intervalares
onde x1 = [2y,Z1],...,Xn = [z,,Ts]. Nestas situagdes, para diferentes valores
possiveis x; € x;, obtém-se diferentes valores da média me, mediana md, moda
mo, amplitude total at, variancia va, desvio padrao dp, coeficiente de variacao cv,
covariancia co e coeficiente de correlagao cc.

Considerando que tem-se dados de entrada intervalares, deseja-se conhecer quais
sao os intervalos da média intervalar ME,,, mediana intervalar MD,,, moda interva-
lar MO,,, amplitude total intervalar AT, variancia intervalar VA, desvio padrao
intervalar DP,,, coeficiente de variagao intervalar CV,,, covariancia intervalar CO,,
e coeficiente de correlacao intervalar CC,,.

A seguir apresenta-se uma abordagem intervalar para os indicadores estatisticos
citados anteriormente:

i e R T ST
e Média aritmética Intervalar: ME, = [me, me| = p— 1[2; z;, Z;xz}
i= =

X(z) + X(%H)) /2, se n for par

Mediana Intervalar: MD, =
X(nTH)) , se n for fmpar.

Moda Intervalar: Se existe um valor modal para os dados reais, entao
MO, = [mo,mo] = [mo{z,;}, mo{Z;}],1 <i <n.
[ma — mi,ma — mi], se ma > mi

[0,ma — ma), se ma < mi.
onde MI = [mi, mi] = [minj<;<,{z;}, mini<;<,{Z;}] =, é o Minimo Interva-

Amplitude total Intervalar: AT, = {
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lar e MA = [ma,ma] = [maxi<i;<n{z;}, maxi<;<n{Z;}] é o0 Maximo Interva-
lar.

n—1

e Variancia Intervalar: VA, = [va, 7a] = — Z(xi — ME)2.
i=1

e Desvio padrao Intervalar: DP, = [dp,dp] = ++/[va, va] = [+,/va, +V7a.

e Coeficiente de variagao Intervalar: Se 0 ¢ [me, €|, entdo

_ . —1_ DP _ ldp,dp]
CV, = [ev, @] = 31 = [me, me]”
1 n
e Covariancia Intervalar: CO,, = [co,¢0] = 1 E (x; — MEx)(yi — MEy),
n—

i=1

onde MEx ¢é a média intervalar dos valores de X e ME+y a média intervalar
dos valores de Y.

e Coeficiente de correlagao Intervalar: Se 0 ¢ DPxDPvy, entao

_ CcoO , o
CC, = [cc,ec] = DPxDPy’ onde CO é a covariancia intervalar, DPx o
desvio padrao intervalar dos valores de X e DPvy o desvio padrao intervalar
dos valores de Y.

Observagao: Para calcular a mediana os dados devem estar ordenados em
ordem ascendente. Levando em consideracao que os dados intervalares Xi,...,Xn
podem ser todos disjuntos ou todos encaixados, ordena-se os dados intervalares de
acordo com os seguintes casos:

e Todos os intervalos disjuntos: considera-se a ordem intervalar de Kulisch [9]:
x1 <Xz <... <Xy, onde x1 < Xg <= 27 <2y ANT1 < T

e Todos os intervalos encaixados: neste caso, para a ordenacao dos elementos,
considera-se a ordem de inclusao x(1) S x2) C ... Sx(n) onde

X(1) - X(2) — I > Ty ANT1 < Ty [11]

As defini¢bes intervalares elaboradas para os indicadores estatisticos, média,
moda, variancia, desvio padrao, coeficiente de variacao, covariancia e coeficiente de
correlacao, suportam dados intervalares todos disjuntos ou todos encaixados.

A partir das expressoes intervalares definidas para os indicadores estatisticos,
propoe-se algoritmos para a solugao dos problemas de computar os intervalos de
medidas de tendéncia central intervalar e dispersao intervalar. Tais algoritmos
utilizam a aritmética intervalar definida por Moore [11] e a extensdo intervalar
[12].
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3. Técnicas de Computacao Intervalar

Na computagao intervalar, pode-se calcular o intervalo solugdo y = [y, 7] através de
métodos de aproximacio, técnicas de otimizacio e extensdo intervalar.

Dentre os métodos de aproximacao existentes, cita-se o Método de Linearizacao
de uma funcdo. Quando é suficiente obter os valores aproximados dos extremos
y e 7 do intervalo y, pode-se linearizar a funcao f(x1,...,x,), isto é, represen-
tar z; como x; = T; — Ax;, e expandir a expressio resultante f(zi,...,z,) =
f(@, — Axq, ..., 2, — Azy,) em série de Taylor em relagdo a Ax;, omitindo termos
quadréticos e de ordem superior nesta expansao. Para a fungao linear resultante
(aproximada), calcula-se o intervalo y da seguinte maneira: i) y = g— | ay | -A; —
o= lan | Apeil) Y=g+ a1 | A1+ 4 | an | -Ay.

Segundo Kreinovich et al. [8], para muitos problemas préticos métodos de apro-
ximacao nao sao suficientes, pois deve-se ter uma estimativa garantida para o in-
tervalo y. Esta estimativa ndo é garantida devido a uma série de fatores como: 1)
medicoes de erros relativamente grandes, de modo que seus quadrados nao podem
ser omitidos seguramente; ii) a funcdo f(z1,...,z,) que descreve a relagdo entre
quantidades medidas diretamente x; e a quantidade desejada y, pode nao ser linear;
iii) existem problemas nos quais necessita-se de uma estimativa garantida, pois uma
superestimacao poder ser desastrosa.

Uma das técnicas de otimizagao é o calculo do ponto de méximo e de minimo
de uma fungéo, também conhecido como Imagem Intervalar [12]. O problema de
encontrar os extremos do intervalo solugao é um problema de otimizagao: o extremo
inferior y é a solugdo do problema de minimizacdo f(x1,...,x,) — min sobre as
condigbes z; < x; < Ty, 1 < i < n (onde z;, = T; — Ay e Ty = T; + ), e
o extremo superior § é a solugdo do problema de mazimizacio f(x1,...,T,) —
max sobre as condigbes z; < x; < T;, 1 < ¢ < n. Calcular o valor f(z) de
todos os pontos “candidatos” e de todos os extremos significa encontrar todos os
valores de f(x) de todos estes pontos, o maior valor de f(z) é o méximo desejado
(correspondentemente, o menor dos valores de f(z) é o minimo desejado). Para
uma aplicagao proveitosa desta técnica deve-se considerar o tipo de fungao, se a
funcao f(x) é muito complicada, entdo a equagao df /dx = 0 também serd muito
complicada e, por essa razao, dificil de resolver, porém para funcoes razoavelmente
simples este método é muito eficiente.

Ratschek [13] afirma que a maioria dos métodos de otimizagdo carregam no
minimo dois defeitos (falhas): i) o método nao garante que os pontos de minimo
possam ser encontrados para uma dada tolerancia e ii) dependendo das condigoes
da fungao, permite encontrar somente o minimo local ao invés do global. Estes
defeitos dificultam a solugdo de problemas de otimizacao global. A otimizagao
global é considerada, por essa razao, um assunto intratavel.

Segundo Ferson et al. [4], histéricamente o primeiro método para computar
o intervalo solugdo é o método o qual chamamos de extensdo intervalar [12]. Na
extensao intervalar, repetimos a computagao formando o programa f passo-a-passo,
substituindo cada operacao elementar de nimeros reais pela correspondente ope-
ragao da aritmética intervalar [12]. Em alguns casos o intervalo solucdo é exato,
porém outros casos mais complexos (como o problema de computar o intervalo da
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varianica, por exemplo) obtém-se intervalos solugao superestimados.

Dentre os métodos citados acima, escolhe-se a extensao intervalar por se ade-
quar as expressoes dos indicadores estatisticos com abordagem intervalar (definidos
anteriomente), e por tornar mais acessivel a projecdo de algoritmos imediatos (al-
goritmos de fécil construcao) [14].

4. Complexidade Computacional de Problemas

O termo complexidade, no contexto de algoritmos, refere-se aos requerimentos de re-
cursos necessarios para que um algoritmo possa resolver um problema sob o ponto
de vista computacional, ou seja, a quantidade de trabalho despendido pelo algo-
ritmo [14]. Quando o recurso é o tempo, sao escolhidas uma ou mais operagoes
fundamentais e entao sao contados os nimeros de execucoes desta operagao funda-
mental na execugao do algoritmo. Segundo Toscani [14] a escolha de uma operagao
como operac¢ao fundamental é aceitdvel se o nimero de operacoes executadas pelo
algoritmo é proporcional ao nimero de execucoes da operacgao fundamental.

A complexidade também pode ser vista como uma propriedade do problema,
o que significa dar uma medida independente do tratamento dado ao problema,
independente do caminho percorrido na busca da solugao, portanto independente
de algoritmos. Alguns problemas sao bem comportados, isto é, permitem chegar a
limites de complexidades bem definidos, outros estao em classes com contornos nao
bem claros [14].

Quanto a complexidade do problema, sao definidas varias classes, como: P, NP,
NP-Completo e NP-Dificil, entre outras. Um problema (da classe P) é considerado
tratavel se existe um algoritmo deterministico de tempo polinomial que resolve todas
as instancias deste. Um problema é dito intratdvel se a sua complexidade inferior
(melhor algoritmo possivel) nao é polinomial [14]. Para um problema pertencer a
classe NP significa que existe pelo menos um algoritmo nao-deterministico que o
resolva em tempo polinomial. Um problema (ndo necessariamente da classe NP) é
chamado NP-Dificil se todo o problema da classe NP pode ser reduzido a este. Se
um problema da classe NP é NP-Dificil, este pode ser chamado de NP-Completo.
Para problemas das classes NP-Completo e NP-Dificil ndo se espera encontrar um
algoritmo eficiente para verificad-lo. Qualquer problema NP-Dificil pertencente ou
nao a classe NP, tem a propriedade de nao ser resolvido em tempo polinomial, a
menos que P = NP [6][8].

Identificar a tratabilidade e a intratabilidade dos problemas, mesmo aqueles que
possuem algoritmos imediatos [14], é de extrema importancia para os projetistas de
algoritmos, pois conhecendo as classes de complexidade a que os problemas perten-
cem, os projetistas poderiam ter uma medida real quanto as solugoes disponiveis e
a expectativa de melhorar esses resultados.
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4.1. Analise da Complexidade dos Problemas de Medidas de
Tendéncia Central e Dispersao

Para a investigagao da complexidade de problemas de medidas de tendéncia central
intervalar e dispersao intervalar definimos um novo problema, para cada indica-
dor estatistico descritivo intervalar, através da definicao do dominio intervalar de
fungbes intervalares com variaveis intervalares.

Na literatura, os problemas dos indicadores estatisticos variancia, covariancia e
coeficiente de variagao sao definidos considerando varidveis reais x e y, n valores

reais x1,...,%, (onde 1 € X1,...,Z, € Xn), n valores reais yi,...,y, (onde y; €
Y1i,---sYn € ¥n) €, como dominio, intervalos x; contidos no dominio da funcao
flx1, ... xn), 21 € X1,...,&y € Xy, ou seja, x; C Dom(f). A busca da solugao

destes problemas é através da computacao da imagem intervalar.

No presente trabalho considera-se, para os problemas de medidas de tendéncia
central e dispersao, varidveis intervalares x e y, n valores intervalares xi,...,Xn,
n valores intervalares yi1,...,y¥n € dominio composto por valores intervalares, ou
seja, f(X1,...,Xn), Xi = Dom(f) C R. Para a solugdo destes problemas, aplica-se
a extensao intervalar [12].

Por meio da anélise da complexidade computacional verificamos que os proble-
mas de medidas de tendéncia central intervalar e dispersao intervalar pertencem a
classe de problemas P.

A Tabela 1 apresenta a comparacao entre os resultados de complexidade dos pro-
blemas dos indicadores estatisticos descritivos considerando a utilizagao da extensao
intervalar (nossos resultados) e a imagem intervalar (estado da arte). Utilizamos o
simbolo “—” para indicar que nao foram encontrados resultados de complexidade
para os referidos problemas intervalares.

Problemas Complexidade Complexidade
dos Indicadores dos Problemas dos Problemas
Intervalares com Extensao com Imagem
Intervalar Intervalar
Média P -
Mediana P -
Moda P -
Amplitude Total P -
Variancia P NP-Dificil
Desvio Padrao P -
Coef. de Variagao P -
Covariancia P NP-Dificil
Coef. de Correlagao P NP-Dificil

Tabela 1: Problemas dos indicadores intervalares, complexidade dos problemas com ex-
tensao intervalar e com imagem intervalar.

5. Verificagao da Superestimacao

Segundo Ratschek et al. [13], os computadores utilizam a aritmética de ponto flu-
tuante (padrao IEEE). Nesta aritmética ndmeros reais sdo aproximados por um
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subconjunto de nimeros reais chamados representagao numérica da maquina. De-
vido esta representacdo sdo gerados dois tipos de erros: i) ocorre quando uma
entrada de valor real é aproximada por um nimero de maquina e ii) é causado por
resultados intermedidrios aproximados pelos nimeros de méquina. A aritmética
intervalar fornece uma ferramenta para estimar e controlar esses erros automatica-
mente. No lugar de aproximar um valor real £ por um nimero de maquina, o valor
real =, usualmente desconhecido, é aproximado por um intervalo x tendo nimero
de méaquina nos extremos inferior e superior. O intervalo x contém o valor . O
comprimento (ou didmetro) deste intervalo pode ser usado como medida para qua-
lidade da aproximagao. Os célculos sao executados usando intervalos no lugar de
numeros reais e, conseqiientemente, a aritmética real é substituida pela aritmética
intervalar. Os erros, na computagao intervalar, podem ser estimados por erro ab-
soluto: | x —m(x) |< w(x)/2, onde w(x) = T — z é o didmetro do intervalo x, e por

e < O o 0 ¢ x

erro relativo:

Para certificacao da nao ocorréncia de superestimagao nos intervalos solugao,
apresentam-se exemplos de calculos intervalares usando sistema de ponto flutuante
e arredondamento direcionado [9].

Os valores reais {x1,...,2,}, das amostras aleatdérias de uma populagdo, sao
representados por intervalos x; = [x; — &, x; + ¢], onde ¢ é a precisdo escolhida para
os valores reais.

Na verificacao da superestimagao no intervalo solucao, deve-se considerar o valor
xr € R, o intervalo xx = [z,,Tk] e uma dada exatiddo €. A andlise do erro é
realizada através das seguintes medidas de erros absolutos:

o i) | zp —m(xyk) |< €, onde m(xy) = (2, + Tx)/2 é o ponto médio do intervalo
Xk;

o ii) | zp — m(xxk) |< w(xk)/2, onde w(xk) = T, — x;, é o didmetro do intervalo
Xk-

Exemplificando, consideramos a altura de uma turma de 21 alunos da 5a. série
da escola Imaculada Conceigao, localizada na cidade de Cachoeira do Sul, RS: {1.44,
1.31, 1.53, 1.45, 1.51, 1.43, 1.46, 1.42, 1.40, 1.41, 1.49, 1.47, 1.50, 1.60, 1.49, 1.53,
1.51, 1.60, 1.48, 1.32, 1.46}. Representamos estes valores em intervalos com precisao
0 = 0.005: {[1.435, 1.445], [1.305, 1.315], [1.525, 1.535], [1.445, 1.455], [1.505, 1.515],
[1.425, 1.435], [1.455, 1.465], [1.415, 1.425], [1.395, 1.405], [1.405, 1.415], [1.485,
1.495], [1.465, 1.475], [1.495, 1.505], [1.595, 1.605], [1.485, 1.495], [1.525, 1.535],
[1.505, 1.515], [1.595, 1.605], [1.475, 1.485], [1.315, 1.325], [1.455, 1.465]}.

Para calcular os indicadores estatisticos covariancia e coeficiente de correlagao
precisa-se de dois conjuntos de dados. Dessa forma, considera-se a altura de 21
alunos da turma da 6a. série da mesma escola citada anteriormente: {1.48, 1.44,
1.50, 1.60, 1.41, 1.65, 1.55, 1.56, 1.54, 1.55, 1.53, 1.51, 1.68, 1.49, 1.38, 1.50, 1.48,
1.42, 1.56, 1.56, 1.55}. Representamos estes valores em intervalos com a mesma
precisao § = 0.005: {[1.475, 1.485], [1.435, 1.445], [1.495, 1.505], [1.595, 1.605],
[1.405, 1.415], [1.645, 1.655], [1.545, 1.555], [1.555, 1.565], [1.535, 1.545], [1.545,
1.555], [1.525, 1.535], [1.505, 1.515], [1.675, 1.685], [1.485, 1.495], [1.380, 1.390],
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[1.495, 1.505], [1.475, 1.485], [1.415, 1.425], [1.555, 1.565], [1.555, 1.565], [1.545,
1.555]}.

Os célculos dos indicadores estatisticos intervalares foram realizados utilizando
sistema de ponto flutuante F(10, 4, -10, 10) com arredondamento direcionado [9].
Como exatiddo, na medida do erro, considera-se € = 1072,

Na Tabela 2 apresentam-se os resultados dos indicadores estatisticos com dados
reais e dados intervalares.

Problemas Dados Dados
dos Indicadores Reais Intervalares
Média 1.5405 [1.5352, 1.5458]
Mediana 1.47 [1.465, 1.475]
Moda 1.46, 1.49, [1.455, 1.465], [1.485, 1.495],
1.51, 1.53, [1.505, 1.515],[1.525, 1.535],
1.60 [1.595, 1.605]
Amplitude Total 0.29 [0.28, 0.30]
Variancia 0.01105 [0.009339, 0.01299]
Desvio Padrao 0.1051 [0.09663, 0.1139]
Coef. de Variagéo 0.06824 [0.06251, 0.07422]
Covariancia 0.004495 [0.002688, 0.006439]
Coef. de Correlagao 0.3975 [0.2027, 0.6769]

Tabela 2: Problemas dos indicadores, dados reais e dados intervalares.

Na Tabela 3 apresentamos os erros obtidos ao calcularmos os indicadores es-
tatisticos com valores intervalares.

Problemas Erros Absolutos
dos Indicadores (i) (ii)

Média 0.005250 0<0.005250
Mediana 0 0<0.005
Moda 0 0<0.005
Amplitude Total 0 0<0.01
Variancia 0.001933 0.0001103<0.001823
Desvio Padrao 0.008824 0.0001681<0.008656
Coef. de Variagao 0.005981 0.0001291<0.005852
Covariancia 0.001944 0.00006823<0.001876
Coef. de Correlagao 0.2793 0.04229<0.2371

Tabela 3: Problemas dos indicadores e erros absolutos.

Os célculos reais dos indicadores estatisticos foram realizados no software Net-

Book [2]. Os célculos intervalares foram realizados no software Maple Intervalar
[7]-

6. Consideracoes Finais
As pesquisas desenvolvidas estao concentradas em alguns indicadores estatisticos

como variancia e covariancia, talvez por serem os indicadores mais utilizados ou
mais comuns na area de estatistica.
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Conforme comentado anteriormente, e descrito na literatura, a utilizagao da
computagao intervalar para calcular o intervalo da variancia, covariancia e coefici-
ente de correlagdo sempre fornece intervalos superestimados (intervalos com ampli-
tude grande), e que ao utilizar a imagem intervalar os problemas destes indicadores
estatisticos passam a pertencer a classe de problemas NP-Dificil.

Por nao existir na literatura uma abordagem intervalar da estatistica descritiva
(existe apenas para alguns indicadores descritivos), o presente trabalho aborda a
nivel intervalar, praticamente, todos os indicadores estatisticos descritivos.

Preocupados com os resultados de NP-Dificuldade obtidos para os problemas de
computar os intervalos da variancia, covariancia e coeficiente de correlagao, concen-
tramos nossas pesquisas em métodos da computacgao intervalar que tornasse possivel
a computacao dos intervalos destes indicadores, e dos demais como média, mediana,
moda, amplitude total, desvio padrao e coeficiente de variacao.

No trabalho desenvolvido, observa-se que: para os indicadores média intervalar e
amplitude total intervalar, o valor intervalar é o mesmo se considerar a computagao
da imagem intervalar ou a extensao intervalar, ou seja, nao existe intervalo com pro-
blema de superestimagao; para os indicadores moda intervalar e mediana intervalar
nao necessitamos utilizar métodos de computagao intervalar, pois nao apresentam
operagoes aritméticas entre intervalos. Os valores intervalares para este indicador
sao os intervalos dos dados de entrada, nao ocorrendo problema de intervalos supe-
restimados; os indicadores variancia, covariancia e coeficiente de correlagio (anali-
sados na literatura) tornam-se possiveis de serem calculados utilizando a extensao
intervalar. Para estes indicadores verificamos a nao ocorréncia de superestimagao
nos intervalos calculados, fato este verificado nos célculos realizados e apresentados
nas Tabelas 2 e 3; o desvio padrao e o coeficiente de variacao, que antes ndo eram
possiveis de serem calculados devido a variancia ser um problema NP-Dificil, sao
calculados através de operacoes aritméticas intervalares. Os valores intervalares ob-
tidos nao sao superestimados, conforme Tabelas 2 e 3. A qualidade de um intervalo
estd relacionada com o didmetro do mesmo [13]. A verificagdo da ocorréncia de
intervalos superestimados da-se justamente para analisar a qualidade do intervalo
solugcao. Para garantir a qualidade de um intervalo, ou a nao ocorréncia de inter-
valos superestimados, representamos os valores reais de uma amostra em valores
intervalares considerando uma margem de precisao 9.

Abstract. The present work presents the computational complexity of problems to
compute, with input intervals, the measures of central trend, average, medium and
mode, and the measures of dispersion total amplitude, variance, standard deviation,
coefficient variation, covariance and coefficient of correlation. For the inquiry of the
complexity one is elaborated interval boarding for the statistical pointers and a form
of representation of the real values in values intervals, of such way that does not
occur overestimation in the solution intervals.
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