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Formulacao de Elementos Finitos Estabilizados para
Estruturas Flexiveis no Espaco 3D
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Computacao Cientifica, Av. Getulio Vargas 333, 25651-075, Petrépolis, RJ, Brasil.

Resumo. Apresentamos um modelo computacional para estruturas flexiveis de
geometria arbitraria no espago tridimensional com a cinemdtica governada pela
teoria de barras com flexao, cisalhamento, torgao e efeito de membrana. Um método
misto de Petrov-Galerkin é usado para construir uma aproximagao estabilizada de
elementos finitos. Estimativas de erro indicando taxas de convergéncia bem como
resultados numéricos comprovando tais taxas sao apresentados.

1. Introducao

Estruturas flexiveis, sdo largamente empregadas em muitos problemas de interesse
pratico na engenharia. Muitos desses problemas, como por exemplo, a analise de
tensdes de membros estruturais de pontes, edificios altos e risers [6] para a ex-
tracao de petréleo podem e sao modelados com suficiente precisao como estruturas
unidimensionais no espaco tridimensional. O interesse na modelagem desse tipo
de estrutura tem seu crescimento continuado a medida em que se percebe poten-
ciais aplicacoes em outras areas do conhecimento como biomédica, microbioldgia,
biologia molecular e quimica [5].

O método dos elementos finitos, na sua forma clédssica, baseada na formulacao
de Galerkin, é uma técnica bastante utilizada na obtencao de solugoes aproximadas
de problemas envolvendo estruturas flexiveis unidimensionais. Entretanto, as es-
colhas das ordens de interpolagao dos campos envolvidos podem ser extremamente
delicadas em estruturas delgadas modeladas por teorias com cortante bem como em
estruturas curvas delgadas onde ocorrem acoplamentos entre esforcos de membrana
e de flexdo. Observagbes experimentais mostram que deslocamentos calculados por
escolhas inadequadas levam a valores menores que os reais.

Muitas investigagoes no sentido de sanar este problema ja foram feitas explo-
rando formulagoes de elementos finitos mistos na analise de estruturas unidimensio-
nais planas (vigas e arcos planos) como podemos encontrar nos trabalhos [1], [7], [9]
e [10]. Loula et al. estudaram esses problemas com a dependéncia de um parametro
pequeno de esbeltez, e introduziram uma formulacdo mista de Petrov-Galerkin
para a construcdo de aproximagoes discretas do problema da viga [8] e do arco
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de Timoshenko [7]. A formulagao variacional mista por eles adotada baseia-se no
principio de Hellinger-Reissner no qual as tensoes generalizadas (variavel primal) e
os deslocamentos generalizados (multiplicadores) sdo as varidveis independentes do
problema. Essa formulagao, além de trazer ganhos na ordem de convergéncia, pos-
sibilita escolhas de elementos finitos de igual ordem para a interpolacao dos campos
de deslocamentos e tensoes. Tais escolhas sao instaveis na formulacao de Galerkin.

Para estruturas unidimensionais, Arunakirinathar e Reddy [2] estenderam para
o espago tridimensional os estudos feitos por [9] e [10] para o caso de estruturas
planas. Estes autores apresentaram uma formulacao mista em que os deslocamentos
generalizados sao as varidveis principais e as tensoes cisalhantes generalizadas os
multiplicadores. Entretanto, como suas variaveis independentes sao unicamente as
tensoes cisalhantes, essa formulagio perde precisao no cédlculo dos esforcos de flexao
e torgao, pois estes sao obtidos por céalculos indiretos.

Nesse trabalho, usando resultados de geometria diferencial apresentados por
Arunakirinathar e Reddy [2], estendemos a metodologia desenvolvida por Loula et
al. [7], para modelar o caso geral de uma barra flexivel com geometria e carrega-
mento arbitrario no espago tridimensional usando a formulacao mista de Petrov-
Galerkin. Na Secao 2 desse artigo descrevemos aspectos referentes a geometria do
modelo e apresentamos fungoes intrinsecas baseadas na geometria diferencial de cur-
vas. Na Secao 3 o sistema de equagoes que o descreve é apresentado na sua forma adi-
mensional explicitando a dependéncia de um parametro pequeno £2. Sua cinemética
baseia-se na teoria de barras com flexao, torcao, efeito de membrana e cisalhamento
que impoe as hipdteses das segoes transversais da estrutura serem restritas a perma-
necerem planas, mas nao necessariamente normais ao eixo de centréides, depois da
deformacdo. Isso nos possibilita trabalhar com dois campos cineméticos, desloca-
mento e rotacao, reduzindo assim a ordem das derivadas das equagoes. Na Secao 4
construimos a formulagao variacional continua do modelo, discutimos e apresenta-
mos os resultados de existéncia e unicidade de solugao. Na Se¢ao 5 apresentamos as
aproximagoes de Galerkin e de Petrov-Galerkin para o problema e desenvolvemos a
andlise da formulagdo de Petrov-Galerkin estabelecendo existéncia e unicidade da
solucdo discreta bem como estabilidade e convergéncia uniformes (independente do
parametro £2). Através desta formulagao estabilizada recuperamos a estabilidade e
convergéncia das aproximacoes de igual ordem para esforcos e deslocamentos gene-
ralizados instaveis na forma de Galerkin. Na Se¢ao 6 apresentamos uma aplicagao
numérica comprovando os resultados da analise numérica desenvolvida.

2. Geometria

A configuragdo do eixo de centrdides da estrutura é representada por uma curva
regular r : (0, L) — R3 parametrizada por um comprimento de arco s € (0, L) C R.
Para cada valor de s temos associados trés vetores unitarios e ortogonais t(s) vetor
tangente, n(s) vetor normal e b(s) vetor binormal (Figura 1). O triedro formado
por esses vetores no ponto s é chamado de Triedro de Frenet. Suas derivadas com
relacdo a s, t'(s) = k(s)n(s), b'(s) = —u(s)n(s) e n'(s) = —xr(s)t(s) — u(s)b(s)
expressas na base {t(s),n(s),b(s)} nos dao informagoes sobre o comportamento



Formulagao E.F. Estabilizados para Estruturas Flexiveis 349

de r(s) na vizinhanga de s e sdo conhecidas como relagoes de Serret-Frenet. As
fungoes geométricas k(s) > 0 e p(s) > 0 sdo denominadas de curvatura e torgao,
respectivamente. Considerando v(s) = (v, vy, vp) uma fungéo vetorial expressa na

Figura 1: Modelo esquemaético da estrutura flexivel.

base {t(s),n(s),b(s)}, utilizaremos a notagao v’(s) para nos referir a diferenciacao
tanto das componentes quanto dos vetores que compoem a base, isto é,

v/(s) = (v; — kvp) t + (v, + kvg — pp) 0+ (v, + pvy) b

3. Modelo

Este modelo simula o comportamento de uma estrutura flexivel no espago tridimen-
sional e tem sua cinematica fundamentalmente governada pela teoria de barras com
flexao, cisalhamento, torcao e efeito de membrana.

A estrutura é considerada engastada em uma de suas extremidades e livre na
outra, possui comprimento L, se¢do transversal A, momento polar de inércia J,
momento de inércia I, e I, (em relacdo ao eixo n(s) e b(s), respectivamente),
coeficiente de corregao para compensar a distribuicdo nao uniforme da tensao ci-
salhante k, e ky (em relacdo ao eixo n(s) e b(s), respectivamente), médulo de
Young E, médulo cisalhante G e esta sujeita a cargas distribuidas por unidade
de comprimento Fy (s) = {fi, fn, fo}' € Fm(s) = {ms,mn,mp}’. Nés denota-
mos por U (s) = {ut,un,ub}t e ¢ = {dt,n, P}t os deslocamentos generaliza-
dos (deslocamento e rotagoes da linha de centréides) e N(s) = {Ny, N, Ny}t e
M(s) = {My, M, My}" os esforcos generalizados.

Para melhor explicitar as relagoes existentes entre o comprimento e a se¢ao da
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estrutura faremos as seguintes adimensionalizagoes

U Up, U
u1=ft, uz = 7 u3=fb, 01 = o1, b2 = ¢n, 03 = ¢u,
NLE NJE N2 ML M,L ML
o1 = EIn , 02 = EIn y 03 = E[n y 04 = E[n7 05 = EI”? 06 = El—n7
L3 L3 L3 my L2 my, L2 my L2
flzft ’ f2:f ) fdsz ) f4: : ) f5: ) f6: b
EIL EIL EIL, EIL EIL EIL,

e introduzimos os parametros

9 I, 9 E E 2 EL, 5 I,

) _ S _ —n
2A X Tk P Tor T Tar b T,

A medida que a estrutura torna-se mais esbelta, o parametro €2 adquire valores cada
vez menor (¢2 < 1) enquanto que os parametros x?2, p?, 7% e 12 aproximam-se dada
vez mais da ordem de um. Essas parametrizagoes conduzem ao seguinte problema

adimensional:
Problema A: Dado f,(s) = {f1, fo, f3}" € fo(s) = {f4, f5, f6}, encontrar u(s) =
{uy,uz,us}t, 0(s) = {01,02,05}", ou(s) = {o1,02,03}" e o9(s) = {o4,05,06}",
com s € (0,1) satisfazendo

Equagoes de equilibrio

—oy(s) +oul(s) At(s) = fu(s),

Equacoes constitutivas
Eoy(s) = 6'(s),
Do,(s) = u'(s)—6(s) At(s).

Condigoes de contorno

onde

= diag (72, 1, L2) ,
e?D,

= diag (1,x2p2) .

wilw/lc!
|

4. Formulacao Variacional

Seja L2(0,1) o espago de fungdes de quadrado integravel no sentido de Lebesgue e
H(0,1) o espago de Hilbert

H(0,1) = {v:v € L(0,1),0" € Lx(0,1),0(0) = 0} .
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Com essas definicdes, identificamos os espacos de Hilbert Q@ = (L2(0,1))° e
S = (H(0,1))® com produto interno e norma dados, respectivamente, por

1
2 Vo, 7 €Q),

|
S
)

1
(o,7) = /U-Tds; lel] =
0
1 1
(u,v); = /u'-v'ds; vl, = (v,v) VYu,ves,
0

onde é possivel provar que a seminorma |-|; é uma norma em S, e W =Q X Q e
V =5 x S com norma e produto interno dados, respectivamente, por

(0,7) = (0w Tu)+(g0.70); |75 = Il + 70l (4.1)
(z,w) = (W, V)+@.9); |wl} = V] + ], (4.2)
onde
z={u8} €V, w={v,p} eV,

o={ou 00}t €W, T={1y,To}t €W.
Considerando o € Q e E: W — W um operador, definimos sua norma por
E
B = max 2

o0 o]
Com isso, podemos apresentar o Problema A equivalentemente na forma va-
riacional abstrata através do seguinte problema
Problema P: Dado {f,,fy} € V', encontrar {o,z}' € W x V tais que
a(o,m)+b(z,7) = 0 v e W,
bow) = f(w) YweV

onde V' é o espago dual de V,

alo,7) = —(Eop,T9)— EQ(DO'u,Tu),
(10,0") + (T, 0’ —O A L),
(fuv u) + (fg, 9) .

b(r,z)

f(2)

4.1. Existéncia e unicidade de solugao

Sem perda de generalidade, consideraremos na andlise €2 < 1. O Problema P
ajusta-se a classe de formulagoes mistas abstratas estudadas por Brezzi, Babuska
e outros. O teorema de Brezzi [3] afirma que esse problema tem solu¢do unica
para qualquer valor de €, inclusive o zero, se as propriedades de continuidade das
formas a(-,-) e b(, ), K-elipticidade de a(,-) e a condigdo de compatibilidade entre
os espacos (LBB) forem garantidas.

Continuidade: As formas bilineares a : W xW — Reb: W xV — R sao
continuas. Existem constantes positivas a; € R e 31 € R independente de ¢ tais
que

alo,7) < aillo|ly Ty Yo,TeW, (4.3)
b(r.z) < Bilrlwlzlly, VreWzeV. (4.4)
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K-elipticidade de a(-,-): Existe uma constante positiva as € R independente
de ¢ tal que
a(t,7) > az |7l VT EK,

onde
K={reW; b(r,z)=0 VzeV}.

Condicao LBB: Existe uma constante positiva f2 € R independente de ¢ tal
que

b
sup (,2)

> by |lzll, VaeV.
TEW ||T||W

2
Para o Problema P encontramos oy = 2||E[|, as = #4& (1 - ﬁ) , B =

2 (1 + %) ¢ ﬁQ = %’ onde Mg = min{’}/Qa 1, LQ}'

5. Aproximacgoes por Elementos Finitos

Nessa se¢ao, construimos e analisamos uma nova aproximacao por elementos finitos
do Problema P. Seja I, a particao de elementos finitos, h. o tamanho de I. e ne; o
ntmero total de elementos, denotamos por h = max{he},1 < e < ng o pardmetro
de malha. Definindo

Qn = {mn € (CTH(0,1))% Tn(l) € Pi(L)}

o espaco das fungoes descontinuas cuja restricao a I, sao polinémios de grau [ e
S =QrNC%N H(0,1) o espago das funcdes continuas cuja restricio ao elemento
sao polinoémios de grau [, identificamos por V;, = Qn xQp C Ve W, = Sp xS, C W
os espacos de aproximagoes para W e V', respectivamente. Isso quer dizer que 74, e
zy, sao aproximacoes de igual ordem para T e z, respectivamente, diferindo por 7
ser descontinuo e z; ser continuo no contorno dos elementos.

Com isso, a aproximagao de Galerkin do Problema P é dada por

Problema Pj: Encontrar {a’h,zh}t € Wy x Vj, tais que

a(op, ) +b(zn,7n) = 0 V15, € Wh,
b(on,wn) = flwn) Vwp € Vy,
onde
alon,Th) = —(Eoen, Ten) — e (Doun, Tun),
b(th,zn) = (o9n,0,)+ (Oun,uj — 0, At),
f(zn) = (fun,un) + (fon,0n) .

A estabilidade dessa formulacao estd fundamentalmente atrelada & dimenséo
do parametro ¢. Para valores grandes de &, a formulacao consegue aproximar a
solugao do problema sem maiores dificuldades, entretanto & medida em que esses
valores diminuem complicagoes numéricas, como diminuicao da precisao da solugao
e baixas taxas de convergéncia, comecam a surgir até que no limite em que € — 0
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h4 o trancamento (locking) onde a formulagio perde completamente a capacidade
de representar a solugao. Isso se explica devido ao fato de nao ser possivel satisfazer
a propriedade de K-elipticidade do operador a(-,-) independente do parametro e.

Uma forma de resolver este problema é aumentar a ordem dos polinémios de
interpolacgdo. Entretanto, isso acarreta taxas de convergéncias subétimas [8]. Uma
outra forma, a qual seguiremos, é aproximar o Problema P por uma formulagao
de Petrov-Galerkin dada por

Problema PG: Encontrar {O'h,Zh}t € Wy, x Vj, tais que

ap (O'h,Th)+b(Zh,Th) = gh(‘rh) V1, € Wy,
b(O'}“Wh) = f(Wh) Ywy, € V}“
onde
an(on, Th) = a(On, Th) +as(On, Th)n, (5.1)
Nel

a5(o-h77-h)h = Zae(aeaTe)a (52)

ae(0e,Te) = —01h2(0hy — Oue ANt,Th, — Tue ANt) — 82h2 (o)., 7)), (5.3)
b(Th,Zh) = (O’gh,alh) —|—(0’uh,u/h—9h/\t), .
f(zn) = (fun,un) + (fon, 0n), (5.5)
Nel
gn(th) = D ge(te), (5.6)
e=1
ge(‘re) = (f967 7'(96 — Tue N t) + (fu67 T;e) y (57)

T, representa a restricao de 74, a I, d1 > 0 e 63 > 0 constantes.

Como podemos perceber pela equacdo (5.1), a forma ay(-,-) possui, além da
forma discreta de a(o,7T), um termo adicional que desempenha um papel esta-
bilizador. Esse termo provém de uma adigao consistente de formas residuais de
minimos quadrados das equagoes de equilibrio do problema.

A existéncia e unicidade de solu¢do do Problema PG independente de € é
garantida pela forma discreta do teorema de Brezzi [3]. Como V;, C V e Wy C
W a propriedade de continuidade da forma b(-,-) é herdada da forma continua.
Entretanto, em geral Kj; ¢ K e com isso todas as outras condigoes do caso continuo
devem ser verificadas no caso discreto.

Lema 5.1. Para todo 1o € Q) existe uma constante positiva C' € R independente

de e e h tal que
C

2 2
75l < 5 el (538)
€

onde Tg. € a restricdo de Top a I..
Demonstracdo. Usando a definicao

2 2 2 2
IT5ell” = lI7aell”™ + lI75ell™ + ll7se |
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e a estimativa inversa
2 C 2 )
HC@Ie” < ﬁ”CﬁeH i=4,5,0,
h
e

apresentada em [4], para as fungoes 7;. obtemos (5.8). O

Lema 5.2 (Continuidade de ay(-,-)). Eziste uma constante positiva ag € R inde-
pendente de € e h tal que

ah(ah,‘rh) < ag HO’}LHW ||Th||W VUh,Th e Wy, (59)

Demonstragdo. Pela defini¢do (5.1) temos

Nel

lan(on, Th)| < la(on, Th)| + Z |ae(oe, Te)l- (5.10)

e=1

Analisando separadamente os dois termos do lado direito observamos que o primeiro
tem sua continuidade garantida diretamente pela forma continua (4.3)

a(on, Th)| < 2El[ lonllw ITallw  Yon,Th € Wh. (5.11)
Para o segundo termo temos por (5.3)
jac(ae, Te)| < 0102 (lohell + llwe A1) (IThell + Tue A t]) + 8252 o, [l | 77l
e fazendo uso da desigualdade (5.8) obtemos
2
|ac(oe, Te)| < 8t (he + C) [loelly [ITellw » (5.12)
onde ¢; = max{d1,d2}. Aplicando (5.12) e (5.11) em (5.10) encontramos (5.9) com

as zmax{2||E||,8cl (hE+C)2}. O

Lema 5.3 (A LBB discreta). Existe uma constante positiva B3 € R independente
de e e h tal que
b (Tha Zh)

su
W rall

ThEWH

2 Bsllznlly,  Vzn € Vi (5.13)

Demonstracao. Todo T, € W), satisfaz a desigualdade

sup b(Th,zn) S b(Th,2zn) Yz, € Vi. (5.14)

= ~
mewn [Tallw 17 nllw

Por (5.4), temos que para todo 7, € W},
b(Th.zn)=(Ton, 0}) + (Tun, ), — O At) Vzj, € V.

Escolhendo

Ton = 6, (5.15)

Tun = W, — 0 At, (5.16)
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obtemos
~ 1 2
b(Th,zn) 2 5 llzally - (5.17)
Por outro lado, usando (5.15), (5.16) e a desigualdade de Poincaré
2 _ 1 2
64(5)I < 3 16n(s)3,

de (4.2) encontramos

[E] (5.18)

N W

17l <
Aplicando (5.17) e (5.18) em (5.14)

b(th.zn) o 0(Th,2n) V6 ||z

sup > —— > Vzy € Vi,
ThEW) |Th||W HTh”W 6
demonstramos (5.13) com (3 = %. O

Lema 5.4. Para todo T, € Qn a sequinte desigualdade € sempre satisfeita
Nel
* 2
hQZ(T;e’T;e) 2 2||TuhH : (519)
e=1
Demonstra¢do. Toda fungao 7,5, € @ pode ser decomposta unicamente em

Tuh = Tzh + Tuh, (5.20)

onde T, sao fungoes constantes por parte e T, funcoes de média nula. Definindo
Tue @ restricao de T, a I, por

1 [he
Tue = h—e/o Tue(s)ds,

*
ue?

*

*n a Ie, satisfaz

temos que T} _, a restricao de T

h.
/ T:le(s)ds =0 e=1,..., M.
0

Considerando ¢, s € [0, he], onde ¢ é um ponto onde 7 (s) inverte o sinal, 75, () =
0, temos

75 ()] < / L (e)) de. (5.21)

Como T, a nivel de elemento é constante, derivando (5.20) garantimos a identidade

Tl . =T+ a qual aplicando em (5.21) nos garante (5.19). O
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Lema 5.5 (K-elipticidade de ay(-,-)). Erxiste uma constante positiva ay € R inde-
pendente de € e h tal que

an(Th, Th) = Q4 ||ThH12/V V7 € Ky, (5.22)

onde

Kh = {Th S Wh;b('rh,wh) =0 VWh S Vh} (523)

Demonstragao. Pela definigao (5.1 — 5.3) temos que

lan(Th,Th)] = Mel|lTonl” +2Mp ||Tunl® +

Nel

2 2
> (02 11mhe = Tue A + 822 |l

e=1

onde Mp = min{l,x?, p?}. Desconsiderando o termo dependente do parametro
€, 0 termo positivo associado ao residuo da equacao de equilibrio dos momentos e
aplicando (5.19) obtemos

Jan (T, Th)| = Mg | 7on ]| + 202 |54 (5.24)
Supondo vélida a desigualdade
1 — 2 * 2 2
S Il < Il + ron (5.25)

e aplicando-a em (5.24) obtemos (5.22) com

. [MEg 6
a4 = min {4E, 22} . (5.26)

Para completar a prova resta apenas provar a relagdo (5.25). Pela defini¢do
(5.23) temos que todo T), € K, satisfaz

(T9h311b;1.) + (TUh’V;L - 17bh /\t) =0 V(vhawh) € Vh.

Aplicando o médulo em ambos os lados e fazendo uso da desigualdade de Poincaré
obtemos

1
|(Tun, Vi) < 7 I unl 15l + lIronl [|4 ] - (5.27)

Desde que cada componente de T, seja constante por partes e cada componente
de vp, e 1), sejam no minimo lineares, podemos escolher

Vh(S) /Os ?uh(g)dfv
¥i(s) = /Osjﬁmh(odg.

Usando as escolhas acima e a identidade (5.20) na desigualdade (5.27) obtemos a
relagdo (5.25) completando assim a prova da Kj—elipticidade de ay/(-, ). O
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Teorema 5.1. Para d3 > 0 o Problema PG tem solugao tnica {ah,uh}t S
Wi, x Vi, e vale a sequinte estimativa

lo — onllHlz —zully < cllo —Tulw+lz - willy) Ywi € Vi € Wi, (5.28)

onde ¢ é constante e independente de € e h. Para {o,u}! solugio do Problema P,
suficientemente reqular resulta

lo = onlly + Iz = zully <ch™ ol +ch ||zl - (5.29)

A prova é conseqiiéncia direta da continuidade de a;, (Lema 1), da LBB discreta
(Lema 3), da K-elipticidade de a;, (Lema 5), do teorema de Brezzi [3] e de resultados
de teorias de interpolagbes de elementos finitos [4]. A equagao (5.29) mostra que
os deslocamentos e as tensoes generalizadas convergem, respectivamente, com taxas
otimas e quase Otimas.

6. Experimento Numérico

A fim de comprovar numericamente os resultados da analise, consideramos a ge-
ometria da linha de centréides da estrutura descrevendo uma hélice no espaco,

definida pela curva r(s) = (47\/7? cos(2ms), gsen(%rs), */253), engastada em uma
extremidade e livre na outra, com parametros geométricos e constitutivos K =
po=V2m %2 =12 =% =p> =1, 2 = 10°% e sujeita a uma carga unitaria

P= —%t — %b distribuida uniformemente.

Cada uma das Figuras 2 e 3 sdo compostas por dois gréficos que visam ca-
racterizar a influéncia da adicdo de termos de minimos quadrados a formulagao
do problema aproximado. Cada grafico contém estudos de convergéncias confron-
tando, para o mesmo problema, a solugao da formulagao de Galerkin com a de
Petrov-Galerkin com interpolacoes de mesma ordem para os campos de desloca-
mentos e tensoes. Os elementos comparados sao: (G 2) e (G 3) que representam,
respectivamente, interpolagoes lineares e quadréticas para a formulagao de Galerkin
(obtida fazendo é; = 62 = 0) e (PG 2) e (PG 3) que representam, respectivamente,
interpolagoes lineares e quadraticas para a formulacao de Petrov-Galerkin (obtida
fazendo 01 = §y = 1).

Nos graficos da Figura 2 as variaveis estudadas foram o deslocamento na direcao
do eixo normal e a rotagdo em relacdo ao mesmo eixo. Como podemos constatar,
o caso (G 2) ndo apresenta convergéncia. O caso (G 3) apresenta no final um
principio de convergéncia, mas com o valor do erro inaceitavel para a ordem de
interpolacao e ainda suscetivel a piora se diminuirmos ainda mais o valor de €2. Em
contrapartida os casos (PG 2) e (PG 3) confirmaram os resultados obtido na anélise
com taxa 6tima (linear e quadratica, respectivamente, para interpolagoes lineares e
quadraticas na norma W).

Nos graficos da Figura 3 estudamos os esforcos onde as varidveis foram a tensao
cisalhante na diregao do eixo normal (op2) € 0 momento em relagido ao mesmo eixo
(on5). No caso (G 2) e (G 3) podemos observar que (op5) apresenta 0s mesmos com-
portamentos do deslocamento, entretanto em (op2) hd o surgimento de oscilagdes
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Figura 2: Estudos de convergéncias para upz2 € Op2.

fazendo com que (G 2) e (G 3) divirjam. Os casos (PG 2) e (PG 3) confirmaram
os resultados obtido na andlise com taxa subétimas (linear e quadrdtica, respecti-
vamente, para interpolagoes lineares e quadraticas na norma V).

Abstract. We present a computational model for unidimensional flexible structu-
res of arbitrary geometry in the three-dimensional space. The kinematics is given
by bar theory and considers flexion, shear, torsion and membrane effects. A mi-

xed Petrov-Galerkin method is used to construct a stable approximation of finite

elements. Error estimates indicating convergence rates as well as numerical expe-
riments that confirm these rates are presented.
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