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Funcoes Invexas Diferenciaveis e o
Teorema de Karush-Kuhn-Tucker!

J. CERVELATI2 M.A. ROJAS-MEDAR? Departamento de Matematica Aplicada,
IMECC, UNICAMP, 13081-970 Campinas, SP, Brasil.

Resumo. Em 1980 surgiu o conceito de fungéo invexa, esta classe de fungoes é
maior do que a classe de fungdes convexas. Apds esta descoberta, varios estudos
foram feitos no intuito de utilizar esta nova classe de fungdes para garantir otimal-
idade para problemas de Programagao Matemadtica. O objetivo deste trabalho é
mostrar que as Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker garantem otimalidade global se
todas as fungdes do problema forem, ao invés de convexas, invexas.

1. Introducao

Em 1981, Hanson [6] introduziu uma nova classe de fungoes. Ele considerou fungoes
diferencidveis para as quais exista uma fungao 7 : 2 x 0 — R"™ tal que:

f(@) = f(u) 2 Vf(un(z,u),Ve,u € Q. (L.1)

E 6bvio que fungdes convexas diferencidveis satisfazem (1.1) com 7(z, u) = & —u.
No mesmo trabalho, Hanson mostrou que esta classe de fungoes é “maior” do que
a classe de fungoes convexas diferencidveis.

Foi observado que, se F' : R” — R é uma fungao convexa diferencidvel e ¢ :
R™ — R™ é uma aplicagao diferenciavel com derivada inversivel, entao tomando
f=Fo¢ex,uecR" temos que:

fl@) = flu) = F(o(@)) - F(o(u)
> F(¢(u))[¢(x) - ¢(U)]
= f'(w.[¢'(w)]
= f(u)n(z,u),

onde n(z,u) = ¢'(u)~L.[p(x) — ¢(u)] . Das consideracoes anteriores podemos notar
o que resta da convexidade de F' ap6s o seu dominio ter sido distorcido por ¢. Essa
propriedade é justamente a propriedade (1.1). Baseado nestas observagoes, Craven
[4] chamou tal propriedade de invezity e denominou estas fungdes de invex func-
tions (uma alusdo & invariante convexo). Em portugués, denominamos inveridade
e fungoes invexas, respectivamente.
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A partir desta descoberta, véarios estudos foram feitos no intuito de mostrar que
no problema:

{Mim'mizar fo(x) (1.2)

Sujeito a fi(z) <0,i=1,..,p,

onde fo(x), fi(x) : Q@ — R,i € I, sdo diferencidveis no aberto  C R™, ao invés das
condigoes usuais de convexidade, fo, fi,i € I, satisfazem (1.1), para uma mesma
funcao n(x,u), entdo as Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker garantem otimalidade
global.

2. Funcgoes Invexas Diferenciaveis

Suponha 2 um aberto nao vazio do R™ e f : 2 — R diferenciavel.

Definigao 2.1. Dizemos que f ¢ invexa em u € § se, para todo x € (), existe uma
funcdo n: Q2 x Q — R"™ tal que

f(@) = f(u) 2 Vf(u)n(z,u).
Dizemos simplesmente que f € invexa em , se f € invexa em cada ponto de €.

Definigao 2.2. Dizemos que u € 2 € um ponto estaciondrio de f, se V f(u) = 0.
Um ponto u € Q € um ponto de minimo global de f (em relagdo a 1), se f(u) < f(x)
para todo x € Q.

Teorema 2.1. f € invexa em () se e somente se todo ponto estaciondrio de f € um
minimo global em €.

Demonstragao: Se f é invexa, é facil verificar que Vf(u) = 0 = f(z) > f(u)
para todo = € €. Reciprocamente, suponha que todo ponto estacionario de f seja
minimo global em §2, entao

)_{ TGV (), se Vi) #9

(e, u 0, se Vf(u)

Corolario 2.1.1. Se f ndo tem pontos estaciondrios entdo f é invera.

EXEMPLO 1: Consideremos a funcio f : R — R dada por f(z) = 1 — exp(—2?).
a fungdo é claramente ndo convexa. No entanto f é invexa com 7n(z,u) dada por:

— exp(—2*)texp(—u?)
77(55»“) = 2u exp(—u?) , Se u 7é 0
0’ se u = O

Neste exemplo, podemos mostrar que a fungio é invexa sem necessariamente
exibir a fungdo n(x,u). Basta notas que a derivada de f é dada por Vf(z) =
2z exp(—2z?). Logo, seu tnico ponto estaciondrio ¢ = 0, e é facil verificar que tal
ponto é minimo global de f sobre R. Entao, pelo Teorema 2.1., f é invexa sobre R
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)

"~ Minimo Global (x=0)

Figura 1: Gréfico da fungao do Exemplo 1

Teorema 2.2. Se para cadai=1,2,...p,\; > 0 e f; sdo fungdes invexas para uma
mesma funcao n(x,u), entdo Y v N\ fi € uma fungdo inveza.

Demonstragao: Pela definigdo de invexidade f;(x) — fi(u) > n(z,uw)Vfi(u), i =
1,2,...,p. Como A; > 0 para todo 4, temos A;(f;(x) — fi(u)) > Ai(n(x,w)V f;(u)),
1 =1,2,...,p. Somando em i obtemos

p

S N(file) — filw) >

i=1

Ai(n(z, w)V fi(u))

.
Il M*s
—

e portanto
P P
D Aifil@) = Aifi(u) =V Z)\z’fi(u)] n(x,u).
i1 i1
Logo, a fungao >_1_; A; f;(u) ¢ invexa. O

3. Invexidade X Convexidade

Inicialmente introduziremos alguns conceitos e resultados de convexidade general-
izada para fungoes diferencidveis.
Suponha o aberto 2 convexo.

Definicao 3.1. f ¢ convera em u € Q se para todo x €
f@) = f(w) = Vf(u)(z —u).
Se f for convexa em cada ponto de 2, entdo f € dita convezxa.
Definigcao 3.2. f € quasi-convexa em u € Q se para todo x € Q)
f(@) < fu) = Vf(u)(z—u) <0.

A funcao f € quasi-convexa em ) se o for em cada ponto de 2.
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Definigao 3.3. f € pseudo-convera em u € Q se para todo x € §2
Vi) (z—u) =2 0= f(z) = f(u).
Se f for pseudo-convexa em cada u € S, entao [ € pseudo-convera em 2.

Teorema 3.1. Convezidade = Pseudo-Convexidade = Quasi-convezidade.
As reciprocas nao sao verdadeiras.

Demonstragao: Vide [7].

Teorema 3.2. Pseudo-converidade = Invezidade.
A reciproca € falsa. Além disso, existem funcdes inveras que mao sao quasi-
converas e funcgdes quasi-converas que nao Sao inveras.

Demonstragao: Seja f pseudo-convexa em u € €, entdo Vf(u)(x — u)>0 =
f(x) — f(u)>0. Se f é invexa em u € ), pelo Teorema 2.1. temos que todo ponto
estacionario é um minimo global.

Tome u € € um ponto estaciondrio, entdao V f(u) = 0, e daf f(x)— f(u) > 0, para
todo u € €, portanto w é um minimo global. Assim Pseudo-convexidade implica
Invexidade. ]

Podemos verificar que as reciprocas nao sao verdadeiras através dos exemplos
abaixo:

EXEMPLO 2: Consideremos a fungdo f : R — R dada por f(x) = 3. Tome,

Vf(0)(—1—-0)=02>0, mas —1 = f(—1) < f(0) = 0. Logo, f é quasi-convexa
mas nao é pseudo-convexa nem invexa, pois seu Unico ponto estacionario nao é um
minimo global.

EXEMPLO 3: Consideremos a funcdo f : R — R dada por f(x) = x + 3. f
néo é convexa, no entanto é pseudo-convexa. De fato, se Vf(u)(z —u) > 0, entao
x—u > 0desde que V f(u) = 14+3u?. Logo, z > u, o que implica 23 > u3. Podemos
concluir entao que f(x) > f(u).

ExeEMPLO 4: Consideremos a fungiao f : R? — R dada por f(x,y) = = + 2° —
10y — y. f ndo tem pontos estaciondrios, logo é invexa. Mas, tomando os pontos
(0,0) e (2,1), obtemos f(0,0) > f(2,1) mas Vf(0,0)(2,1) > 0. Assim sendo, f nédo
é quasi-convexa e também nao é pseudo-convexa.

Agora, apresentaremos alguns conceitos e resultados de invexidade generalizada
para fungoes diferenciaveis. E, a seguir, sera feito um paralelo entre os conceitos
e resultados ja apresentados de convexidade generalizada com os de invexidade
generalizada.

Definicao 3.4. f ¢ quasi-invexa em u €  se existe  : 2 X Q — R™ para todo
x € tal que

f(x) < flu) = Vf(un(z,u) <0.

A funcao f € quasi-invexa em §) se o for em cada ponto de §2.
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Definigao 3.5. f ¢ pseudo-invexa em u € § se existe n :  x @ — R™ para todo
x € Q tal que

Viun(z,u) = 0= f(x) = f(u).

Se f for pseudo-invera em cada u € 2, entdo f € pseudo-invera em 2.

Teorema 3.3. A classe das func¢oes Pseudo-invexas coincide com a classe das
fungdes invexas (ao contrdrio do que ocorre com as fungoes pseudo-convexas e con-
vexas).

Demonstragao: Uma fungao f diferencidvel é pseudo-invexa no aberto §2 se existir
7:QxQ—R"tal que f(z) — f(u) < 0= V[f(u)n(z,u) <O0.

Obviamente pseudo-invexidade implica invexidade (Teorema 3.2.). Por outro
lado um ponto estacionédrio v € £ é também um minimo global para uma fungao
pseudo-invexa; de fato, se existir x € Q tal que f(x) — f(u) < 0, entdo temos
Vf(u)n(z,u) < 0 e isso contradiz a hipdtese de que V f(u) = 0. Consequentemente,
f € invexa. O

Teorema 3.4. Quasi-converidade = Quasi-inveridade.

Invexidade = Quasi-invexidade. As reciprocas nao sao verdadeiras.

Demonstragao: f ¢ quasi-convexa em u € Q se f(x) — f(u)<0 = Vf(u)(z —u)<0
para todo z € . E é quasi-invexa em u € {2 se existe n : {2 x  — R" tal que
f(z) = f(u)<0 = Vf(u)n(z,u)<0 para todo z € . Claramente podemos concluir
que se f é quasi-convexa, entao ela é quasi-invexa quando n(z,u) =z — u.
Dizemos que f é invexa em u € () se, para todo = € ), existe uma funcao
n:QxQ— R tal que f(z) — f(u) > Vf(u)n(z —u)<0. Se f é quasi-invexa em
u € Q, temos que f(z) — f(u) <0 = Vf(u)n(z,u)<0, para todo z € Q. Entdo
f(z) — f(u)<0, assim sendo n(z,u)V f(u)<0, portanto se f é invexa, entdo é quasi-
invexa. t

EXEMPLO 5: Consideremos a fungio f : (0,7) — R dada por f(x) = sin®(z).
f é quasi-invexa com n(z,u) = cos(u)(sin(x) — sin(u)). No entanto, f ndo é quasi-
convexa, pois, para z = 3L e u = I, f(2) = f(u), mas Vf(u)(z —u) > 0. E, o
tinico ponto estaciondrio de f ¢ u = 7, o qual nao ¢ um ponto de minimo global,

logo f também nao é invexa.

Em [5], Giorgi mostra que a classe de fungdes pseudo-convexas é a interse¢ao
das fungbes quasi-convexas com as invexas.

A partir deste resultado e de alguns resultados mostrados anteriormente € possivel
concluir que a maior classe de fungoes é a classe das fungoes quasi-invexas, dentro
da qual temos as fungoes quasi-convexas e invexas. Como podemos visualizar no
diagrama abaixo.
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Convexas I

| Pseudo — Convexas Invexas 'E‘ Pseudo — invexas

‘ Quasi — converas |:>{ Quasi — invexas |

4. Aplicacoes em Programacao Matematica

Nesta se¢ao mostraremos como os resultados de invexidade vistos nas secoes ante-
riores podem ser aplicados em problemas de Programacao Matematica.
Seja 2 € R™ nao vazio e fy, fi : @ — R,i =1, ..., p fungdes diferenciaveis em (2 .
Considere o problema:
Minimizar fo(x)
- (4.1)
Sujeito a  fi(x)
O conjunto dos pontos factiveis para (4.1), o qual suporemos néo vazio, é dado
por:

<0,i=1,..,p.

Fi={zeQ: fi(z)<0,i=1,..,p}.

O objetivo aqui é encontrar candidatos 6timos & solugdo do problema (4.1).
Um resultado bastante conhecido e utilizado, é o Teorema de Karush-Kuhn-
Tucker (KKT) que estabelece condigoes necessérias para (4.1) na forma de mul-

tiplicadores. Mas, usualmente impoe-se alguma regularidade sobre as funcoes de
(4.1).

Teorema 4.1 (Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker). Seja z* € F uma solugdo
dtima (local ou global) de (4.1), e fo,fi,i = 1,...,p obedecem alguma condigcdo de
reqularidade. Entdao, existem escalares \;,i =1, ...,p, tais que:

p

Vi) + Y NVfi(z*) = 0, (4.2)
i=1

XNi > 0,i=1,...p, (4.3)

Se todas as fungoes do problema (4.1) forem convexas, entdo as Condigoes de
Karush-Kuhn-Tucker também sao suficientes.

E possivel encontrar na literatura varias condi¢oes que garantem a condicao de
regularidade exigida no teorema acima (por exemplo [1],[7]), das quais, as mais
conhecidas sao a Condicao de Slater e a Condigao de Mangasarian-Fromovitz.

No entanto, vém sendo realizados varios estudos com o propésito de ampliar a
classe de fungoes para as quais as Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker sejam sufi-
cientes.
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Ap6s o surgimento da nogao de fungao invexa, foi possivel concluir que tal resul-
tado pode ser utilizado para o caso em que as funcoes sao invexas para uma mesma
fungao 7, como em [9].

Teorema 4.2. Suponha que x* seja um ponto factivel para (4.1) e que as fungdes
fo, fi sejam invexas em x* para uma mesma funcao n e que existam multiplicadores
A € R, i =1,...,p, tal que as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker sejam satisfeitas
em x*. Entdo x* € um ponto de minimo global para (4.1).

Demonstracao: De acordo com Teorema 2.2. fy + Zle Aifi é invexa em x*,

das Condigbes de Karush-Kuhn-Tucker segue que z* é ponto estacionario de fy +
P Nifi. Entdo, pelo Teorema 2.1., z* é ponto de minimo global para fo +
P _1 Xifi- Deste modo,

Jo(z) + Z Aifi(w)> fo(z™) + Z Aifi(z"),

para todo ponto factivel de (4.1).
Mas A; fi(z*) = 0 para todo ¢ e, portanto

fo(z) + Z Aifi(z)> fo(x"),

de onde obtemos que fo(z)> fo(z*), pois A; fi(2)<0 para todo « € F. Logo podemos
concluir que z* é solugao global para (4.1). O

Observagdo: Foi introduzida em [8] por Martin uma nova definigido de invexi-
dade, a qual foi dada o nome de weak invezity, em portugués chamada de inveridade
fraca, como em [2].

Com esta nova defini¢ao foi possivel caracterizar os problemas de Programacao
Matematica invexos nos moldes do Teorema 2.1..

EXEMPLO 6:
Minimizar x — sin(y)
Sujeito a sin(x) — 4sin(y) <0,
2sin(z) 4+ 7sin(y) + ¢ — 6 < 0,
20 4+2y —3 <0,
4o +494% — 9 <0,
—sin(x) <0,
—sin(y) <0,
(z,y) € R?.
Podemos facilmente verificar a natureza nao convexa da fungao objetivo e das re-

stricoes. No entanto, todas elas satisfazem as condig¢oes de invexidade com 7(z,u)
dada por:

e = (

sin(uy) — sin(z) sin(ug) — sin(y)

cos(x) ’ cos(y) ) ,onde z=(2,9) e u= (ui,us).
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(0,Arcsin(6/7)

08 R
2Sin(x)+7Sin(y)+x-6=0

06—

~
04
2x+2y-3=0

02

Sin(x)-4Sin(y)=0

0 L L L L L L L
0 02 0.4 0.6 08 10 12 14

Figura 2: Gréfico da fungdo do Exemplo 6

A funcdo Lagrangeana L£(z,\) = fo(2) + > b_ Nifi(z) é

L(z,\) = =z —sin(y)
+X1 (sin(x) — 4sin(y))
+A2(2sin(z) + 7sm(y) +xz—6)
+As(
+)\4(4x + 4y — 9)
+A5(—sin(z))
+A6(—sin(y)),

fica facil Veriﬁcar que as Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker sao satisfeitas para
A = (0, ;,0 (), 7 ,0) e zyg = (0 arcsin (7)) Note que para utilizarmos o resultado

do Teorema 4.2., ndo é necessério que conhecamos a funcao 7(z,u). E suficiente
saber que ela existe.
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Abstract. The concept of invex function was introduced by Hanson in 1980, this
class of functions is bigger than the class of convex functions. After this, some
studies have been made with the intention to use this new class of functions to
guarantee optimality for problems of Mathematical Programming. The objective
of this paper is to show that the Karush-Kuhn-Tucker Conditions guarantee global
optimality if all the functions of the problem are, instead of convex, invex.
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