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Order Stars para os Métodos de Brown (K, 2)
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Resumo. A ordem, a estabilidade e a convergéncia de métodos numéricos para
equagoes diferenciais ordinarias podem ser analisadas através de order stars, que sao
conjuntos que definem uma particdo do plano complexo. Nesse trabalho, faremos
essa andlise para os métodos de Brown (K 2).

1. Introducao

O conceito de order stars foi introduzido, recentemente, por Wanner, Hairer e
Norsett [6]. E uma técnica desenvolvida para analisar a ordem e a estabilidade
de métodos numéricos para equagoes diferenciais ordindrias. E, em geral, muito ttil
para a andlise de familias de métodos e respectivas barreiras a que elas estao sujeitas
principalmente em relagao a estabilidade. A idéia principal é explorar diferentes
caracteristicas de algoritmos numéricos como propriedades de funcoes analiticas em
varias regioes do plano complexo, ou seja, descrever ordem, estabilidade e suas
relagbes como caracteristicas de certas fungoes complexas.

Nesse trabalho, utilizamos a teoria de order stars para analisar a ordem, a con-
vergéncia e a regiao de estabilidade dos métodos de Brown (K, 2) para equagoes
diferenciais ordindrias, dados por

K
Z QiYnti = hB1 fasr + h2Bofh g (1.1)

=0

onde 31 é uma constante fixa e fs e a;, 7 = 0, 1, ..., K, sdo constantes escolhidas para
maximizar a ordem do método. Pode-se também fixar Bs e determinar (3;. Esta
familia de métodos pode ser encontrada em [5]. O uso de uma derivada é relativa-
mente comum na literatura (vide Enright [2]) e agrega informagoes aos métodos no
sentido de melhoria da estabilidade. Os métodos de Brown (K, 2) podem ser pen-
sados como uma generalizacao dos métodos BDF que sao préprios para problemas
stiff por possuirem boa condigao de estabilidade.
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2. Order Stars

Os polinémios caracteristicos do método (1.1) sdo dados por
K .
p(§) = Zazfl, 01(8) = 51" e 02(&) = Bat”.
i=0

E facil ver que se (1.1) tem ordem p, entdo
p(e") = [hor(e") — hPaa(e")] = O(hPTH).

Em seu artigo, Iserles [3] definiu a fungao geradora das order stars do método

linear de K passos
K K
> Qiynyi =Y Bifori
i=0 i=0

como sendo a fungao

K K
onde p(z) = Z izt e o(z) = Zﬁlzl
i=0 i=0

Como extensao desse conceito, serd considerado que as order stars para os
métodos de Brown (K, 2) serdo geradas por

o1(e?) + zoa(e?)
p(e?)

e representadas pelos conjuntos Ay e A_:

1

Ay ={z € C/Re(S(z)) > 0},

A_ ={z € C/Re(5(z)) <0},
Ag={z € C/Re(S(z)) = 0}.

Esses conjuntos definem uma particao do plano complexo. Os setores formados
em cada conjunto A, e A_ sdo chamadas de “dedos” de cada order stars.

A seguir, temos um resultado que relaciona a ordem do método numérico com
a quantidade de setores das regices A e A_, apresentado por Iserles [4]:

Proposicao 2.1. Se o método numérico tem ordem p, entao p — 1 setores de
Ai e p—1 setores de A_ aproximam-se da origem com dngulos assintdticos de

m/(p—1).

A questao da zero-estabilidade e da consisténcia (ordem p > 1) de métodos
numéricos é de extrema importancia na teoria de equagoes diferenciais ordinarias,
pois sao condigoes necessérias e suficientes para a convergéncia do método. Como os
métodos de Brown (K,2) tém ordem de consisténcia p = K + 1 (a
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demonstracdo encontra-se em [5]), faremos apenas uma andlise dos métodos
numéricos em relacao & zero-estabilidade, ji que os métodos de Brown (K, 2), tendo
ordem de consisténcia K + 1, sao sempre consistentes. Por outro lado, o aumento do
passo K e conseqiientemente da ordem do método, aumenta o nimero de dedos das
order stars e fica claro que se para um K especificado o método nao é zero-estavel,
entao outro método com passo maior que K também nao o sera.

A A-estabilidade dos métodos também pode ser estabelecida.

Teorema 2.1. Um método multiderivativo de passo multiplo genérico

K K L ‘ ‘
Z QiYnti = Z Z hﬂﬁijf(kl)
i=0 =0 =1

de ordem p é A—estdvel somente se p < 2L.

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [4]. Observe, através
desse resultado, que os métodos de Brown (K, 2) sdo A-estdveis somente quando
p <4

A A-estabilidade do método ou, equivalentemente, a A-aceitabilidade da
aproximagao S, pode ser analisada através de order stars pelo seguinte resultado de
Iserles [4]:

Proposigao 2.2. A aproxrimacao S é A-aceitdvel se, e somente se, A_ ndo tem
intersec¢cdo com o €iro 1magindrio.

Ja em relagao a zero-estabilidade, sabemos que o método numérico é zero-estavel
somente quando todas as raizes do polinémio caracteristico p(§) estdao dentro do
circulo unitdrio e as rafzes de médulo 1 sido simples. Assim, em Iserles [4], temos o
seguinte resultado:

Proposicao 2.3. O método € zero-estdvel quando os polos de S(z) estiverem no
semi-plano esquerdo fechado e quando os polos ao longo do eizo imagindrio forem
simples.

As figuras a seguir representam as order stars dos métodos de Brown (K, 2)
para K =4,5,6,10,11,12. A drea hachuriada representa A, e o complementar é a
regiao A_. Os pontos que encontram-se nas pontas de cada “dedo” da order stars
A_ sao os polos da aproximagao S e o ponto na origem de cada figura representa a
raiz principal de p(z), ou seja, quando h = 0 é a raiz 1 de p(z) = 0.
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Figura 1: K =4

Figura 2: K =5

Figura 3: K =6

Figura 4: K =10
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Figura 5: K =11 Figura 6: K =12

3. Conclusao

Analisando as figuras, podemos observar que cada order stars possui p — 1 setores,
onde p é a ordem do método. Por exemplo, cada order stars para o método de
Brown (4,2), dado por

_o6 216 64 ) 230 T2 e
Yntd = g ¥nas T g Ynt2 T g Yntt T g n T g tints T gt T

tem quatro setores, pois a ordem do método é 5.
A aproximagao S para esse método é dada por

72,2 4 60, Ar | 576,37 _ 216 2r | 64 ;r _ 9
S(r) = ( a5t s’ 1) + 415¢ 415 + 115¢" — 118

4r _ 576 3r 216 2r r 9
r (e + 1€ 4156 + 415)

Além disso, podemos ver que para K = 4, A_ N{ilR} = ) e para K > 5,
A_n{iR} # (. Entado, pela Proposicao 2.2, os métodos de Brown (K,2) sao
A-estéveis somente quando K < 4, o que ja era de se esperar pelo Teorema 2.1.

Em relagdo a zero estabilidade, a partir de K = 11, existem polos da
aproximagao S que encontram-se no semi-plano direito do sistema cartesiano. Por-
tanto, pela Proposigdo 2.3, os métodos de Brown (K,2) sdo zero-estdveis para
K < 10. Como tais métodos sao consistentes e satisfazem a condigao da raiz
para K < 10 e praticamente estabelece que para K > 11 qualquer método nao
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serd zero-estavel, segue, pelo cléssico resultado de Dahlquist [1], que os métodos de
Brown (K, 2) sdo convergentes para K < 10, somente.

Abstract. The order, stability and convergency of numeric methods for ordinary
differential equations can be analyzed by order stars, that are sets that define a
partition of the complex plan. In this paper, we do this for the methods of Brown
(K,2).
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