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Resumo A lógica fuzzy modela matematicamente a imprecisão da linguagem nat-
ural, utilizando graus de pertinências (valores entre 0 e 1), contudo, nem sempre
é simples especificar com precisão esses graus de pertinências. Existem infinitas
formas de generalizar o comportamento dos conectivos lógicos clássicos (álgebra
booleana) para valores no conjunto [0, 1]. As t-normas, t-conormas, implicações e
complementos são operações sobre [0, 1] satisfazendo certas propriedades que gen-
eralizam os conectivos lógicos de conjunção, disjunção, implicação e negação, re-
spectivamente, de forma a preservar algumas das propriedades da lógica clássica
desses conectivos.

Este trabalho consiste em introduzir uma generalização de t-norma, t-conorma,
implicação e complemento, para o conjunto I = {[a, b] : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1}, chamados
de t-norma intervalar, t-conorma intervalar, implicação intervalar e complemento
intervalar, de tal modo que, formas canônicas de se obter t-conorma intervalar,
implicação intervalar e complemento intervalar a partir de uma t-norma intervalar
sejam preservados.

1. Introdução

Na década de 60, Lotfi A. Zadeh em [22] propôs a teoria dos conjuntos fuzzy, cuja
principal caracteŕıstica é considerar um grau de pertinência (um valor no intervalo
[0,1]) para indicar o quanto uma informação pertence a um certo conjunto. Assim,
na sua lógica subjacente, isto é, a lógica fuzzy (LF), uma proposição não é simples-
mente verdadeira ou falsa, como na lógica clássica, mas pode ter graus de verdade
intermediários, tipicamente valores entre 0 (falso absoluto) e 1 (verdade absoluta).

Um sistema computacional inteligente que utiliza lógica fuzzy, sistema fuzzy, é
eficiente para tratar com informações incertas [4], onde, as incertezas encontradas
na linguagem natural são tratadas por graus de pertinências, ou seja, considerando,
por exemplo, um conjunto de pessoas “altas”, uma pessoa que possui 1,80 metro
de altura e outra que possui 1,78 metro de altura serão consideradas altas, porém,
a pessoa que possui 1,80 metro terá um grau de pertinência maior para o grupo
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de pessoas “altas” do que a outra pessoa deste conjunto. Contudo, a incorporação
do conceito de “grau de verdade” ou grau de pertinência nem sempre é simples de
definir, por exemplo, um especialista é capaz de definir o grau de pertinência em
uma escala de 0 à 10 para uma determinada instrução, porém, dificilmente será
capaz de definir o grau de pertinência para a mesma instrução se for aumentado
essa escala para 0 à 100, ou seja, se for exigido uma maior precisão, possivelmente
a resposta não seria tão precisa. Uma das alternativas pesquisadas é associar com
a matemática intervalar, cujo objetivo é obter um controle automático do erro
computacional e conseqüêntemente tratar da imprecisão dos dados [17].

A matemática intervalar tem sido muito utilizada para representar dados in-
certos e/ou valores qualitativos, seja na computação cient́ıfica e tecnológica, as-
sim como em inteligência artificial, processamento digital de imagens, entre outros
[1, 3, 14]. Assim, a matemática intervalar aliada com a teoria fuzzy permite, em
prinćıpio, tratar tanto com a incerteza quanto com a imprecisão, seja no controle au-
tomático do erro computacional, tratando da imprecisão dos valores de entrada ou
nos erros de arredondamento e/ou truncamento causados durante o processamento
computacional [21, 6, 11, 19, 10]. Para a modelagem da incerteza e imprecisão de
uma informação com respeito a uma determinada propriedade tem sido usado subin-
tervalos de [0, 1] para atribuir valores verdades às proposições fuzzy. Esta extensão
da LF é conhecida como lógica fuzzy valorada intervalarmente ou simplesmente
lógica fuzzy intervalar (LFI).

Existem muitas formas de estender os conectivos proposicionais clássicos para
o conjunto [0, 1], porém, nem sempre essas extensões preservam as propriedades
lógicas dos conectivos clássicos. As normas triangulares, ou simplesmente t-normas,
foram introduzidas por Menger [16] e, Schweizer e Skar [18] deram uma axiomática
para as t-normas. A noção de t-normas e t-conormas conhecidas foram modeladas à
partir dos conectivos de conjunção e disjunção, respectivamente. Outros conectivos
proposicionais fuzzy são gerados através desses axiomas, desde que, exista uma
ligação forte entre esses conectivos proposicionais fuzzy, sendo posśıvel obter de
forma canônica uma implicação fuzzy à partir de uma t-norma, ou uma negação
fuzzy à partir de uma implicação [5].

Várias generizações de t-normas para conjuntos intervalares são encontradas na
literatura [8, 23]. Neste trabalho, foi generalizado a noção de t-conormas, negação
fuzzy e implicação fuzzy para a representação da teoria intervalar, e também foi
introduzido a forma canônica de obter os conectivos fuzzy para a versão intervalar,
mostrando que esses conectivos preservam as propriedades dos conectivos fuzzy.

2. T-normas e T-normas Intervalares

A norma triangular, ou também conhecida como t-norma, é uma operação binária
utilizada geralmente para representar o operador and, ou a intersecção.

Definição 2.1 (T-norma). Uma t-norma é uma função T : [0, 1]2 → [0, 1] que é:
Simétrica, Associativa, Monotônica e 1 é um elemento neutro [13, 20].

Seja I[0, 1] = {[a, b] | 0 ≤ a ≤ b ≤ 1} o conjunto dos intervalos entre 0 e 1.
Será usado por convenção que X ∈ I[0, 1] então X = [xi, xs]. Sendo posśıvel definir
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diversas ordens parciais em I[0, 1]. As duas mais conhecidas são a dada por Kulisch
e Miranker em [12]:

X ≤ Y se e somente se xi ≤ yi e xs ≤ ys

e a ordem de inclusão dada por Moore em [17]:

X ⊆ Y se e somente se yi ≤ xi e xs ≤ ys.

Seja ∆ ⊆ I[0, 1]. O supremo de ∆, com respeito à ordem de Kulisch-Miranker é

sup(∆) = [sup{xi | X ∈ ∆}, sup{xs | X ∈ ∆}].
Os especialistas podem descrever suas incertezas com graus de pertinências pre-

cisos, mas como dizer, por exemplo, que o grau de pertinência de uma pessoa
pertence ao conjunto dos altos é

√
0.2. Assim, o mais correto seria usar intervalos

como graus de pertinências. Portanto, a noção de t-norma deve ser estendida para
intervalos.

Definição 2.2 (T-norma intervalar). Uma função IT : I[0, 1]2 → I[0, 1] é uma t-
norma intervalar se IT for simétrica, associativa, monotônica com respeito à ordem
de Kulisch-Miranker e à inclusão, e [1, 1] é um elemento neutro.

Proposição 2.1. Se T : [0, 1]2 → [0, 1] é uma t-norma real, então I[T ] : I[0, 1]2 →
I[0, 1] definida por

I[T ](X,Y ) = [T (xi, yi), T (xs, ys)]. (2.1)

é uma t-norma intervalar, denominada de t-norma intervalar derivada de T .

Demonstração: Por definição de intervalo, xi ≤ xs e yi ≤ ys, então pela mono-
tonicidade de T , temos que T (xi, yi) ≤ T (xs, ys). Logo, I[T ] está bem definida.

A seguir será provado que I[T ] é uma t-norma intervalar, ou seja, que satisfaz
as seguintes propriedades:

Simétrica: ∀X,Y ∈ I[0, 1]
I[T ](X,Y ) = [T (xi, yi), T (xs, ys)]

= [T (yi, xi), T (ys, xs)]
= I[T ](Y,X).

Associativa: ∀X,Y,Z ∈ I[0, 1]
I[T ](X, I[T ](Y,Z)) = I[T ](X, [T (yi, zi), T (ys, zs)])

= [T (xi, T (yi, zi)), T (xs, T (ys, zs))]
= [T (T (xi, yi), zi), T (T (xs, ys), zs)]
= I[T ]([T (xi, yi), T (xs, ys)], Z)
= I[T ](I[T ](X,Y ), Z).

Monotônica: Se X ≤ Z e Y ≤ W então xi ≤ zi, xs ≤ zs, yi ≤ wi e ys ≤ ws.
Logo, T (xi, yi) ≤ T (zi, wi) e T (xs, ys) ≤ T (zs, ws). Assim, [T (xi, yi), T (xs, ys)] ≤
[T (zi, wi), T (zs, ws)] e portanto I[T ](X,Y ) ≤ I[T ](Z,W ).



142 Takahashi e Bedregal

Inclusão monotônica: Se X ⊆ Z e Y ⊆ W , então zi ≤ xi ≤ xs ≤ zs e wi ≤ yi ≤
ys ≤ ws. Por definição, I[T ](X,Y ) = [T (xi, yi), T (xs, ys)] e I[T ](Z,W ) =
[T (zi, wi), T (zs, ws)]. Logo, por monotonicidade de T , T (zi, wi) ≤ T (xi, yi) ≤
T (xs, ys) ≤ T (zs, ws). Portanto, I[T ](X,Y ) ⊆ I[T ](Z,W ).

Elemento Neutro: ∀X ∈ I[0, 1],
I[T ](X, [1, 1]) = [T (xi, 1), T (xs, 1)]

= [xi, xs]
= X.

3. T-conormas e T-conormas Intervalares

Uma t-conorma é uma implementação da união, ou do operador or.

Definição 3.1 (T-conorma). Uma conorma triangular (t-conorma ou co-norma),
é uma função S : [0, 1]2 → [0, 1] que é: Simétrica, Associativa, Monotônica e 0 é
um elemento neutro [13, 20]:

Seja T uma t-norma, então,

ST (x, y) = 1 − T (1 − x, 1 − y) (3.1)

é uma t-conorma, denominada de t-conorma derivada de T .
A t-conorma intervalar é uma extensão da t-conorma.

Definição 3.2 (T-conorma intervalar). Uma função IS : I[0, 1]2 → I[0, 1] é
uma t-conorma intervalar se IS for simétrica, associativa, monotônica, e [0, 0] é
um elemento neutro.

Proposição 3.1. Se S : [0, 1]2 → [0, 1] é uma t-conorma, então I[S] : I[0, 1]2 →
I[0, 1] definida por

I[S](X,Y ) = [S(xi, yi), S(xs, ys)] (3.2)

é uma t-conorma intervalar, denominada de t-conorma intervalar derivada da t-
conorma S.

Demonstração: Análoga à prova da proposição 2.1.

Proposição 3.2. Seja IT uma t-norma intervalar. Então SIT : I[0, 1]2 → I[0, 1]
definida por

SIT (X,Y ) = [1, 1] − IT ([1, 1] − X, [1, 1] − Y ) (3.3)

é uma t-conorma intervalar, denominada de t-conorma intervalar derivada de IT

Demonstração: A seguir, será provado que SIT satisfaz as seguintes propriedades
de t-conorma intervalar.
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Simétrica: ∀X,Y ∈ I[0, 1]
SIT (X,Y ) = [1, 1] − IT ([1, 1] − X, [1, 1] − Y )

= [1, 1] − IT ([1, 1] − Y, [1, 1] − X)
= SIT (Y,X).

Associativa: ∀X,Y,Z ∈ I[0, 1]
SIT (X,SIT (Y,Z))= SIT (X, [1, 1] − IT ([1, 1] − Y, [1, 1] − Z))

= [1, 1] − IT ([1, 1] − X, [1, 1] − ([1, 1] − IT ([1, 1] − Y, [1, 1] − Z)))
= [1, 1] − IT ([1, 1] − X, IT ([1, 1] − Y, [1, 1] − Z))
= [1, 1] − IT (IT ([1, 1] − X, [1, 1] − Y ), [1, 1] − Z)
= [1, 1] − IT ([1, 1] − ([1, 1] − IT ([1, 1] − X, [1, 1] − Y )), [1, 1] − Z)
= SIT ([1, 1] − IT ([1, 1] − X, [1, 1] − Y ), Z)
= SIT (SIT (X,Y ), Z).

Monotônica: Se X ≤ Z e Y ≤ W então [1, 1] − X ≤ [1, 1] − Z e [1, 1] − Y ≤
[1, 1] − W . Logo, por monotonicidade de IT , IT ([1, 1] − X, [1, 1] − Y ) ≤
IT ([1, 1]−Z, [1, 1]−W ). Portanto, [1, 1]− IT ([1, 1]−X, [1, 1]− Y ) ≤ [1, 1]−
IT ([1, 1] − Z, [1, 1] − W ). Assim, SIT (X,Y ) ≤ SIT (Z,W ).

Inclusão monotônica: Se Se X ⊆ Z e Y ⊆ W então [1, 1] − X ⊆ [1, 1] − Z e
[1, 1]−Y ⊆ [1, 1]−W . Logo, por monotonicidade de IT , IT ([1, 1]−X, [1, 1]−
Y ) ⊆ IT ([1, 1] − Z, [1, 1] − W ). Portanto, [1, 1] − IT ([1, 1] − X, [1, 1] − Y ) ⊆
[1, 1] − IT ([1, 1] − Z, [1, 1] − W ). Assim, SIT (X,Y ) ⊆ SIT (Z,W ).

Elemento Neutro: ∀X ∈ I[0, 1],
SIT (X, [0, 0]) = [1, 1] − IT ([1, 1] − X, [1, 1] − [0, 0])

= [1, 1] − IT ([1, 1] − X, [1, 1])
= [1, 1] − ([1, 1] − X)
= X.

A seguir será provado que as construções de t-conormas intervalares à partir
de t-conormas são derivadas de uma t-norma, corresponde com a de t-conorma
intervalar derivada da t-norma intervalar obtida à partir da t-norma. Ou seja, que
o seguinte diagrama

T
2.1

//

3.1

��

IT

3.3

��

S
3.2

// IS

comuta.

Teorema 3.1. Seja T uma t-norma real, então I[ST ] = SI[T ].
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Demonstração:
I[ST ](X,Y ) = [ST (xi, yi), ST (xs, ys)]

= [1 − T (1 − xi, 1 − yi), 1 − T (1 − xs, 1 − ys)]
= [1, 1] − [T (1 − xs, 1 − ys), T (1 − xi, 1 − yi)]
= [1, 1] − I[T ]([1 − xs, 1 − xi], [1 − ys, 1 − yi])
= [1, 1] − I[T ]([1, 1] − X, [1, 1] − Y )
= SI[T ](X,Y ).

4. Implicação e Implicação intervalar

O operador de implicação é utilizado para modelar regras de inferência do tipo se
<premissa> então <conclusão>.

Definição 4.1 (Implicação). Uma função P : [0, 1]2 → [0, 1] é uma função de
implicação se a função satisfaz as seguintes propriedades, ver em [2, 13, 5, 9, 7]:

P1: Se x ≤ z implica que P (x, y) ≥ P (z, y), ∀x, y, z ∈ [0, 1].

P2: Se y ≤ z implica que P (x, y) ≤ P (x, z), ∀x, y, z ∈ [0, 1].

P3: P (0, y) = 1, ∀y ∈ [0, 1].

P4: P (x, 1) = 1, ∀y ∈ [0, 1].

P5: P (1, 0) = 0.

Seja T uma t-norma. Então a função definida por

PT (x, y) = sup{z | T (x, z) ≤ y},∀x, y, z ∈ [0, 1] (4.1)

é uma implicação, conhecida como R-implicação associada a T ou residuo de T .

Definição 4.2 (Implicação intervalar). Uma função IP : I[0, 1]2 → I[0, 1] é
uma implicação intervalar se ∀X,Y,Z ∈ I[0, 1], IP satisfazer as propriedades:

IP1: Se X ≤ Z então IP (X,Y ) ≥ IP (Z, Y ).

IP2: Se Y ≤ Z então IP (X,Y ) ≤ IP (X,Z).

IP3: Se W ⊆ Y e X ⊆ Z então IP (W,X) ⊇ IP (Y,Z).

IP4: IP ([0, 0], Y ) = [1, 1].

IP5: IP (X, [1, 1]) = [1, 1].

IP6: IP ([1, 1], [0, 0]) = [0, 0].
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Proposição 4.1. Se P : [0, 1]2 → [0, 1] é uma implicação real, então I[P ] :
I[0, 1]2 → I[0, 1] definida por

I[P ](X,Y ) = [P (xs, yi), P (xi, ys)] (4.2)

é uma implicação intervalar, denominada de implicação intervalar derivada da im-
plicação P .

Demonstração: Por definição de intervalo, IP (X,Y ) está bem definida, pois,
P (xs ≤ yi) ≤ P (xi ≤ xi) ≤ P (xi ≤ ys).

Sejam X,Y,Z,∈ I[0, 1].

IP1: Se X ≤ Z então, por P1, P (xs, yi) ≥ P (zs, yi) e P (xi, ys) ≥ P (zi, ys) então
I[P ](X,Y ) ≥ I[P ](Z, Y ).

IP2: Se Y ≤ Z então, por P2, P (xs, yi) ≤ P (xs, zi) e P (xi, ys) ≤ P (xi, zs) então
I[P ](X,Y ) ≤ I[P ](Z, Y ).

IP3: Se W ⊆ Y e X ⊆ Z então, por P2, P (ws, xi) ≥ P (ws, zi) e por P1,
P (ws, zi) ≥ P (ys, zi). Logo, P (ws, xi) ≥ P (ys, zi)]. Analogamente, por P2,
P (wi, xs) ≤ P (wi, zs) e por P1, P (wi, zs) ≥ P (yi, zs). Então, I[P ](W,X) ⊆
I[P ](Y,Z).

IP4: I[P ]([0, 0], Y ) = [P (0, yi), P (0, ys)] = [1, 1].

IP5: I[P ](X, [1, 1]) = [P (xs, 1), P (xi, 1)] = [1, 1].

IP6: I[P ]([1, 1], [0, 0]) = [P (1, 0), P (1, 0)] = [0, 0].

Proposição 4.2. Seja IT uma t-norma intervalar. Então IPIT : I[0, 1]2 → I[0, 1]
definida por

IPIT (X,Y ) = sup{Z ∈ I[0, 1] | IT (X,Z) ≤ Y } (4.3)

é uma implicação intervalar.

A seguir será provado que as construções implicação intervalar a partir de im-
plicações derivadas de uma t-norma, corresponde com a de implicação intervalar
derivada da t-norma intervalar obtida a partir da t-norma. Ou seja, que o seguinte
diagrama

T
2.1

//

4.1

��

IT

4.3

��

P
4.2

// IP

comuta.

Teorema 4.1. Seja T uma t-norma real, então I[PT ] = PI[T ]
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Demonstração: Note que claramente o conjunto {Z ∈ I[0, 1] | [T (xi, zi), T (xs, zs)]
≤ Y } é dirigido com respeito à ordem de Kulisch-Mikranker. Assim,
PI[T ](X,Y ) = sup{Z ∈ I[0, 1] | I[T ](X,Z) ≤ Y }

= sup{Z ∈ I[0, 1] | [T (xi, zi), T (xs, zs)] ≤ Y }
= [sup{z ∈ [0, 1] | T (xs, z) ≤ yi}, sup{z ∈ [0, 1] | T (xi, z) ≤ ys}]
= [PT (xi, yi), P(xs, ys)]
= I[PT ].

5. Complemento e Complemento Intervalar

Na teoria dos conjuntos fuzzy temos o operador de complemento, ou negação fuzzy,
para interpretar o operador lógico de negação.

Definição 5.1 (Complemento). Uma função C : [0, 1] → [0, 1] é um complemento
se a função satisfaz as seguintes propriedades:

C1: C(0) = 1, C(1) = 0.

C2: Se x ≥ y então C(x) ≤ C(y), ∀x, y ∈ [0, 1].

Se C também satisfaz:

C3: C(C(x)) = x, ∀x ∈ [0, 1].

então é chamado de complemento forte.

O complemento intervalar é uma derivação do complemento dos conjuntos fuzzy,
satisfazendo suas propriedades e também da teoria intervalar.

Definição 5.2 (Complemento intervalar). Uma função IC : I[0, 1] → I[0, 1] é
um complemento intervalar se,

IC1: IC([0, 0]) = [1, 1] e IC([1, 1]) = [0, 0].

IC2: Se X ≥ Y então IC(X) ≤ IC(Y ), ∀X,Y ∈ I[0, 1].

IC3: Se X ⊆ Y então IC(X) ⊆ IC(Y ), ∀X,Y ∈ I[0, 1].

Um complemento intervalar IC é forte, se

IC4: IC(IC(X)) = X, ∀X ∈ I[0, 1].

Proposição 5.1. Se C : [0, 1] → [0, 1] é um complemento, então IC : I[0, 1] →
I[0, 1] definida por

I[C](X) = [C(xs), C(xi)] (5.1)

é um complemento intervalar, denominada de complemento intervalar derivado do
complemento C. Se C é um complemento forte então I[C] é um complemento
intervalar forte.

Demonstração: Segue o mesmo formato que a prova da proposição 2.1.
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6. Conclusões

Neste trabalho, foi apresentado extensões intervalares dos modelos fuzzy para os op-
eradores lógicos de conjunção, disjunção, implicação e negação. Ainda, foi mostrado
como as formas canônicas de se obter alguns desses operadores à partir da t-norma
são preservados pela construção intervalar.

A extensão proposta aqui para t-normas é diferente de outras generalizações
de t-normas para intervalos, tais como as definida por [23, 8]. A primeira exige
além destas propriedades que a função seja cont́ınua e estritamente monotônica
com respeito à ordem de Kulisch-Miranker, com o qual, nem toda t-norma real teria
uma t-norma intervalar que estendesse ela. A segunda exige que IT ([0, 1], [xi, xs]) =
[0, xs] e não requer que satisfaça a inclusão monotônica, entre outras propriedades.
Nesse trabalho, cada t-norma intervalar tem associado uma única t-norma, porém,
nem toda t-norma tem associada uma t-norma intervalar, com o qual, não é posśıvel
generalizar intervalarmente todas as interpretações fuzzy dos conectivos lógicos.

Assim, as generalizações aqui apresentadas demarcam o ińıcio de um estudo
sobre lógica fuzzy intervalar no sentido estreito [15], na qual as construções e con-
ceitos usuais para o caso pontual sejam estendidas, preservando o máximo posśıvel,
as relações entre eles.
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