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Resumo A légica fuzzy modela matematicamente a imprecisao da linguagem nat-
ural, utilizando graus de pertinéncias (valores entre 0 e 1), contudo, nem sempre
é simples especificar com precisdo esses graus de pertinéncias. Existem infinitas
formas de generalizar o comportamento dos conectivos légicos cldssicos (dlgebra
booleana) para valores no conjunto [0,1]. As t-normas, t-conormas, implicagoes e
complementos sdo operagoes sobre [0, 1] satisfazendo certas propriedades que gen-
eralizam os conectivos légicos de conjungao, disjuncgao, implicacao e negacao, re-
spectivamente, de forma a preservar algumas das propriedades da légica classica
desses conectivos.

Este trabalho consiste em introduzir uma generalizagdo de t-norma, t-conorma,
implicagdo e complemento, para o conjunto I = {[a,b] : 0 < a < b < 1}, chamados
de t-norma intervalar, t-conorma intervalar, implicacao intervalar e complemento
intervalar, de tal modo que, formas canénicas de se obter t-conorma intervalar,
implicagao intervalar e complemento intervalar a partir de uma t-norma intervalar
sejam preservados.

1. Introducgao

Na década de 60, Lotfi A. Zadeh em [22] propds a teoria dos conjuntos fuzzy, cuja
principal caracteristica é considerar um grau de pertinéncia (um valor no intervalo
[0,1]) para indicar o quanto uma informacao pertence a um certo conjunto. Assim,
na sua légica subjacente, isto é, a 1dgica fuzzy (LF), uma proposi¢do nao é simples-
mente verdadeira ou falsa, como na légica cldssica, mas pode ter graus de verdade
intermedidrios, tipicamente valores entre 0 (falso absoluto) e 1 (verdade absoluta).

Um sistema computacional inteligente que utiliza légica fuzzy, sistema fuzzy, é
eficiente para tratar com informagoes incertas [4], onde, as incertezas encontradas
na linguagem natural sao tratadas por graus de pertinéncias, ou seja, considerando,
por exemplo, um conjunto de pessoas “altas”, uma pessoa que possui 1,80 metro
de altura e outra que possui 1,78 metro de altura serao consideradas altas, porém,
a pessoa que possui 1,80 metro terd um grau de pertinéncia maior para o grupo
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de pessoas “altas” do que a outra pessoa deste conjunto. Contudo, a incorporagao
do conceito de “grau de verdade” ou grau de pertinéncia nem sempre é simples de
definir, por exemplo, um especialista é capaz de definir o grau de pertinéncia em
uma escala de 0 & 10 para uma determinada instrucdo, porém, dificilmente sera
capaz de definir o grau de pertinéncia para a mesma instrucao se for aumentado
essa escala para 0 & 100, ou seja, se for exigido uma maior precisao, possivelmente
a resposta nao seria tao precisa. Uma das alternativas pesquisadas é associar com
a matematica intervalar, cujo objetivo é obter um controle automético do erro
computacional e conseqiiéntemente tratar da imprecisao dos dados [17].

A matematica intervalar tem sido muito utilizada para representar dados in-
certos e/ou valores qualitativos, seja na computagdo cientifica e tecnoldgica, as-
sim como em inteligéncia artificial, processamento digital de imagens, entre outros
[1, 3, 14]. Assim, a matemdtica intervalar aliada com a teoria fuzzy permite, em
principio, tratar tanto com a incerteza quanto com a imprecisao, seja no controle au-
tomatico do erro computacional, tratando da imprecisao dos valores de entrada ou
nos erros de arredondamento e/ou truncamento causados durante o processamento
computacional [21, 6, 11, 19, 10]. Para a modelagem da incerteza e imprecisao de
uma informacao com respeito a uma determinada propriedade tem sido usado subin-
tervalos de [0, 1] para atribuir valores verdades as proposigoes fuzzy. Esta extensao
da LF é conhecida como légica fuzzy valorada intervalarmente ou simplesmente
légica fuzzy intervalar (LFI).

Existem muitas formas de estender os conectivos proposicionais classicos para
o conjunto [0, 1], porém, nem sempre essas extensdes preservam as propriedades
16gicas dos conectivos cldssicos. As normas triangulares, ou simplesmente t-normas,
foram introduzidas por Menger [16] e, Schweizer e Skar [18] deram uma axiomatica
para as t-normas. A nogao de t-normas e t-conormas conhecidas foram modeladas a
partir dos conectivos de conjuncao e disjungao, respectivamente. Qutros conectivos
proposicionais fuzzy sao gerados através desses axiomas, desde que, exista uma
ligagao forte entre esses conectivos proposicionais fuzzy, sendo possivel obter de
forma canonica uma implicacao fuzzy a partir de uma t-norma, ou uma negacgao
fuzzy a partir de uma implicacao [5].

Varias generizagoes de t-normas para conjuntos intervalares sao encontradas na
literatura [8, 23]. Neste trabalho, foi generalizado a nogéo de t-conormas, negacao
fuzzy e implicacao fuzzy para a representacao da teoria intervalar, e também foi
introduzido a forma canoénica de obter os conectivos fuzzy para a versao intervalar,
mostrando que esses conectivos preservam as propriedades dos conectivos fuzzy.

2. T-normas e T-normas Intervalares

A norma triangular, ou também conhecida como t-norma, é uma operagao bindria
utilizada geralmente para representar o operador and, ou a intersecgao.

z

Definicao 2.1 (T-norma). Uma t-norma é uma fungdo T : [0,1]* — [0,1] que é:
Simétrica, Associativa, Monoténica e 1 é um elemento neutro [13, 20].

Seja 1[0,1] = {[a,b] | 0 < a <b < 1} o conjunto dos intervalos entre 0 e 1.
Sera usado por convengao que X € 1[0, 1] entdo X = [z;, z]. Sendo possivel definir
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diversas ordens parciais em I[0, 1]. As duas mais conhecidas sao a dada por Kulisch
e Miranker em [12]:

X <Y seesomente se x; <y; e x5 < Ys

e a ordem de inclusdo dada por Moore em [17]:

X CY seesomente se y; <x; e x5 < Ys.

Seja A C I]0,1]. O supremo de A, com respeito a ordem de Kulisch-Miranker é

sup(A) = [sup{z; | X € A},sup{zs | X € A}].

Os especialistas podem descrever suas incertezas com graus de pertinéncias pre-
cisos, mas como dizer, por exemplo, que o grau de pertinéncia de uma pessoa
pertence ao conjunto dos altos é v/0.2. Assim, o mais correto seria usar intervalos
como graus de pertinéncias. Portanto, a nogao de t-norma deve ser estendida para
intervalos.

Definicao 2.2 (T-norma intervalar). Uma funcdio IT :1]0,1]? — 1[0, 1] € uma t-
norma intervalar se I'T for simétrica, associativa, monoténica com respeito a ordem
de Kulisch-Miranker e & inclusao, e [1,1] é um elemento neutro.

Proposigao 2.1. Se T : [0,1]? — [0,1] é uma t-norma real, entdo I[T) : 1[0,1]?
I[0, 1] definida por

ITYX,Y) = [T(z,y:), T(2s, ys)]- (2.1)
€ uma t-norma intervalar, denominada de t-norma intervalar derivada de T .

Demonstragao: Por definigdo de intervalo, z; < x, e y; < ys, entdao pela mono-
tonicidade de T', temos que T'(x;,y;) < T(xs,ys). Logo, I[T] estd bem definida.

A seguir serd provado que I[T] é uma t-norma intervalar, ou seja, que satisfaz
as seguintes propriedades:

Simétrica: VX,Y € I|0, 1]
I[T](va) = [T(-Tiayi)vT(xSays)]
= [T(yi, i), T(ys, zs)]
T X).

Associativa: VX,Y, Z € [|0, 1]

IT(XITNY, 2)) = ITIX,[T(yi 2), T(ys, 25)])
T(xi, T(yi, 2:)), T(xs, T(ys, 25))]
T(T(xi,yi), z:), T(T(2s,Ys), 2s)]
% I

)\u\.

[ (xhyz) (xmys)}vz)
TI([T)(X.Y), Z).

Monotoénica: Se X < ZeY < W entao x; < z;, s < 25, ¥; < w; € Ys < ws.

Logo, T'(z;,yi) < T(zi, w;) e T(xs,ys) < T(zs,ws). Assim, [T'(z;, i), T(2s,ys)] <

[T(zi, w;), T(zs,ws)] e portanto I[T)(X,Y) < I[T|(Z,W).
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Inclusao monoténica: Se X C ZeY C W entao z; <z; < x5 < zsew; <y,
ys < ws. Por defini¢do, IT)(X,Y) = [T(zi,v:), T (zs,ys)] € I[T)(Z,W)
[T(zi, w;), T(zs, ws)]. Logo, por monotonicidade de T, T'(z;, w;) < T(x;,y;)
T(zs,ys) < T(zs,ws). Portanto, I[T|(X,Y) C I[T|(Z,W).

IA A

Elemento Neutro: VX € I[0,1],
IT)X,[1,1]) = {T(Ii,]l)’T(Is,l)]
- x

3. T-conormas e T-conormas Intervalares

Uma t-conorma é uma implementacao da uniao, ou do operador or.

Definigao 3.1 (T-conorma). Uma conorma triangular (t-conorma ou co-norma,),
é uma fungdo S : [0,1]*> — [0,1] que é: Simétrica, Associativa, Monoténica e 0 é
um elemento neutro [13, 20]:

Seja T uma t-norma, entao,

Sr(z,y)=1-T(1 —z,1—y) (3.1)

é uma t-conorma, denominada de t-conorma derivada de T
A t-conorma intervalar é uma extensao da t-conorma.

Definicao 3.2 (T-conorma intervalar). Uma funcio IS : 1[0,1]?> — 1[0, 1]
uma t-conorma intervalar se IS for simétrica, associativa, monotonica, e [0,0]

um elemento neutro.

é
é

Proposigao 3.1. Se S : [0,1]2 — [0,1] € uma t-conorma, entdo I[S] : 1]0,1]?> —
1[0, 1] definida por

I[S)(X,Y) = [S(z, yi), S(@s, ys)] (3.2)

é uma t-conorma intervalar, denominada de t-conorma intervalar derivada da t-
conorma S.

Demonstragao: Analoga a prova da proposicao 2.1. ]

Proposicao 3.2. Seja IT uma t-norma intervalar. Entdo Sir : 1]0,1]* — 1[0, 1]
definida por

Sir(X,Y) =[1,1] - IT([1,1] - X,[1,1] - Y) (3.3)
€ uma t-conorma intervalar, denominada de t-conorma intervalar derivada de IT

Demonstracao: A seguir, serd provado que Sy satisfaz as seguintes propriedades
de t-conorma intervalar.
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Simétrica: VX,Y € 1|0, 1]
Sir(X,Y) = [1,1]-1IT([1,1] — X,[1,1] = Y)
= [1,1]-IT(1,1] -Y,[1,1] — X)
= Sir(Y, X).

Associativa: VX,Y, Z € [[0, 1]

Sir(X, Sir(Y, Z)) = Sir(X, [1,1] = IT([1,1] - Y, [1,1] - Z))
=[1,1] = IT(1,1] - X, [1,1] — (1,1] = IT([1,1] = Y,[1,1] — Z)))
= [L 1] - IT([Ll] - XﬂI ([171] - Y7 [13 1] - ))
= [1, 1] — IT(IT([l, 1] - X, 171] -Y),[1, 1] - 2)
=[1,1] = IT([1,1] = ([1,1] = IT([1,1] = X, [1,1] = Y)),[1,1] — Z)
= Srr([1,1] = IT([1,1] = X, [1,1] = Y), 2Z)
= Sir(Sir(X,Y), Z)

Monoténica: Se X < ZeY < Wentdo [1,1] - X < [I,1]-Z e [1,1] =Y
[1,1] — W. Logo, por monotonicidade de IT, IT([1,1] — X,[1,1] = Y)
IT([ 1] - Z,[1,1] — W). Portanto, [1,1] — IT([ 1]-X,[1,1]-Y) <[1,]]
IT([l7 11— Z,[1,1] = W). Assim, S[T(X, Y) < S’IT(Z, w).

[ IAIA

Inclusao monoténica: Se Se X C ZeY C Wentao [1,1] - X C [I,1]-Z e

[1,1]-Y C [1,1]—W. Logo, por monotonicidade de IT, IT([1, ] }(, 1] =
Y) C IT([1, } Z,[1,1] = W). Portanto, [1,1] — IT([1,1] — X,[1,1] = Y) C
1,1 - IT([1,1] - Z,[1,1] = W). Assim, S;r(X,Y) C SIT(Z7 w).
Elemento Neutro: VX € I[0, 1}

Sir(X,[0,0]) = [1,1] = IT([1,1] = X, [1,1] — [0,0])

= [L1] —I7([1,1] - X,[1,1])

= L= (1,1 - X)

= X.

|

A seguir serda provado que as construgoes de t-conormas intervalares & partir
de t-conormas sao derivadas de uma t-norma, corresponde com a de t-conorma
intervalar derivada da t-norma intervalar obtida a partir da t-norma. Ou seja, que
o seguinte diagrama

comuta.

Teorema 3.1. Seja T' uma t-norma real, entdo I[St] = Sqr).
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Demonstragao:

ISPI(XY) = [Sr(zi,i), Sr(ws,ys)]

[
= 1-TA—-2;1—y), 1 =T(1 —2x4,1—ys)]
= [L1]-[TA—-2s,1—ys), T(1— x5, 1 —y;)]
= [17” [ ]([1_1'571_:”1'}7[1_ysal_yi])
= [171} [ ]([1,1]—X, [171}_}/)
= Sim(X,Y).

4. Implicacao e Implicagao intervalar

O operador de implicacao é utilizado para modelar regras de inferéncia do tipo se
<premissa> entao <conclusao>.

Defini¢ao 4.1 (Implicagao). Uma funcio P : [0,1]?> — [0,1] é uma funcdo de
implicagdo se a fungdo satisfaz as segquintes propriedades, ver em [2, 13, 5, 9, 7]:

P1: Se z < z implica que P(z,y) > P(z,y), Vx,y,z € [0, 1].

P2: Se y < z implica que P(z,y) < P(z, z), Va,y, z € [0, 1].

P3: P(0,y) =1, Yy € [0, 1].

P4: P(z,1) =1, Vy € [0,1].

P5: P(1,0) = 0.

Seja T" uma t-norma. Entao a funcao definida por
Pr(z,y) =sup{z | T(z, z) < y},Vz,y,z € [0,1] (4.1)
é uma implicagao, conhecida como R-implicagao associada a T ou residuo de T.

Defini¢do 4.2 (Implicacdo intervalar). Uma funcdo IP : 1[0,1]*> — 1[0,1] ¢
uma implicacdo intervalar se VX,Y,Z € 1|0,1], IP satisfazer as propriedades:

IP1: Se X < Z entio IP(X,Y) > IP(Z,Y).

IP2: Se Y < Z entio IP(X,Y) < IP(X, Z).

IP3: Se W CY e X C Z entio IP(W,X) D IP(Y, Z).
IP4: IP([0,0],Y) = [1,1].

IP5: IP(X,[1,1]) = [1,1].

IP6: 1P([1,1],]0,0]) = [0,0].
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Proposigao 4.1. Se P : [0,1]> — [0,1] é uma implicagcdo real, entdo I[P] :
1[0, 1]? — 1[0, 1] definida por

IPI(X,Y) = [P(xs, i), P(2i,ys)] (4.2)

€ uma tmplicagao intervalar, denominada de implicacao intervalar derivada da im-
plicagao P.

Demonstragao: Por definigdo de intervalo, IP(X,Y’) estd bem definida, pois,
P(zs <y;) < P <) < Pw; <)
Sejam X,Y, Z, € I[0,1].

IP1: Se X < Z entdo, por P1, P(zs,v;) > P(zs,9:) € P(zi,ys) > P(zi,ys) entdo
1P(X.Y) > I[P(Z.Y).

IP2: Se Y < Z entdo, por P2, P(xs,y;) < P(xzs, %) e P(x;,ys) < P(x4, z5) entdo
1P(X.Y) < I[P(Z.Y).

IP3: Se W C Y e X C Z entao, por P2, P(ws,x;) > P(ws,z;) e por P1,
P(ws,25) > P(ys, ). Togo, Plws,:) > Plys, 21)]. Analogamente, por P2,
P(w;,zs) < P(w;, z5) e por P1, P(w;, zs) > P(yi,2s). Entéo, I[P](W,X) C
I[P|(Y, Z).

1P4: I[P]([0,0],Y) = [P(0,y;), P(0,y)] = [1,1].
IP5: I[P)(X,[1,1]) = [P(xs, 1), P(z:,1)] = [1, 1].
1P6: I[P|([1,1],0,0]) = [P(1,0), P(1,0)] = [0,0].

|

Proposigao 4.2. Seja IT uma t-norma intervalar. Entio IPrr : 1[0,1]* — I]0,1]
definida por

IPr(X,Y)=sup{Z € I[0,1] | IT(X,Z) <Y} (4.3)
€ uma implicagcdo intervalar.

A seguir serd provado que as construgoes implicacao intervalar a partir de im-
plicagoes derivadas de uma t-norma, corresponde com a de implicagao intervalar
derivada da t-norma intervalar obtida a partir da t-norma. Ou seja, que o seguinte
diagrama

comuta.

Teorema 4.1. Seja T' uma t-norma real, entio I[Pr] = Py
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Demonstragao: Note que claramente o conjunto {Z € 1[0,1] | [T(x4,2i), T(xs, 25)]
<Y} é dirigido com respeito & ordem de Kulisch-Mikranker. Assim,

= sup{Z €1[0,1] | [T(zi,2:),T(xs,25)] <Y}

= [Sup{z € [07 1] | T('IS’Z) < yi}’sup{z € [Ov 1} | T(xlvz) < ys}]
[Pr(xi, yi), P(ws,ys)]

= I[Pr].

5. Complemento e Complemento Intervalar

Na teoria dos conjuntos fuzzy temos o operador de complemento, ou negacao fuzzy,
para interpretar o operador légico de negagao.

Definicao 5.1 (Complemento). Uma fun¢ao C : [0,1] — [0, 1] € um complemento
se a fungao satisfaz as sequintes propriedades:

C1: C(0)=1, C(1)=0.
C2: Se x >y entio C(x) < C(y), Va,y € [0,1].
Se C' também satisfaz:
C3: C(C(x)) =z, Yz € [0,1].
entdo € chamado de complemento forte.

O complemento intervalar é uma derivagdo do complemento dos conjuntos fuzzy,
satisfazendo suas propriedades e também da teoria intervalar.

Definigao 5.2 (Complemento intervalar). Uma fungdo IC : 1[0, 1] — 1]0,1] é
um complemento intervalar se,

IC1: 1C(]0,0]) = [1,1] e IC([1,1]) = [0,0].

1C2: Se X > Y entio IC(X) < IC(Y), ¥X,Y € I[0,1].

[C3: Se X C Y entdo IC(X) C IC(Y), ¥X,Y € I[0,1].

Um complemento intervalar IC' € forte, se

1Cy: IC(IC(X)) = X, ¥X € 1[0, 1].
Proposicao 5.1. Se C : [0,1] — [0,1] € um complemento, entio IC : I[0,1] —
1[0,1] definida por

I[CN(X) = [C(xs), C(w:)] (5-1)

é um complemento intervalar, denominada de complemento intervalar derivado do
complemento C. Se C é um complemento forte entio I[C] é um complemento
intervalar forte.

Demonstragao: Segue o mesmo formato que a prova da proposicao 2.1. [ ]
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6. Conclusoes

Neste trabalho, foi apresentado extensoes intervalares dos modelos fuzzy para os op-
eradores logicos de conjuncao, disjuncao, implicacao e negacao. Ainda, foi mostrado
como as formas candnicas de se obter alguns desses operadores a partir da t-norma
sao preservados pela construgao intervalar.

A extensao proposta aqui para t-normas é diferente de outras generalizagoes
de t-normas para intervalos, tais como as definida por [23, 8]. A primeira exige
além destas propriedades que a funcao seja continua e estritamente monotonica
com respeito a ordem de Kulisch-Miranker, com o qual, nem toda t-norma real teria
uma t-norma intervalar que estendesse ela. A segunda exige que IT([0, 1], [x;, zs]) =
[0, 25] e ndo requer que satisfaga a inclusdo monotoénica, entre outras propriedades.
Nesse trabalho, cada t-norma intervalar tem associado uma tnica t-norma, porém,
nem toda t-norma tem associada uma t-norma intervalar, com o qual, nao é possivel
generalizar intervalarmente todas as interpretagoes fuzzy dos conectivos 1égicos.

Assim, as generalizagoes aqui apresentadas demarcam o inicio de um estudo
sobre légica fuzzy intervalar no sentido estreito [15], na qual as construgdes e con-
ceitos usuais para o caso pontual sejam estendidas, preservando o maximo possivel,
as relacoes entre eles.
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