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A Equacao da Onda-imagem para Remigracao na
Profundidade em Meios Elipticamente Anisotropicos
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Resumo. A imagem de um refletor sismico muda de posicdo na profundidade
quando remigrada sob variacdo do modelo de velocidade. Esta “propagagao” pode
ser descrita por meio de uma equagao diferencial parcial de segunda ordem se-
melhante & equagao da onda actstica. Neste trabalho, levamos a dedugao desta
chamada equagao da onda-imagem para meios elipticamente isotrépicos, utilizando
as propriedades geométricas do problema da remigracao sismica. Como no caso
isotropico, a dedugao utiliza uma metodologia que aplica a teoria dos raios padrao
em ordem reverse. O objetivo é a construcao de imagens do subsolo que correspon-
dem a diferentes graus de anisotropia do meio, utilizando a propagagéo da imagem
ao invés de multiplas migragoes.

1. Introducao

Neste trabalho levamos a deducao da equacao da onda imagem para o problema de
remigragao na profundidade, anteriormente desenvolvida em meios isotrdpicos [2, 4],
para meios com anisotropia eliptica. O resultado é uma equacao diferencial parcial
de segunda ordem semelhante & equagao da onda acustica. A dedugdo emprega, em
ordem reversa, a metodologia desenvolvida na aplicacao da teoria dos raios para a
equagdo onda (veja, por exemplo, [1]).

O problema da remigragao provém do processamento sismico e o seu objetivo é
a construcao de uma nova imagem do subsolo a partir de uma imagem obtida ante-
riormente pelo processo de migragao, utilizando outros parametros do meio [5]. Por
migracao se conhece, na geofisica, o processo que tem como objetivo a reconstrugao
de uma imagem das camadas geoldgicas no subsolo a partir da imagem distorcida no
tempo, obtida mediante um levantamento sismico, i.e., mediante geracao de ondas
no subsolo e registro do movimento resultante das particulas da superficie da terra.
Para a realizagao da migracao é necessario conhecer um modelo das velocidades de
propagagao das ondas no subsolo, as chamadas velocidades de migracgao.

Porém, o modelo de velocidade usado para a primeira migracao, geralmente nao
é perfeito, resultando em uma imagem incorreta. Esta, por sua vez, pode fornecer
informacoes que permitem a atualizacao do modelo de velocidade. Alternativamente,
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é interessante possuir um leque de imagens referentes a diferentes modelos de ve-
locidade, para escolher entre eles o geologicamente mais fidedigno ou aquele que
melhor coincide com informagoes adicionais, tais como medidas em pocos na area.

Desta forma, torna-se necessdria a >
construcao de uma nova imagem do sub- x

solo referente a um modelo atualizado.
Esta nova imagem pode ser construida
mediante uma nova migracao dos dados 31
originais ou pelo processo de remigracao to
z I3
@

[2, 4, 5]. Para esta atualizagio, foram su-
geridos na literatura operadores diferen-
ciais [2, 4] e integrais [5]. Jaya [6] es-
tudou os primeiros e apresentou as pri-
meiras aplicagoes praticas em dados re-
ais. Baseado na equacao diferencial de
Fomel [2], Hubral et al. [4] observaram
que as novas imagens de um refletor
(i.e., uma fronteira entre camadas geoldgi- Vg
cas) para diferentes modelos de velocida-
de de migracdo comportam-se de maneira Yz U3
analoga & propagacao de frentes de onda. (0)
Para entender melhor a analogia com a
propagacao de uma onda, veja a Figura 1.
Na Figura 1(a) podemos ver, esquema-
ticamente, como uma frente de onda se
propaga. A mesma frente de onda é mos-
trada em trés instantes de tempo diferentes. Por outro lado, vemos na Figura 1(b)
trés imagens migradas diferentes de um mesmo refletor sismico, obtido com trés
modelos de velocidade de migragao diferentes. Se compararmos a situagao com a
Figura 1(a), ndo é dificil aceitar que pode ser, conceitualmente, entendida como
uma “onda se propagando”. Neste caso é a imagem de um refletor sismico que
“propaga”. Hubral et al. [4] deram a este fendmeno o nome de “onda-imagem”.
Da mesma forma que a Figura 1 (a) mostra trés frentes de onda em trés instantes
do tempo, a Figura 1(b) mostra a frente da onda-imagem de trés “instantes de
velocidade de migracao”. A varidavel de propagacao, que no caso da propagacao de
ondas fisicas é representada pelo tempo, é, no caso das ondas-imagem, a velocidade
de migracao.

i

U1

\

Figura 1: (a) Frentes de onda se propa-
gando em trés instantes de tempo difer-
entes. (b) Ondas-imagem em trés ve-
locidades de migragao diferentes.

Os trabalhos citados acima estudam a propagacgao da onda-imagem em funcao
do valor da velocidade de migragdo (considerada a mesma no modelo inteiro).
Aqui estamos interessados na remigragdo em meios elipticamente anisotrépicos, sob
variacdo do parametro de anisotropia. Definimos o parametro de elipticidade do
meio como a razao entre os quadrados das velocidades na vertical e na horizontal.
Chamamos este pardmetro de ¢. Nosso objetivo é estudar a variacao da imagem do
refletor em funcao da variacao deste parametro . Em outras palavras, ¢ assume
o papel da varidvel de propagagao para a onda-imagem em meios elipticamente
anisotropicos.
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2. Deducao da Onda-imagem

Nesta segcao descrevemos a propagacao da onda-imagem como uma funcao da ani-
sotropia do meio. Para tal, estudamos como um ponto isolado em uma imagem de
um refletor se comporta quando a elipticidade do meio varia. Esta situacao pode
ser entendida de maneira andloga a propagacao de uma onda de Huygens a partir
de uma fonte secunddria pontual. Esta descreve como um ponto isolado em uma
frente de onda se comporta quando o tempo varia.

Deduzimos a equacao da onda-imagem empregando a metodologia desenvolvida
na aplicacdo da teoria dos raios para a equacdo onda [1]. Tal metodologia estd
resumida abaixo. A idéia é separar a onda em suas partes cinemdtica e dinamica,
i.e., tempo de transito e amplitude. Assim, a partir da equagdo onda, pode ser
encontrada a equacao iconal que descreve a cinematica da onda, isto €, a localizagao
das frentes de onda. O procedimento se baseia na equagao da onda acuistica

1
Paz + Pzz = —5Pit. (2.1)

Uma solugao aproximada da equacao acima é obtida utilizando a candidata da
teoria dos raios,

p(x,z,t) = polz, 2) fIt — T(x, 2)]. (2.2)

Aqui, f(t) é um pulso de mdxima freqiéncia supostamente fixo. As quantidades
po(z, z) e T(z,z) representam o fator de amplitude e tempo de transito da onda.
A candidata (2.2) é uma aproximagao da solugao da equacao (2.1) em meios fraca-
mente heterogéneos, onde o pulso pode mudar vagarosamente sua forma e amplitude
ao longo de uma frente da onda ¢ = T'(x, z). Sugerimos ao leitor interessado neste
assunto procurar, por exemplo, o livro de Cerveny [1].

Derivando a candidata (2.2) duas vezes em relacdo x, z e t, e substituindo os
resultados na equagao (2.1), temos

Po (Ta? + TZQ - U_Q) " — [2(pOsz +pOsz) +p0(Tza: + Tzz)] f/ + (pOa::L’ +pOzz)f =0.
(2.3)

Para que a equacao (2.3) seja satisfeita para qualquer pulso f, cada coeficiente
das derivadas de f precisa zerar independentemente. A partir do coeficiente de f”’

temos a equagao iconal
1

T2 +72 = 5 (2.4)
A solugao desta equagao para a condicdo inicial de uma fonte pontual em (zg, zo)
no instante ty é a chamada onda de Huygens, t = T(z, o, 20). Ela representa a
localizagao z(z,t) da onda como o resultado de uma fonte pontual secundaria em
(0, 20). Tais fontes secunddrias sdo excitadas a cada ponto de uma frente de onda
se propagando. Para outras condigoes iniciais, a equacio (2.4) descreve a cinemaética
de qualquer propagagao de ondas.

Correspondentemente, a equacao da onda-imagem em meios elipticamente aniso-
trépicos a ser determinada tem uma equagao iconal associada. Esta descreve a ci-
nemaética da propagagao onda-imagem, i.e., localiza as suas frentes de onda. Sua

solucao para uma fonte pontual pode ser chamada de onda-imagem de Huygens.
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Neste trabalho, ao contrario da ordem da abordagem acima, descrevemos primeira-
mente a onda de Huygens da onda-imagem. Posteriormente, obtemos a equagao
iconal por eliminacao das constantes da condicao inicial. Finalmente, estabelece-
mos a equacao onda-imagem, sendo ela a equagao diferencial parcial de segunda
ordem mais simples com a propriedade de que a metodologia acima possa ser nela
aplicada para reproduzir a equagao iconal associada.

2.1. Parametrizacao dos meios elipticamente anisotrépicos

Aqui estamos interessados na remigracao em meios elipticamente anisotrépicos.
Estes sao caracterizados por serem meios com simetria vertical. O seu tensor de
elasticidade, normalizado na densidade, é dado por uma matriz da forma

Ay A Ass 0 0 0
Aig A Ass 0 0 0
A A3 Az Aszz 0 0 0
0 0 0 Au 0 0 ’
0 0 0 0 Ay 0
0 0 0 0 0 Agg
com as restricoes
Az = A —2Ae,
(A3 + Ag)® = (A — Aga)(Asz — Aga).

Desta forma, um meio com tal anisotropia é descrito por quatro parametros elasticos
independentes.

Para fins de imageamento sismico, o parametro do meio mais importante é a
velocidade da propagacao de ondas. Adicionamos aqui uma pequena uma discussao
sobre a velocidade em meios com anisotropia eliptica. Mais detalhes sobre meios
com anisotropia eliptica podem ser encontrados em [3] ou [7]. Nestes meios, o vetor
velocidade de grupo da onda compressional ou quase-P (qP), ¥, é dado por

U= (%singb,O,%cosqﬁ) ,

onde ¢ é o angulo entre a normal a frente de onda e o eixo z, e

V= \/A11 sin® ¢ + Asz cos? ¢

é a velocidade de fase da onda.
Concluimos que o valor da velocidade de grupo varia com a dire¢ao de propagacao
de acordo com

(2.5)

A2, sin” ¢ + A2, cos? ¢ 2 297 1/2
113]] = v(6) = \/ 11 33 B |:bln 6  cos 9] ,

— +
Vv An Asz
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onde 6 é o angulo entre o vetor da velocidade de grupo ¥ e o eixo z, chamado de
angulo de propagacdo. A relagao entre ¢ e 6 é dada pela seguinte equacgao [7]

A

tanf = —L tan ¢.
Ass
Em funcao da anisotropia, as velocidades de propagacao de uma onda na vertical

e na horizontal sdo diferentes. Pela equacdo (2.5) podemos ver que as velocidades
nas diregoes vertical (0 = 0) e horizontal (¢ = 7/2) sdo

Uy = A33 e Vp = \/All-

2.2. Geometria do levantamento sismico

Analisamos a situagdo de um levantamento
sismico de afastamento nulo, onde o par coin-
cidente de fonte e receptor esta localizado na su-
perficie da terra (z = 0) no ponto S = (&,0)
(Figura 2).

Sendo x e z as coordenadas de um certo
ponto P no meio em questao e £ a sua distancia
da fonte S, tal que ¢? = (z — £)? + 22, o angulo
de propagacao de uma onda que propaga de
S = (£,0) até P = (z, 2), satisfaz

cosﬂz% e sin9:¥.
Para melhor visualizacao, veja a Figura 2.
Assim, obtemos a representagao alternativa
da velocidade de propagagao, que depende do
angulo de propagacao, em funcao das coorde-
nadas do ponto P

Figura 2: Representagao grafica
do raio conectando a fonte S em
(£,0) e o ponto P = (x, z) no re-
fletor sismico.

v(z,z) =

2 2 7-1/2

e B ] L I T
A Ass

onde introduzimos o parametro ¢ = As3/A11 = v2/v3.

Com os resultados desta pequena discussao sobre a velocidade de propagacao
nesses meios em funcao da direcao, podemos descrever o tempo de transito T da
onda emitida e registrada em S = (&, 0) e refletida em P. A partir da férmula para
a velocidade, sabemos que o tempo que uma onda leva quando parte de uma fonte
e chega em um receptor no mesmo ponto da fonte, é

20 2

T(&a,2) = = — [p(z — ) +#%]

1/2
v(x,2) vy, '

(2.7)

O fator 2 se deve & observagao na equagao (2.5) que v(f) = v(f + 7), que implica
que o tempo para a onda chegar ao ponto no refletor é o mesmo do ponto no refletor
ao detector.
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2.3. Remigracao

A remigragao tenta estabelecer uma relagao entre dois meios de propagagao de ondas
sismicas, tais que os levantamentos sismicos resultariam nos mesmos dados. Um
destes meios representa o modelo de velocidade errado usado originalmente para
a migracdo. O outro representa o modelo atualizado no qual a nova imagem do
refletor precisa ser construida.

Supomos que a migracao original tenha sido realizada com um modelo carac-
terizado pela mesma velocidade vertical v,, mas uma outra elipticidade ¢g. Neste
meio, o mesmo tempo T' da equagdo (2.7), consumido por uma outra onda refletida
em outro ponto Py = (xg, 20) é dado por

14
T(& %0, 20) = ﬁ = % [po(zo — €)% + 23]1/2- (2.8)

A Figura 3(a) mostra o (q)
tempo descrito pela equagao
(2.8) para um conjunto realistico  — \/
de parametros (xg, 20,0, Vy)- - 08
Adotamos a convengao de cha-
mar o meio com elipticidade ¢

de meio M, e o meio com elip-
ticidade o de meio Mj.

Onda-imagem de Huygens:
Para deduzirmos a equagao
da onda-imagem, seguimos a
metodologia proposta em [4]. ) 05

15 2

1
Primeiramente, queremos achar X [km]
todos o pontos P = (x,z) no Figura 3: (a) Gréfico do tempo descrito pela

meio M tais que o seu tempo de equagao (2.8) com xg = 1 km, zg = 1 km, g =
reflexdo, descrito pela equagdo 0.2, ¢ = 0.8 ¢ v, = 2.5 km/s. (b) Familia de cur-
(2.7), seja igual ao tempo de vasdada pelaequagao (2.9) com zg =1 km, 2o =
reflexdo (2.8) do ponto Py = 1km, p9 = 0.2 e ¢ = 0.8 ¢ 0 parametro £ assu-
(z0,20) no meio My. Em ou- mindo os valores 0.4 km, 0.8 km, 1.2 km e 1.6 km.
tras palavras, estamos interes-

sados em localizar a chamada onda de Huygens para esta propagagao da onda-
imagem, i.e., o local da imagem z(z) no “instante” ¢, que se “originou” no “ins-
tante” ¢g no ponto Py. Para tal, igualamos os tempos T das equagoes (2.7) e (2.8),
resultando em

F(z,2,¢¢) = oz — &>+ 2> — oo — £)* — 25 = 0. (2.9)

Esta equagao representa uma familia de curvas z(x; §) que, para um ¢ fixo, conecta
todos o pontos P no meio M que possuem o mesmo tempo de reflexao T'(§; x, 2)
que Py no meio My. Na Figura 3(b) vemos quatro curvas obtidas da equacao (2.9)
para diferentes valores de €.
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O conjunto de pontos P tais que T'(§;x, z) é igual a T(&;xo, 29) para todo £ é
dado pelo envelope desta familia de curvas z(x;&). Esta curva é a mencionada onda
de Huygens da onda-imagem, uma vez que ela representa a imagem no meio M do
ponto Py. Sabemos que a condicao de envelope da familia de curvas é

oF

o "

que, substituida na equagao (2.9), fornece a curva desejada. Derivando a equagao
(2.9) com relagdo a &, obtemos

—p(x =& +wo(ro—&) =0 = (©—w0) = r— Poxo.

Logo,
YT — PoTo axr — X o — QX
é‘ — — = 5 2.10
Gw) a1 1-a 210
onde a = ¢/pp. De (2.9), concluimos que
22 = po(wo — €)> + 25 — p(a — £)? (2.11)
e (2.10) fornece
2
(w0 — €2 = |wg - 20| = O4—2(35—150)27
1-—«a (1-a)?
zo —ax]’ 1
f— 2 = - —0 — = _— —_ 2
(x =& {:17 1o } (1_a)2(x Zo)~.
A substituicdo destas relagoes em (2.11) resulta em
a? 1
22 = Zg‘i’gﬁom(fx*xo)z 730(1_70{)2(3571'0)2
oz —20)°
que pode ser reescrito como
x —x0)?

A equacao acima descreve a localizagao da onda de Huygens da onda-imagem para
a condicdo inicial (g, z0;¢0). Veja a Figura 4(a) para vizualizar o formato do
envelope das curvas dadas pela equagao (2.9), ou seja, a onda-imagem de Huygens.
A Figura 4(b) mostra vérios destes envelopes para diferentes valores de .
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Equacao iconal: Para de-
duzirmos a equacgao iconal, pre-
cisamos eliminar as constantes
Zo, 20 € po da equagdo (2.13)
em favor de derivadas, para en-
tao podermos descrever a pro-
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pagacio da onda-imagem para 0 . [&m]

qualquer condi¢do inicial ar- (@) i ‘ 98
bitrdria. Para isso permitimos //" I 0
a ¢ variar, ou seja, substituimos & y Y

¢ = ®(z,z) na equagao (2.13), = 7 .
onde ®(z, 2) é o iconal da onda- X
imagem. Por diferenciacdo da 1157 ‘ ‘
equacao resultante, encontra- 0 0s X [Iim] Lo 2
mos uma equacao diferencial

para ® cuja solugao com as  Pigyra 4: (a) Gréafico da familia de curvas

condicoes iniciais (g, 20; @o) €
a equagao (2.13) resolvida por
. Tal equacgao diferencial se-
rd a equagao iconal da onda-
imagem.

Derivando a equagao (2.13)
em relacao a z, chegamos a

(2.9) com seu respectivo envelope (2.13), com os
parametros zog = 1 km, zg = 1 km, ¢9 = 0.2 e
» = 0.8. (b) Gréfico das ondas-imagem de Huy-
gens (2.13) com o pardmetro ¢ assumindo os val-
ores 0.8, 2.0, 4.0 e 10.

D3 (x — x0)?

— PP .
‘ (® — ®p)?

_¢Z
Y

A partir da igualdade acima, obtemos

f(x —x0)? _ 22

. 2.14
(P — D)2 D, ( )
Diferenciacao da equacao (2.13) em relagdo a x, resulta em
-1 O (x — 20)? 2(x — xo) —1[®, Do (z — o)
0= — |-®, 2" 2 4+ dPy— | = — | L2 420——— "~
22 @—d)2 05—, 2 |3, T o "o,
e, portanto,
(Pz - (P @0(1‘ —.7;0)
o, | D—-d, |’
Elevando esta expressdo ao quadrado e substituindo nela a equagao (2.14), obtemos
P2 P% 22 P2 207
P2 22 @, o2 20,

Simplificando a equagao acima, chegamos a equagao iconal da onda-imagem

(2.15)
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Equacao da onda-imagem: Agora queremos encontrar uma equagao diferencial
parcial tal que a equagao acima seja a equacao iconal associada. Para isso utilizamos
a candidata correspondente a teoria dos raios

p(xz,z,0) = polx, 2) flp — (z, 2)]. (2.16)

Derivando a candidata (2.16) duas vezes com respeito a z, temos

Pzz = pOzzf((P - (I)) - 2p0:zf/(90 - (b)q)z
00" (0 = @) (22)” = pof (0 — ) Pus . (2.17)

Correspondentemente, a derivada mista com respeito a z e ¢ é

Pz = pOZf/(QO - CI)) —pof”(@ - (I))(I)z . (2'18)

Aplicando a metodologia inversa das equagoes (2.1) até (2.4), e observando os
termos que multiplicam f”, devemos ter

2¢?
Pax + 7ngo =0, (2-19)

para que assim a substituigdo da candidata (2.16) possa reproduzir a equagao iconal
(2.15). Note que a equagao acima é a mais simples que tem a propriedade desejada.
Termos adicionais envolvendo as primeiras derivadas de p com respeito a x, z, ou
( nao alterariam a equacgao iconal associada e, portanto, também nao o comporta-
mento cinemético da solugao. Como estamos interessados neste momento somente
no comportamento cinematico correto da solucao, podemos entao optar por esta
forma mais simples. Chamamos a equagio (2.19) de equagdo da onda-imagem para
remigra¢do na profundidade em meios elipticamente anisotropicos.

3. Conclusao

A variagao da imagem de um refletor sismico sob mudancga do modelo de velocidade
pode ser entendida de maneira andloga & propagacao de uma onda [2, 4].

Neste trabalho, deduzimos uma equacao diferencial parcial de segunda ordem
que funciona como equacgao da onda-imagem para remigracao em profundidade em
meios elipticamente anisotrépicos sob a variacao do parametro de elipticidade. Estu-
damos a cinemética da onda-imagem nestes meios para deduzir a respectiva equagao
iconal. Invertendo a metodologia da teoria dos raios, esta nos fornece a desejada
equagao onda-imagem em tal meio.

A propagacao de uma imagem em funcdo do parametro de elipticidade é muito
desejavel na sismica, uma vez que a velocidade de migragao correta geralmente nao
é conhecida e migracoes com véarios valores dos pardmetros se tornam necessarias. O
objetivo da equacao da onda-imagem deduzida é possibilitar a determinacao de um
conjunto de imagens do subsolo correspondentes a diferentes valores do parametro
utilizando a equagao da onda-imagem ao invés de multiplas migragoes, com o intuito
de escolher entre elas a geologicamente mais fidedigna.
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Uma aplicagdo importante desta equagao surge quando o modelo usado para
a migracao inicial for um meio isotrdpico, i.e., quando nas condigoes iniciais tem-
se g = 1. E nesta situacao que a presente estratégia da remigracao por onda-
imagem se torna especialmente interessante, uma vez que a migracao em meios
isotropicos é um processo muito bem conhecido. Desta forma, podera-se aplicar
a um processo elaborado de migragao isotropica, seguido de uma remigracao por
onda-imagem para transformar a imagem migrada obtida em um meio isotrépico
em uma imagem referente a um meio anisotrépico. E importante observar, neste
contexto, que a equacdo (2.19) ndo depende explicitamente da velocidade vertical,
assim indicando seu potencial até em meios nao-homogéneos.

Agradecimentos
Os autores agradecem o apoio financeiro da CAPES, CNPq e aos patrocinadores
do consércio Wave Inversion Technology (WIT).

Abstract. The image of a seismic reflector changes position in depth when remi-
grated under variation of the velocity model. This “propagation” can be described
by means of a second-order partial differential equation similar to the acoustic wave
equation. In this work, we take the derivation of this so-called image-wave equation
to elliptically anisotropic media, utilizing the geometric properties of the seismic
remigration problem. Like in the isotropic case, the derivation uses a methodology
that amounts to a reverse application of standard ray theory. The aim is the con-
struction of subsurface images that correspond to different degrees of anisotropy by
means of an image propagation instead of multiple migrations.
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