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Utilizando Splines Cubicas Naturais para
Atenuacao de Erros no Posicionamento GPS?

D.B.M. ALVES? M. MENEGUETTE Jr.2 J.F.G. MONICO* FCT-UNESP, Campus
de Presidente Prudente, 19060-900 Presidente Prudente, SP, Brasil.

Resumo. O GPS (Global Positioning System) é um sistema de posicionamento
global e de radionavegacdo que tem como principal objetivo viabilizar o posiciona-
mento de baixa, média e alta precisdo. Mas as observaveis GPS estao sujeitas a
erros que degradam o posicionamento. Para atenuar os efeitos desses erros trabalhos
recentes tém utilizado o modelo semiparamétrico e o método dos minimos quadra-
dos (MMQ) com penalidades. No modelo semiparamétrico as varidveis estimadas
sao divididas em uma parte paramétrica, que é de interesse do usuario, e uma
parte nao-paramétrica (fungoes de erros que variam suavemente com o tempo).
Para tal modelo, utiliza-se o MMQ com penalidades. Essa técnica utiliza uma
spline cubica natural, cuja suavidade é determinada pelo parametro suavizador,
calculado pela validagao cruzada generalizada. Nesse método, os erros sao mode-
lados como fungbes que variam suavemente com o tempo. E mais, as fungoes de
erros sistematicos, ambigiiidades e coordenadas de interesse sao estimadas simul-
taneamente. Como resultado, as ambigiiidades e as coordenadas de interesse sdo
estimadas com melhor confianga e acuricia do que com o MMQ convencional.

1. Introducao

O GPS é um sistema de abrangéncia global que permite ao usudrio, em qualquer
local da superficie terrestre, ou préximo a ela, dispor de no minimo quatro satélites
para serem rastreados, sem necessidade de intervisibilidade entre as estacoes, e
independente das condigoes climaticas. Esse sistema tem como principal objetivo
viabilizar a navegacdo de baixa, média e alta precisao [13]. Além disso, o GPS
tem se tornado uma tecnologia extremamente 1til e inovadora para uma série de
atividades que necessitam de posicionamento.

No entanto, as observaveis GPS, que permitem determinar posigao, velocidade
e tempo, tal como todas as outras observaveis envolvidas nos processos de medidas,
estao sujeitas a erros aleatérios, sistematicos e grosseiros. Para obter resultados
confidveis, o modelo matematico estabelecido deve ser valido para a realidade fisica
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que se tenta descrever e ser capaz de detectar problemas nas observaveis utilizadas.
Dessa forma, todos os tipos de erros envolvidos no processo de medida devem ser
considerados.

Os erros aleatdrios s@o inevitaveis, sendo, portanto, considerados uma pro-
priedade inerente das observagoes [7]. Erros grosseiros (outliers) devem ser elimina-
dos através do processo de controle de qualidade [17]. Erros sistemdticos podem ser
parametrizados, isto é, modelados como parametros adicionais, ou eliminados por
téenicas apropriadas de observagao e/ou processamento. Erros sistemdticos podem
degradar a acuricia dos resultados [1].

Para atenuar os efeitos dos erros sistemaéticos e para melhorar a confiabilidade da
estimativa das coordenadas de interesse, estudos tém sido realizados no sentido de se
aplicar o método dos Minimos Quadrados com Penalidades (MMQ com penalidades)
[11], dentro do contexto do modelo semiparamétrico, usando uma spline ciibica
natural [9].

Nesse artigo, o MMQ com Penalidades e o modelo semiparamétrico sao utilizados
para atenuar erros sistematicos no posicionamento GPS. Além disso, é realizada uma
revisao tedrica dos principais aspectos envolvidos nesse tipo de processamento.

2. Erros Sistematicos

Erros sistematicos degradam a confiabilidade e acurédcia do posicionamento realizado
com o GPS. Dentre esses erros as principais fontes sao a refracao ionosférica e
troposférica, os erros nas érbitas dos satélites GPS e o multicaminho.

A ionosfera é um meio dispersivo para a faixa de freqiiéncia do GPS, no qual
o indice de refratividade é funcao da freqiiéncia utilizada. Além disso, a ionosfera
apresenta variagoes didrias, sazonais, geogréficas e de longo periodo [6], o que di-
ficulta sua modelagem. A troposfera é um meio nao dispersivo. Usualmente, as
componentes timida e hidrostética (seca) expressam a influéncia da troposfera nas
medidas GPS [16]. Os erros da ionosfera podem variar de poucos metros a dezenas
de metros, enquanto que na troposfera os erros no zénite estao geralmente entre
dois e trés metros [12].

Informacgoes sobre as érbitas dos satélites GPS podem ser obtidas através das
efemérides transmitidas pelos satélites ou das efemérides precisas fornecidas pelo
International GPS Service (IGS). A partir das efemérides sdo calculadas as posigdes
dos satélites GPS, normalmente, injuncionadas como fixas durante o processo de
ajustamento dos dados GPS. Assim, erros nas coordenadas dos satélites se propagam
para a posi¢gao do usudrio.

O multicaminho é o fené6meno pelo qual um sinal chega a antena do receptor por
caminhos multiplos, devido a reflexao. E causado, principalmente, por reflexdes do
sinal em superficies proximas ao receptor, tais como construgoes, carros, arvores,
colinas, etc [13]. Efeitos secundérios sido causados por reflexdes no préprio satélite e
durante a propagacao do sinal [10]. A magnitude dos erros depende da geometria do
cendrio que envolve as antenas, os satélites e os objetos refletores e da natureza do
material reflexivo [4]. O erro causado pelo multicaminho pode degradar a acuricia
das coordenadas em alguns centimetros [15].
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3. Splines Cibicas Naturais

Para se trabalhar com o ajustamento e interpolagao de fungoes, a aproximacgao por
polindémios é muito conveniente, uma vez que os polinémios tém varias propriedades
interessantes, dentre estas a de funcao analitica, que torna possivel calcular as
derivadas, de qualquer ordem, dos polinomios. Entretanto, a necessidade de muitas
derivadas da funcao que estd sendo aproximada por polinémios pode ser muito
restritiva [3].

Uma solugao para isso € a utilizagao de polinémios por partes, pois dessa forma
sao permitidas descontinuidades das derivadas de ordem mais elevadas em alguns
pontos. Essa caracteristica “pseudo analitica” confere as func¢bes polinomiais por
partes, chamadas splines, boas propriedades de aproximagcao, convergéncia e esta-
bilidade.

Matematicamente, dados os nimeros reais t1,...,t, em algum intervalo [a,b],
satisfazendo a < t; < t9 < ... < t, < b, uma fungdo g definida sobre [a,b] é uma
spline cubica se em cada intervalo (a,t1), (t1,t2), ..., (tn, b), g é um polinémio cibico
e a primeira e segunda derivadas sao continuas em cada t; e, portanto, continuas
no intervalo [a,b]. Uma spline ctbica sobre um intervalo [a, b] serd dita uma spline
cibica natural se as segunda e terceira derivadas sdo nulas em a e b [1].

A spline ctbica natural é utilizada no MMQ com Penalidades. Para tanto, duas
matrizes, @ e R, advindas da definicdo de spline ctbica natural, serdo definidas a
seguir.

Seja h; = t;y1 —t; para i = 1,...,n — 1. Seja @ uma matriz n x (n — 2) com
entradas ¢;;, para ¢ = 1,...,n dada por [1]:

g1 _ 1 —p-t
Gj—15 =h;21, @5 =—h;2 e g1, =h;

paraj =2,..,n—1leq;; = 0para|i — j| > 2. A matriz simétrica R é (n—2)x (n—2)
com elementos r;; dados por:

1
Tip = §(hi_1+hi)’ 1=2,..,n—1,
1
Tiitl = Titls=-hy, 1=2,..,n—2

er;; =0 para |[i —j| > 2.

A matriz R é estritamente diagonal dominante, pois [ry| > 2, [ri;| para
cada i . Assim, usando o teorema de Gershgorin [8], todos os autovalores de R
sao positivos. Portanto, R é estritamente positiva definida, e conseqiientemente, é
inversivel. Pode-se entao definir uma matriz K dada por:

K=QRrR'Q".

Utilizando a matriz K pode-se definir o termo de penalidade de aspereza que é
utilizado no MMQ com Penalidades,

b
/ 9" (t)*dt = g" Ky, (3.1)
a

onde g é o vetor (gi,...,gn)"
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4. Modelo Semiparamétrico e Método dos Minimos
Quadrados com Penalidades

No modelo semiparamétrico, o cdlculo das variaveis é dividido em duas partes: a
parte paramétrica e a nao-paramétrica. Normalmente, a parte paramétrica é a de
interesse do usudrio. J& a parte nao-paramétrica representa uma combinagao de
algumas fungoes de erros que variam suavemente com o tempo [1].

O vetor semiparamétrico pode ser expresso por [2]:

yi = Aix + Mig(t) +e;  i=1,2,...,n. (4.1)

Na equacao (4.1): y; sdo as observagoes na i-ésima época; A; é a matriz dos
coeficientes da equagao (matriz design); x é o vetor dos pardmetros a ser estimado;
M; é a matriz de incidéncia; g(¢;) sdo as funcoes de erros; t; é o indice de tempo; ¢;
é o vetor dos erros aleatérios na i-ésima época; n é o nimero de épocas.

Dois casos podem ser considerados para a equagdo (4.1) . Primeiro, se o niimero
de incognitas é maior que o numero de observagoes. Neste caso, a equacao (4.1)
nao pode ser resolvida usando o MMQ convencional. J4 no outro caso, mesmo com
o ndmero de incégnitas menor que o nimero de observagoes, a equagao (4.1) pode
néo fornecer uma solugio estével quando o MMQ convencional é usado [11].

Para que se obtenha uma solucao confiavel, injungoes adicionais, que correspon-
dem & penalidade do ajustamento, devem ser adicionadas (equagao (3.1)). Trata-se
do MMQ com penalidades. Dessa forma, a fungao a ser minimizada é dada por [11]:

Z {(yi — Aiw — Mig(t:))" P (yi — Aix — Mig(t:)) } + Z aj; /(gé‘l(t))%lt
= min, J (4.2)

onde Pi_1 ¢ a matriz peso das observagdes, a; é o parametro suavizador, g7 (t) ¢ a
segunda derivada da j-ésima funcdo em relagdo ao tempo e ¢ é o nimero de fungoes
de erros.

A equagdo (4.2) define a forma quadrdtica penalizada. A primeira parte da
equacao (4.2) refere-se a forma quadratica dos residuos do MMQ), e a segunda parte
ao termo de penalidade de aspereza. Mas, para desenvolver os calculos computa-
cionalmente, a penalidade de aspereza pode ser expressa por [5]:

3 / (g7 () 2dt

=1

= (R0 L)(@Q"®l)g)" (Re D(@)(R™ @ I)(Q" © 1))y, (4.3)

onde @ e R s@o matrizes relacionadas com o indice de tempo ¢; (segdo 3); I, é a
matriz identidade ¢ x ¢; D(«) = diag(as, ..., aq); ® denota o produto de Kronecker.
Dessa forma, substituindo (4.3) em (4.2), tem-se:

Z {(yi — Aiw — Mig(t:))" P, (ys — Aiw — Mig(t:)) }
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H(RT' @ L)(QT ® 1))9)" (R@ D(a) (R @ 1) (Q @ I))g

= min

Minimizando em relagao a = e g, obtém-se respectivamente:

AT, e P NAr + AT, e P Y[, @ M)g=AT(I,®@ P ')y,  (4.4)

(I, ® MT) (I, ® P~Y Az + (I, ® MT)(I,, ® P11, ® M)
HQ® D())(R™ @ 1,)(Q ©1y))g (4.5)
= (I, @ MT)(I, ® Py,

sendo A = (Ay,Ay,...,A,)T; P71 = Pi' = .. = P; !, considerando a mesma
constelagio GPS; g = (91, ...97, ..., gL, ..., g%).

As equagodes (4.4) e (4.5) podem ser resolvidas pelo método direto [9], ou seja,
substituindo a equagao (4.5) na equacado (4.4). Assim, utilizando o método direto
em tais equagoes e realizando algumas manipulagoes matematicas, tem-se:

o= [AT(I, @ PT)A~ AT (I, @ P As] AT (I, @ P~ 1)y — AT (I, ® P™)ys],

onde Ag = SA é a matriz design suavizada; ys = Sy é o vetor de observagoes
suavizadas; S é a matriz de suavizacao dada por:

S = (IeM)(IeMT)(I,oP )+ (QeD(a))(R'01,)(QT®I,)) *(TeM™T)(I,P ™).

5. Parametro Suavizador

Existem duas filosofias diferentes para a escolha do parametro suavizador. No
primeiro procedimento, considera-se a escolha livre do pardmetro suavizador («)
um critério vantajoso. Variando o pardmetro suavizador, algumas caracteristicas
dos dados podem ser exploradas. Mas, se uma unica estimativa é desejada, esta
pode ser obtida através de uma escolha subjetiva. Ja o outro procedimento se opoe
ao primeiro pois, nesse caso, a escolha do parametro suavizador deve ser automatica,
isto é, calculado a partir dos dados [1].

O procedimento automatico é essencial em aplicagoes onde o método é aplicado
para um grande nimero de conjuntos de dados, ou quando esse método é um com-
ponente de um processo mais complicado. Portanto, nesse trabalho um método
automatico é utilizado para escolher o parametro suavizador: a validacao cruzada
generalizada (Generalized Cross Validation - GCV). A Figura 1 ilustra um caso
onde o parametro suavizador é escolhido pela GCV. Note que a spline acompanha
a tendéncia dos dados. Pode-se acrescentar que se «, escolhido arbitrariamente, é
pequeno, a curva se aproximara de uma interpolagao (Figura 2). Caso contrario, se
for muito grande, a curva se aproximard de uma regressao linear (Figura 3). Para
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mais detalhes consulte [1].
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A funcéo de validagao cruzada generalizada é dada por [9]:

GCV(a) = —

1(y— Az — (I, ® M) g)T(In ® P_l)

n

(m —trH/n)

(y— Az — (I, ® M)g)
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onde n é o nimero de épocas; m é o numero de observagoes por época; H é a matriz
dada por:

H(a) =S+ (Inm — S)A(AT (I, @ P71 (I — S)A) T AT(I, @ P~H (L — S).

A escolha do parametro suavizador na GCV é realizada pela minimizacao da
funcao GCV em «. Por isso, um método de minimizagao deve ser utilizado. Nesse
trabalho foi utilizado o método Gold Search [14].

6. Experimento Realizado e Analises

Para testar o MMQ com Penalidade e o modelo semiparamétrico, dados da linha de
base UEPP-ASSIS (~ 116 km) foram utilizados. UEPP é uma estacdo permanente
da Rede Brasileira de Monitoramento Continuo (RBMC), localizada no interior do
estado de Sao Paulo, cujas coordenadas sdo conhecidas. A estacdo ASSIS néo possui
coordenadas conhecidas, o objetivo nesse trabalho é determiné-las.

E necessério ressaltar que pesquisadores da FCT/UNESP estao desenvolvendo
um software para processamento de dados GPS, chamado GPSeq. O GPSeq foi
implementado com o MMQ convencional recursivo (MMQ). No entanto, o MMQ
com Penalidades (MMQP), desenvolvido pela autora, também foi implementado no
GPSeq. Portanto, nesse artigo, os resultados obtidos pelo MMQ e o MMQP foram
comparados.

Quatro conjuntos de dados, dois com 5 min e dois com 10 min de ratreio, foram
processados. Os dados utilizados foram coletados por volta das 14 h local, mo-
mento no qual os efeitos causados pela ionosfera sdo mais relevantes. Além disso,
7 satélites foram rastreados. As Figuras 4 e 5 ilustram as discrepancias em relacao
as coordenadas, E (leste), N (norte) e h (altura), consideradas verdadeiras para
5 min e 10 min respectivamente. As coordenadas consideradas verdadeiras foram
calculadas em um software cientifico utilizando 6 h de dados coletados durante a
noite.

Note que para todos os conjuntos de dados, as discrepancias obtidas pelo modelo
semiparamétrico utilizando o MMQP em relagao as coordenadas verdadeiras sao
muito menores do que no MMQ, mostrando a eficiéncia do método proposto em um
curto intervalo de tempo de processamento dos dados.
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Figura 4: Discrepancias para 5 min de dados
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Figura 5: Discrepancias para 10 min de dados

7. Conclusao

Neste artigo, o MMQ com Penalidades e o modelo semiparamétrico foram utilizados
para atenuar erros sistematicos no posicionamento relativo GPS. Para tanto, uma
revisao tedrica foi realizada com o objetivo de contemplar os principais tépicos
envolvidos nessa técnica, em especial, as splines cibicas naturais e a escolha do
parametro suavizador.

Os resultados mostraram que em todos os intervalos de dados, as discrepancias
das coordenadas obtidas pelo MMQ com Penalidades foram menores se comparadas
com o0 MMQ convencional. Com isso, pode-se concluir que o método proposto é
eficiente na mitigacao de erros sistemdticos no posicionamento relativo GPS.

Abstract. The GPS (Global Positioning System) is a global positioning and radio
navigation system that has as main goal to make available the low, medium and
high precision positioning. But, the GPS observables are subject to errors that de-
grade the positioning. Mitigating these errors some recent works have been using
the semiparametric model and the penalised least squares technique. In a semipara-
metric model the estimated variables are divided into a parametric part, which is
of interest to the users, and a nonparametric one (composed by error functions that
vary smoothly with time). So, the penalised least squares is used. This technique
uses a natural cubic spline, whose smoothness is determined by a smoothing param-
eter, computed by using the generalized cross validation. In this method, the errors
are modeled as functions which vary smoothly in time. And more, the systematic
errors functions, ambiguities and station coordinates are estimated simultaneously.
As a result, the ambiguities and the station coordinates are estimated with better
reliability and accuracy than the conventional least square method
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