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Resumo. Neste trabalho investigamos a possibilidade de érbitas cadticas oscilarem
de forma sincronizada em modelos metapopulacionais de uma tnica espécie sub-
metidos a migragdo dependente da densidade. Obtemos uma condicdo necessaria
para a estabilidade de 6rbitas cadticas sincronizadas, e constatamos, analitica e nu-
mericamente que a migracao dependente da densidade induz menos sincronizagdo
que no caso migracdo constante (independente da densidade).

1. Introducao

Varios trabalhos dao énfase ao estudo de modelos populacionais que levam em
conta a distribuicao espacial de individuos. Em particular, os modelos metapopu-
lacionais espacialmente explicitos.

Nestes modelos, a populagao total (metapopulagao) estd dividida em sitios ou
patches (subpopulagéo). Cada sitio ou patch é um fragmento de habitat que possui
as condigoes necessarias para a reprodugao e persisténcia da espécie. Estes frag-
mentos estao cercados por um ambiente hostil e inadequado para a conservagao da
populacdo. A comunicacao entre os sitios é feita através de movimentos migratorios.

Os efeitos da migracao na dindmica da metapopulagao também tem recebido
bastante atencdo. Por exemplo, Rohani et al. [17], Jang e Mitra [13], Silva et
al. [19] concluiram que a estabilidade do estado homogéneo néo é afetada quando
a migragao ¢é independente da densidade. Mas o estado homogéneo pode perder
a estabilidade quando a migracdo é dependente da idade (Hastings [11]), em sis-
temas do tipo hospedeiro-parasitéide (Rohani e Ruxton [18]) e no caso da migracao
dependente da densidade (ver Silva et al. [19]).

Além disso, a dispersdo (migragdo) também é destacada pelo seu efeito estabi-
lizador, no sentido que a dindmica da metapopulagao pode ser simplificada. Isto
pode ser visto em Doebeli [5], Hastings [11], Lloyd [15] e Silva et al. [20].

Nos ultimos anos, alguns trabalhos tém dado significativa importancia para a
relagao entre a taxa de migragao e a possibilidade de érbitas cadticas oscilarem de
forma sincronizada. A sincronizacao é um importante conceito, pois a probabil-
idade de extingdo da populagdo cresce (ver Allen et al. [1] e Heino et al. [12]).
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Dmitriev et al. [6] determinaram algumas condigbes simples para sincronizacao
cadtica. Além disso, mostrou que o comportamento do sistema é determinado ape-
nas por dois parametros de ordem: o maior expoente de Lyapunov do sistema e a
matriz de interagao. Ding e Yang [4] mostraram para um sistema n dimensional que
quando o chaos sincronizado torna-se instavel, o sistema exibe intermiténcia on-off.
Solé e Gamarra [21] obtiveram, para um sistema de 2 patches, uma condigdo bas-
tante simples para a estabilidade do estado sincronizado envolvendo apenas a fragao
migratdria entre os sitios e a taxa local de separacao entre as érbitas proximas (ex-
poente de Lyapunov da populacéo local). Silva et al. [20] generalizaram este resul-
tado para uma metapopulacao de n sitios em forma de anel e incluiram na condigao
de estabilidade do sistema o tamanho da metapopulagao, n, reforgando os resul-
tados numéricos de Hassel et al. [9] e Commins [3] que relacionam a persisténcia
da metapopulacdo com o seu tamanho. Earn et al. [7] identificaram condigdes
gerais sobre as quais as populacées podem ou nao oscilar de forma sincronizada,
relacionando as mesmas com a probabilidade de extingao local e global.

Neste artigo, estudamos a possibilidade de 6rbitas caéticas oscilarem de forma
sincronizada, extendendo assim os resultados de Solé e Gamarra [21] e Silva et al.
[20] para qualquer tipo de rede de populagoes acopladas.

2. O Modelo

Consideramos uma populagao de uma tnica espécie distribuida em n fragmentos
de habitat. Estes fragmentos de habitat sdo denominados de sitios ou “patches’e
estao numerados 1,2,...,n. A populagao existente em cada um destes sitios é
chamada de populagao local ou subpopulagao. Cada fragmento de habitat possui
condigOes necessarias para a sobrevivéncia e persisténcia da espécie e esta cercado
por um ambiente hostil e inadequado para a conservacao da espécie.

Denotamos por x! a populacio no sitio i no tempo t. Na auséncia de migracio
entre os sitios assumimos que a dinamica local é descrita por

i =f(x}), t>0, i=1,2,..n, (2.1)

onde f é uma funcao suave definida em [0,00). Vdrios exemplos para f foram
apresentados em [8] e [16]. Fenémenos como cascata de bifurcagoes e caos ja foram
estudados para determinadas escolhas de f (ver [16]).

Estabelecemos ligacoes entre as subpopulacoes, ou seja, a possibilidade dos in-
dividuos migrarem de um sitio a outro. Assumiremos que, em cada geragdo, os
individuos passam por dois processos distintos, o processo de reproducao e sobre-
vivéncia (dindmica local) descrito por (2.1) e o processo de dispersdo (migragao).
A separacao entre estes dois processos é importante, pois a falha na separagao dos
mesmos pode acarretar em resultados que sao considerados improvaveis do ponto de
vista biol6gico, de acordo com [10]. Supomo, também, que o processo de migracao
é de curta duracao e, portanto, é razodvel supor que o processo é 100% bem suce-
dido, e consideramos o caso onde o processo de dinamica local precede o processo
de migracao.

Em cada geragao, apos o processo de dinamica local, uma fracao p de individuos
deixa um dado sitio e migra para os sitios mais préximos. Esta fracao migratéria
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1 pode depender da densidade local (sitio em questao) ou da densidade dos sftios
vizinhos (possiveis receptores dos emigrantes). Neste trabalho, supomos que pu
depende apenas da densidade local = e é dada por uma fungao crescente e suave
por partes definida em [0, 00) tal que 0 < p(z) < 1,V >0 e u(0) = 0.

Supomos que o operador que descreve a dinamica local é dado por

F:R" - R", (2.2)
(xl 22, . 2") = (f(ah), f(2?), ..., f(z™)), ’

e o que descreve o processo de migracao é dado por
M :R" — R", 9.3
(xt, 22, .. 2") — (My(2t, ..., 2"), ..., My, (2, ... 2™)), (2:3)

onde
My (z!, ..., 2") = (1 — p(z®))zk + chk,u(:lcj)xj, k=1,2,..,n. (2.4)
j=1

Aqui ¢ji, ¢ a proporgao de individuos que migra do sitio j para o sitio k. Claramente,
Yor_icik =1, Vj=1,2,...,n (conservagio), e ¢;; = 0.
Dessa forma, temos que a dindmica da metapopulagao é

of iy = [1— u(f (@) f (@) +chku<f<xi>>f<xi), Vk=1,2..,n  (25)

onde p(x®) é a fracdo de individuos que deixou o sitio k, isto é, que migrou para
sitios vizinhos, c¢;, é a daqueles individuos que saem do sitio j & proporcao que
migram para o sitio k.

De acordo com [19], Z;;l cjr = 1, isto garante que o estado sincrono z} = zy,
1 =1,2,...,n, seja solucdo do sistema (2.5).

Seja X; = (z},22,...,21)T o vetor populacional. Assim, o sistema (2.5) pode ser

escrito na forma matricial por

Xey1 = [(Xe) + Co(f(Xp)), (2.6)
onde
—1 C12 C13 e Cin
C21 —1 C23 e Con
c=1: : (2.7)
Cnl Cp2 ... Cpn-—1 -1

é a matriz de conectividade do sistema (2.5), e ¢(z) = zu(x) é a quantidade de
individuos que migra quando a populagao é .

Supomos que a matriz C é irredutivel, isto é, todos os sitios estao interligados
através do processo de migragao e que gb,(xt) <1, Vt=0,1,2,...
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3. Estabilidade do Estado Sincronizado

Uma 6rbita referente ao sistema (2.5) é dita estar em estado sincronizado se zi =
x} = x, Vi =1,2,...,n. Isso significa que o sistema estd em estado sincronizado
todas as subpopulacées possuem o mesmo nimero de individuos, porém a densidade
populacional nao se mantém necessariamente constante ao longo da evolugao do
tempo. Além disso, uma drbita associada ao sistema (2.5) é dita cadtica se for
aperiddica e contiver pelo menos um nimero de Lyapunov maior que um.

O teorema a seguir mostra uma condi¢do necessaria para que o estado sin-
cronizado seja estavel para um sistema de n patches e qualquer tipo de vizinhanga.

Teorema 3.1. Considere o sistema (2.5) com a matriz de conectividade C irre-
dutivel. Suponha que Z?Zl ;=1 VYVk=1..,ne ¢/(xt) <1, vt=0,1,.... Seja
(4,74, 2)T 0 equilibrio sincronizado da populagdo, L o mimero de Lyapunov
de uma drbita qualquer do sistema local e A = lim,_oo || (I — ¢ (2r—1)A)...(I —
¢ (20)A) || 7. Entdo, LA < 1 é uma condi¢io necessdria para a estabilidade do
estado sincronizado.

Demonstragao. Supomos que o estado sincronizado € estavel.

Consideramos a matriz jacobiana associada ao sistema (2.5), calculada no ponto
de equilibrio sincronizado (x4, x4, ..., 7¢)T. Seja Xt = (24, T¢, ..., 24) T entdo J (X)) =
f/(a:t)M, onde M é uma matriz n X n com entradas m;; dada por

Jp— 1,¢/(xt)7 1=
s {Cz’j¢ (x), @ #J.

Claramente, M = I — gzb/(xt)B, onde I ¢ a matriz identidade, e B ¢ a matriz dada
por

1 —C12 —C13 NN —C1n
—C21 1 —C23 N —Con,
B= : (3.1)
—Cn—1,n
—Cp1  —Cp2 e —Cn,n—1 1

onde > 7, bij = i, bj; = 0. Pelo Teorema de Gersgorin (ver [14]) aplicado em
B, segue-se que \; € {z € C: |z — 1| < 1}, A; s@o os autovalores de B. Podemos
facilmente verificar que \g = 0 é autovalor de B associado ao autovetor (1,1, ...,1)7.
Logo, 1 é autovalor de M associado ao autovetor (1,1, ...,1)7.

Pelo Teorema de Perron-Frobenius (ver [14]) segue que 1 é autovalor simples de
M. Logo 0 é autovalor simples de B. Entao existe uma base do R™ tal que nesta

base a matriz B pode ser escrita da seguinte forma

B— (g j) , (3.2)

onde A é uma matriz de dimensao (n — 1) x (n — 1).
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Nesta base M = I — ¢ (2;)B é dada por

M= , . (3.3)

Novamente, usando o Teorema de Perron-Frobenius, vemos que 1 ¢ o(A), entao
existe um subespaco V' de dimensdo (n — 1) que é transversal & diagonal X; =
(¢, ..., x¢). A existéncia de V' garante a sincronizagéo cadtica no sistema.

Dessa forma o estudo da estabilidade do estado sincronizado fica reduzido &
estabilidade da origem do sistema

Yier = £ (@) (I = 6 (2) A)Ys. (3.4)

Logo, para que o estado sincronizado seja estavel é necessério que V seja atraido
para X;. Isso ocorre se, e somente se, existe

lim | :H_:u—d(xtm)f’(xt) I=o. (3.5)
Segue, de (3.5), que :
lim || :H_Ola—sb'(xtm)f'(m I <1. (3.6)
Assim, 7
lim || ﬁ(l—d(xtm)f’(xt) I =LA < 1,
onde -

/

L= Tim | f (2, 1)..f (z1)f (z0) |

T—00

A=

A= lim || (1= ¢ (r-1)A)(I = ¢ (20) A)(I = ¢ (20)A) || .
U

A condigao nao é suficiente, pois podem existir 6rbitas atipicas (ciclos instaveis)
tais que L(xzg)A(xo) > 1 enquanto que LA < 1. Se a érbita nao for cadtica entdo a
condicio é também suficiente e neste caso L = |f ()| no caso de T = f(T) ponto
fixo, e L = \f' (xp)...f'(z1)| se considerarmos um ciclo, {1, x2, ..., zp}, de periodo p
(ver Alligood et al. [2]).

3.1. Dependéncia e Independéncia da Densidade

Nesta se¢ao mostraremos, como conseqiiéncia do Teorema 3.1, condi¢Ges necessarias
para a estabilidade do estado sincronizado nos casos onde a migragao é dependente
da densidade e no caso onde a migracao independe da densidade.
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3.1.1. Migracao Independente da Densidade

Seja u, a fungdo de migracdo dada por p(z) = p, onde pu é constante. A
quantidade de individuos que migra no sistema é ¢(x) = zu(x). Logo, neste caso,

$(x) = wp = ¢'(x) = p.
Assim,

A= Tim || (I = (1) A)- (I = ¢ (2)A) (I — & (z0)A) ||
= lim || (I — pA)...(I - pA) |7

T vezes

. "
= lim || (I~ pA)" [*= (I — pA).

Portanto, A = o, (I — uB) é o raio espectral determinado pelo autovalor sub-
dominante.

Logo, a condicao necessaria para a estabilidade do estado sincronizado neste
caso é Loguw(H,) <1, onde H, =1 — uB.
3.1.2. Migracao Dependente da Densidade

Seja p funcdo de migragdo dada por

o T>a
’“‘(m)_{ 0, 0<z<a '’

onde p(z) é uma fungao suave por partes, u € [0,00) e a € RT.
Assim,

A= lim || (I~ & (@) A) (I — ¢ (21)A)I — & (z0)A) |7
= lim || (I - pd)..(I - pA) I*

k wvezes

. 1
= lim || (I-pA)" |7,

onde k é o ntimero de vezes que z; > a, t =0,1,2,...,7— 1. Observe que k depende
de 7 e lim,_,o @ = p(d4), onde §, = {z € D; x > a} e p é a medida natural
gerada pela érbita.

Portanto,

A= lim || (I—pA)* ||

lim | (1 — pA)* |5 (3.9)
= o (I = ).
Segue que a condigao de estabilidade do estado sincronizado é

L{ogus(H,))P0) < 1,
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pois o(I — pA) = oeun(Hy).

Observe que, quando a = 0, entao p(dy) = 1 e voltamos ao caso anterior.

Se p(d,) < 1, entao (Jsub(H#))p(‘sa) > oeup(Hy), pois 0 < ogup(H,) < 1. Por-
tanto, quando a migracao é dependente da densidade ocorre redugao da regiao de
estabilidade sincronizada.

Além disso, podemos ter Log,,(H,) <1< L(asub(Hﬂ))p(‘;a), ou seja, a migracao
independente da densidade ocasionando sincronizagao estéavel enquanto que no caso
da migragao dependente da densidade a sincronizagao é instavel. Sugerindo assim,
que a migracao dependente da densidade pode desestabilizar a sincronia favorecendo
a persisténcia da populagao.

4. Conclusao

A chance de extingdo da populagao global aumenta se as subpopulagoes os-
cilarem de forma sincronizada, pois a extingao da populagao global (metapopulagédo)
ocorrerd se todas as subpopulagoes se extinguirem simultaneamente. Segue dai a
importancia de termos a dinamica caética.

‘dadosSYN dat’

i

a7 08 09 1

04 05 0.6 07 (k=)

‘dadosSYN.dat'

Figura 1: Diagrama de bifurcacdo para z; = %2221 |2k — 2F | versus p, 0 <
< 1, onde n é o tamanho da rede e a dinamica local é dada pela exponencial
logistica. Em (a) n = 6, r = 2.73 e migracao dependente da densidade; (b) n = 6,
r = 2.73 e migracao independente da densidade; (c) n = 8, r = 2.73 e dependéncia
da densidade; e (d) n =8, r = 2.73 e independéncia da densidade.
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Nos experimentos numéricos que realizamos, utilizamos a condigao inicial esco-
lhida aleatoriamente proxima ao ponto de equilibrio

x’ = x* +0.001¢, 0<e<l

e funcdo de migracdo dependente e independente da densidade e dinamica local
dada pela exponencial logistica f(z) = zexpr(l —z), r € RT.

Concluimos que ocorre maior persisténcia da populagao quando a fungao res-
ponsavel pela migracao é dependente da densidade, reforcando assim os resultados
demonstrados. Observe a Figura 1 onde relacionamos o tamanho da populagao
n e a dependéncia ou nao da densidade. Foi possivel perceber que a migragao
dependente da densidade e o tamanho da populacao influenciam na extincao da
populagao global.

Portanto, mostramos, tanto analitica como numericamente, que a possibilidade
de extingao da populacao global diminui quando a rede de populagoes acopladas
estd submetida a migracao dependente da densidade. Além disso, demonstramos
uma condi¢ao necessaria para a estabilidade do estado sincronizado para qualquer
tipo de rede de populagoes.

Abstract. In this paper we analyze the possibility of existence of synchronized
oscillation of chaotic orbits for metapopulations models of a single specie under
density-dependence migration. We obtain a necessary condition for the stability of
synchronized chaotic orbit and note that the density-dependence migration induces
less synchronization than in the case of the migration does not depends on the
density.
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