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Resumo. O presente trabalho tem como objetivo mostrar a possibilidade de
aproximar um problema NP-Dificil da computacao intervalar, através do uso de
heuristicas com énfase em algoritmos baseados no Método de Monte Carlo. A
fim de apresentar heuristicas para o problema genérico de estimar numericamente,
dada uma precisao ¢, o valor esperado de uma fungao racional f(z1,...,zn) com
(@1,...,xn) € [li_, XIx escolhidos de acordo com uma funcdo de densidade de
probabilidade P(z1,...,2») conjunta, com I; sendo intervalos, mostramos para o
particular caso de um grafo regular de grau 2, cujos vértices podem assumir so-
mente dois valores —1 e +1, o que restringe os intervalos a serem todos discretos
I, =[-1,1]NnZ", k = 1,...,n. Verificamos que o problema do valor esperado en-
tre os pares de vértices adjacentes, tivera seu custo reduzido de O(2") operagoes,
através do cdlculo exato, para O(Ngsampie) que seria a complexidade encontrada
quando aproximamos o resultado obtido pela Heuristica, onde Nsampie é 0 niimero
de amostras de configuragées escolhidas através do processo de amostragem por
importancia no contexto do algoritmo de Metrépolis.

1. Introducao

Considerando que um vasto numero dos problemas da computagao intervalar é
NP-Dificil, pode-se chegar a uma conclusao negativa: nao se espera um algoritmo
eficiente que resolva todos os problemas com tempo de processamento praticavel
[11]. Por outro lado, se considerarmos que as solugoes destes problemas possam
ser aproximadas, entao existe uma grande possibilidade de conseguir resolvé-los
em tempo aceitdvel. Neste caso torna-se possivel aplicar heuristicas que sao, em
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geral, procedimentos mais simples e flexiveis que os métodos exatos de solugao,
permitindo abordar problemas mais complexos, como os da classe NP-Dificil [1][2].
Contudo, ¢é interessante observar que para cada problema que se deseja resolver,
deve-se pesquisar uma heuristica que melhor se adapte as condigoes do mesmo.

Nas pesquisas realizadas sobre computacao intervalar no contexto da Estatistica,
verifica-se que problemas como variancia, covariancia e coeficiente de correlagao com
entradas intervalares sao NP-dificeis quando computados pelo método da imagem
intervalar [4]. Isto por si s, j& é perturbador pois trata-se de problemas simples no
contexto da estatistica descritiva e deve ser salientado, até onde se sabe, que para
estes problemas nao foram testadas heuristicas capazes de solucioné-los ainda de
maneira aproximada eficientemente com relagao ao tamanho das entradas.

Um problema ainda mais complexo, da computacao intervalar aplicado a teo-
ria de probabilidades e que é o foco principal deste trabalho, seria calcular o valor
esperado de uma fungdo racional f(z1,...,xy), com (z1,...,2,) € [[}_; xI;y C R™
com respeito a uma funcao de densidade de probabilidade P(x1,...,2,) conjunta,
isto é, P : szl xI — R™, onde Iy, k = 1,...,n sao intervalos. Conjectura-se
que o problema na sua forma completa, ou seja, considerando correlagao entre as
varidveis, ou ainda que P(x1, ..., ) ndo é separdvel nas varidveis, é NP-Dificil. Nes-
tas condigoes, nossa proposta para este trabalho seria intuir bem como heuristicas
com énfase em algoritmos baseados no Método Monte Carlo, podem aproximar
solugdes neste contexto. E importante ressaltar que a conjectura da NP-dificuldade
do problema supra citado, esta relacionado a NP-dificuldade de se calcular a im-
agem de uma funcao de n varidveis reais com n entradas intervalares (considerado
como um dos problemas bdsicos da computacao intervalar [3]).

O método Monte Carlo, na sua concepgao, utiliza a geracao de variaveis pseudo-
aleatdrias para resolugdo de problemas [7]. Sua escolha deve-se ao fato de ser
considerado muito simples e flexivel para ser aplicado em problemas que envolvam
muitos componentes e médias configuracionais, sob um grande niimero de estados.

Estimar o valor esperado (também chamado de esperanga matematica) de uma
funcao polinomial com este tipo de Heuristica significa trocar valores médios, mais
dificeis de serem calculados, por médias aritméticas simples em um processo conhe-
cido como amostragem por importancia.

O trabalho apresenta a seguinte estrutura: na segdo 2 apresenta-se uma breve
explicagao sobre a complexidade computacional; na secao 3 descreve-se sobre o
problema basico da computacao intervalar, estado da arte e justificativa da NP-
dificuldade do problema (segao 3.1); na segao 4 apresenta-se o problema de estimar
o valor esperado de uma funcao de varias variaveis e resultados provenientes da
andlise da complexidade sobre este problema; na secao 5 encontra-se um exemplo
de como se aproximar eficientemente problemas de tempo exponencial através da
aplicagdo da heuristica conhecida por amostragem por importancia (método Monte
Carlo). Para isto, mostramos uma aplica¢ao utilizando o algoritmo de Metrépolis
para o célculo de médias configuracionais em um grafo regular simples de grau 2; a
secao 6 apresenta as conclusoes do trabalho.
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2. Um Pouco sobre Complexidade Computacional

O termo complexidade refere-se, em geral, aos requerimentos de recursos necessarios
para que um algoritmo possa resolver um problema sob o ponto de vista computa-
cional, ou seja, a quantidade de trabalho despendido pelo algoritmo. Para medir
esta quantidade de trabalho é escolhida uma ou mais operagoes fundamentais e
entao sao contados os numeros de execugoes desta operagao fundamental na ex-
ecucao do algoritmo [10]. A escolha de uma operagdo como operagao fundamental
é aceitdavel se o numero de operagoes executadas pelo algoritmo é proporcional ao
numero de execugoes desta operagao [10].

A complexidade também pode ser vista como uma propriedade do problema,
0 que significa dar uma medida independente do tratamento dado ao problema,
independente do caminho percorrido na busca da solugao, portanto independente
de algoritmos. Alguns problemas sdo bem comportados, isto é, permitem chegar a
limites de complexidades bem definidos, outros estao em classes com contornos nao
bem claros [10].

Quanto & complexidade do problema de decisdo, sao definidas véarias classes,
como: P, NP, NP-Completo e NP-Dificil, entre outras. Os problemas da classe P
certamente sao tratdveis pois sao resolvidos eficientemente por algoritmos deter-
ministicos. Contudo, existem problemas cuja tratabilidade nao esta definida, que
sao os problemas da classe NP-Completo, de forma que sabemos que P C NP, mas
nao sabemos se P # NP, o que certamente acarretaria NP-Completo # &.

Um problema ¢ dito intratavel se a sua menor complexidade possivel nao é poli-
nomial [10]. Para um problema pertencer a classe NP significa que existe pelo menos
um algoritmo nao-deterministico que o resolva em tempo polinomial. Um problema
(ndo necessariamente da classe NP) é chamado NP-Dificil se todo o problema da
classe NP pode ser reduzido a este. Se um problema da classe NP é NP-Dificil, este
é chamado de NP-Completo. Para problemas das classes NP-Completo e NP-Dificil
nao se espera encontrar um algoritmo eficiente para verificé-lo [2], [3].

Identificar a tratabilidade e a intratabilidade dos problemas, mesmo aqueles que
possuem algoritmos imediatos, é de extrema importancia para os projetistas de
algoritmos. Conhecendo as classes de complexidade a que os problemas pertencem,
0s projetistas poderiam ter uma medida real quanto as solugoes disponiveis e a
expectativa de melhorar esses resultados.

3. Calculo de Funcoes de Varias Variaveis Inter-
valares

Em [3] comenta-se sobre o problema conhecido entre a comunidadade da com-
putacdo intervalar, que é de calcular a imagem de uma funcao f(z1,...,2z,) de n
varidveis reais, com n entradas intervalares I; = [z;,7;] e coeficientes racionais, ou
seja, calcular y = [y, 7] = {f(@1,...,%,) | 21 € [1, ...,z € I}

Quando lidamos com quantidades fisicas, geralmente os valores aproximados de
Z;, de uma quantidade fisica x; sao conhecidos. Em alguns casos, sao conhecidas
as distribuicoes de probabilidades dos erros Axz; = Z; — x; das diferentes medidas,
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porém em muitas outras situagoes praticas, é conhecido somente a exatidao A; de
cada medicao. Em tais situagoes, tem-se somente informagoes sobre o valor real
(desconhecido) z; na forma |z; — Z;| < A; |, ou seja, que o valor x; pertence ao
intervalo Iz = [ffz — Ai, ifz —+ Al]

Usando uma relagdo conhecida entre y e os valores de z;’s (y = f(21,...,2n)),
transforma-se os valores z; no valor da quantidade desejada y. Como resultado, se
deseja conhecer o conjunto de possiveis valores de y. Para uma funcao continua
f(x1,...,x,), este conjunto é um intervalo denotado por y = [y, 7].

Considerando que os dados de entrada Z; nao sao precis_os, o resultado y do
processamento de dados também nao é preciso: este pode diferir do valor real (des-
conhecido) y da quantidade estimada. Entretanto, é necesséario que o algoritmo, ou
o processamento de dados, nao retorne somente como uma estimativa numérica g,
também o limite A de uma possivel nao exatidao desta estimativa. Dessa forma é
possivel deduzir o intervalo y = [§ — A, § + A] com os valores possiveis da quanti-
dade desejada y. Contudo, necessita-se de métodos de processamento de dados que
produzam nao apenas resultados aproximados, mas com verificagao automatica de
resultados. Neste caso utiliza-se a computagao intervalar, ou seja, algoritmos de
processamento intervalar.

Dos diversos problemas existentes na computacao intervalar, o principal prob-
lema é a existéncia de métodos que freqientemente retornam um intervalo delimi-
tado Y que superestima a imagem procurada y : y CY ey #Y.

Em decorréncia deste fato pesquisadores estdo tentando desenvolver algoritmos
que permitem a menor superestimacao possivel, ou seja, o intervalo delimitado
6timo que coincide com a imagem desejada.

Dentro deste contexto, surge uma questao, muito importante: Pode-se calcular
os extremos y e § do intervalo y em tempo razodvel? Kreinovich [3] procurou res-
ponder esta questio analisando a complexidade do problema bésico da computacio
intervalar. Verificou que o problema pertence a classe de problemas NP-Dificil, ou
seja, é pelo menos tao dificil de resolver quanto qualquer problema NP.

3.1. A NP-dificuldade do Problema

E importante observar que a NP-dificuldade do problema basico da computagao
intervalar esté relacionada com o processamento dos dados de entrada do problema.
Neste problema, os dados de entrada de uma fungao continua de vérias varidveis
f(xy1,...,x,) s@o intervalos, ou seja x1 € Iy, ...,z, € I,, e em conseqiiéncia, pode-
se calcular a imagem desta funcao através de técnicas de métodos da computagao
intervalar. A seguir, citamos alguns dos métodos existentes:

- Eztensdo Intervalar: cada ocorréncia da varidvel real z de uma funcao real
f € substituida pela varidvel intervalar I e cada operagao real (+, -, * , /) é sub-
stitu{da pela respectiva operagdo intervalar de tal modo que, quando I = [z, x]
entdo F'(I) = f(z) [6]. Neste caso, geralmente encontra-se um intervalo delimitado
Y que superestima a imagem procurada y.

- Forma Centrada: a imagem de uma fungao f([y,...,I,) é estimada como
FU1s o 1) C© F@1s o Tn) + Yy g (T, 1) - [=Ai, A], onde 7 = (z; +75) /2
¢é o ponto médio do intervalo e A; = (z; — T;)/2 é o raio. Quando todos os inter-
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valos sao iguais, a forma centrada nao fornece a imagem desejada, pois retorna um
intervalo centrado no ponto f(Z1,...,Z,). Como resultado da aplicagdo da forma
centrada, obtém-se um intervalo superestimado e centrado em 0 (zero), isto é, um
intervalo cujo extremo inferior é negativo [9].

- Imagem Intervalar: a imagem de uma funcao real f em I é o intervalo definido
por Im = I(f,I) = [minf(z)|x € I,maxf(x)|x € I]. Neste caso deve-se calcular os
valores dos extremos inferior e superior do intervalo I'm, isto é, no pior caso, tem-se
que considerar todos os n valores compreendidos entre z e T do intervalo I para
encontrar estes extremos. Como no problema de computar a imagem de uma fungao
de vérias varidveis f(x1,...,x,), tem-se I; intervalos, ¢ = 1..m, calcula-se o extremo
inferior y avaliando todos os valores de todos os m intervalos (da mesma forma
para 7), totalizando m™ avaliacbes numéricas (operagoes fundamentais). Conforme
o tamanho da entrada do problema, o tempo de processamento da computagao
cresce exponencialmente, e pela dificuldade do processamento de todos os dados,
nao se tem algoritmo de tempo de processamento polinomial conhecido.

Outro fato importante, e o que caracteriza o problema ser NP-Dificil, é que
o problema em questao é um problema de decisao, pois deseja-se saber se existe
o intervalo 6timo y = [y,7] que contenha a solugdo estimada ou aproximada do
problema. A estimacio na computacio intervalar nao fornece a imagem exata, e
sim retorna um intervalo que contém o valor da imagem desejada. Esta imagem é
chamada de estimativa do intervalo étimo [11].

Na préxima secao descreveremos sobre a complexidade do problema de calcu-
lar o valor esperado de fungoes de n variaveis, cujas varidveis estao definidas em
intervalos.

4. Calculo do Valor Esperado de Funcoes de Varias
Variaveis Intervalares

O valor esperado de uma fungéo de vérias varidveis f(x1,...,2,) € R, com z; €
Ii,...,z, € I, é definida por

E(f(x1y..yzy)) = / / flz1, ., zn) P(x, oy ) dzy ..o dy, (4.1)

r1€lh  xp€l,

onde P(z1,...,2,) é a funcdo densidade de probabilidade conjunta, tal que

/ / P(z1,...;xp)dxy. .. dxy, = 1.

1€l zn€l,

Neste contexto, assume-se que as variaveis aleatorias x1, ..., £, podem ser correla-
cionadas ou independentes. Ao considerar o problema correlacionado, o mesmo
torna-se andlogo ao problema de computar valores de fungoes racionais com entradas
intervalares, ou seja, computar a imagem de uma funcao racional f(z1,...,2z,) de n
varidveis reais, n entradas intervalares I = [z}, Tk], com coeficientes racionais.
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Em [3], Kreinovich et al provaram que o problema de computar y = [y,7] =
f(Ih, . 1) = {yly = f({zx}?_,), 2% € I} é NP-Dificil mesmo para fungdes poli-
nomiais, com uma certa flexibilidade ou exatidao € > 0 para os extremos y e y, isto
é, os ntimeros racionais |7 —y |<ce|g—y|<e.

Convém salientar que_o p_roblema de estimar o valor esperado da uma funcéo
de vérias varidveis f(z1,...,2,) € R", com 1 € I,...,z, € I, nao havia sido
abordado por pesquisadores da area de computacao intervalar. Em conseqiiéncia,
nao é possivel realizar comparacoes com a utilizagao de outras heuristicas na solugao
deste problema, de forma que podemos conjecturar que:

Conjectura 4.1 O problema de computar numericamente, dada uma precisao ¢,
o valor esperado de uma fungéo intervalar que denotamos aqui por { f(x1,...,x,) )
(equivalente a calcular uma integral multidimensional) com coeficientes racionais,
n varidveis aleatdrias correlacionadas e n entradas intervalares Iy, = [z, Ty] é NP-
Dificil.

Observagao: Computar integrais multidimensionais pelos métodos numéricos
como Regra de Simpson, do Trapézio, Integracao Romberg e Quadraturas Gaus-
sianas [8], requer tempos de computagao O(n¢,,.), onde N4, é 0 niimero de sub-
divisoes dentre todos os intervalos I, kK = 1,..,n e d é a dimensao do célculo de
integracao.

Por outro lado, considerando que as varidveis aleatdrias sejam independentes,

n
isto é, P(z1,....,on) = [] P(x;), pode-se calcular separadamente o valor esperado
i=1

para uma fungao polinomial de vérias variaveis, isto é, para cada variavel particular,
0 que torna o problema pertencente a classe P.

Teorema 4.1. O problema de computar o valor esperado numericamente, dada uma
precisao €, de uma fun¢do racional < f(x1,...,x,) > com coeficientes racionais, n
varidveis aleatdrias independentes e n entradas intervalares I, = [z, Tk € perten-
cente a classe P.

n n
Demonstragao. Considere uma fungao quadratica f(z1,...,z,) = >, T3+ > Tk.
k=1 k=1

Para computar o valor esperado desta fungao, tem-se a seguinte equacao:

(P2 an) ) = / / S+ Y m | [[Pla)ds (42)
k=1 k=1 =1

1€ zp€l,

a qual pode ser reduzida para:

(fanoe)) =0 [ xiﬁlp(xi)dzi n

r1€ll Tn€ln ?

n
n: [ o [ ap I P(xi)dz;
2ok—1
zi1€l; zn€l, =1
Sabe-se que fm I P(z)dx = 1, conseqiientemente, a equagao utilizada para com-
putar o valor esperado da funcao f(x1, ..., ) com varidveis aleatérias independentes

7

T1yeeey Ty €
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(fl@1,eymn) ) =D 1y Ifx%P(xk)dxk +Ifa?kP(a;k)dxk

Observa-se que computar a integral definida [ 23 P(xy)dxy, significa calcular o
Iy,

valor esperado de uma Unica variavel aleatéria xj em um determinado intervalo I.
Considerando que o célculo numérico de (o) = [ zyP(x))dxy envolva N -

Iy
copfmuir (onde Ny é o ndmero de subdivisdes de cada intervalo necessario para
obter-se uma precisao €, na estimativa do valor esperado e cop fymq¢ indica a com-
plexidade da operagdo fundamental de multiplicacdo), tem-se que na computacao

de { f(x1,...,25) ), 0 nlimero necessdrio de operagoes é

ng(zl,...,zn)>(n) =n: kgllaxn{Nk} : [Copfmult + Czopfmult]v

4
onde Crp, 2>

da funcao f(z1, ..., Tn)-

Em outras palavras, o problema de computar o valor esperado de uma funcgao
( f(z1,...,zyn) ) para varidveis aleatérias independentes é classificado como sendo
um problema pertencente a classe P, ou seja, o problema possui tempo polinomial
para realizar tal computagao deterministicamente. E desta forma o teorema esta
provado. O

(n) indica a complexidade pessimista do célculo do valor médio

Deve-se ressaltar que, no presente trabalho, considera-se varidveis reais x; e,
como entrada do problema de estimar o valor esperado, valores reais z1, ..., £, onde
1 € I,...,x, € I,. Dessa forma, o processamento de dados dé-se através de
operagoes elementares de aritmética real.

5. Amostragem por Importancia como Heuristica

Com o propésito resolver e melhorar a complexidade do problema de computar
numericamente, dada uma precisao ¢, o valor esperado de uma funcao f(z1, ..., Zn),
isto é, encontrar em tempo razodvel uma solugao mesmo que aproximada para a
obtencao de valores esperados de fungoes de varias varidveis, aplica-se heuristicas
com énfase em algoritmos baseados no Método Monte Carlo.

O método Monte Carlo tem como base a utilizacao de varidveis pseudo-aleatérias
para a resolucao de um conjunto alargado de problemas. Sua aplicagao constitui
uma alternativa vidvel e flexivel, ndo dependendo da dimensao da integragao [7]. A
aplicacao do método é equivalente a resolucao de um integral a n dimensoes, com
condicgoes fronteira que podem ser tao complexas quanto se queira.

Calcula-se a estimativa numérica do valor esperado de uma funcdo f(z1,...,zn)
de n varidveis reais e n valores amostrais zj, (onde (1, ..., z,) € Q) _; I sao gerados
aleatériamente), isto é, resolve-se a integral da equagao (4.1) pelo método Monte
Carlo através da seguinte equacao:

Nsample

( fx1,eyan) ) = o Z flxh, .. 2h). (5.1)

N,
sample i—1
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Estima-se numericamente, dada uma precisao €, o valor esperado de uma fungao
racional com heurfstica (método Monte Carlo) trocando valores médios, mais com-
plicados, por médias aritméticas simples, em um processo conhecido como Amos-
tragem por Importancia. O processo de amostragem por importancia segue os
seguintes passos:

e Selecionam-se as amostras 4; = (z4,...,25) € Qp_; Ik, i = 1,... Nsample
(Ngample = nimero total de amostras). Tais amostras sdo selecionadas de
acordo com algum critério probabilistico que depende do contexto de cada
problema;

e Estima-se o valor médio da fungéo f(z1,...,2,) com os valores das amostras
A; de acordo com a equagcéo (5.1).

Este tipo de procedimento proporciona uma significativa redugao do custo com-
putacional em simulagoes onde requer-se um grande nimero de configuracoes.

Convém ressaltar que a principal desvantagem dessa heuristica, isto é, do método
Monte Carlo (com amostragem por importancia), é que sua exatiddo aumenta so-
mente com y/Nsample, OU seja, com o nimero de amostras [8]. Se a exatidao
requerida é "modesta”, ou se a capacidade de armazenamento do computador é
grande, entao pode-se recomendar o método como uma boa heuristica para res-
olugao de problemas de amostragem intervalar NP-Dificeis. Na préxima se¢ao ap-
resentaremos um exemplo de como essa Heuristica pode ser utilizada para resolver
o problema do céalculo do valor esperado para uma funcao de n varidveis.

5.1. Exemplo: Média configuracional em grafos regulares
simples de grau 2

Nesta subseg¢ao nos deteremos a mostrar um exemplo onde o método da amostragem
por importancia pode ser utilizado como uma Heuristica apropriada para reduzir o
tempo de computagao de um problema com tempo notériamente exponencial, que
é o cdlculo de médias configuracionais em um grafo regular simples de grau 2. Os
vértices deste grafo regular podem assumir somente dois valores —1 e +1, o que
restringe os intervalos a serem todos discretos I, = [-1,1]NZ*, k = 1,...,n. O
referido exemplo apresenta heuristicas para o problema genérico de estimar numeri-
camente, dada uma precisao ¢, o valor esperado de uma fungao racional f(z1,...,2,)
com (21, ...,x,) € 14—, xI) escolhidos de acordo com uma func¢do de densidade de
probabilidade P(z1, ..., ) conjunta, com I, sendo intervalos. Motivados pela Fisica
Estatistica (para uma bésica introducao vide, por exemplo, [12]), vamos considerar
um modelo muito simples para representar o que seria um material magnético uni-
dimensional, denominado modelo de Ising [12]. Este problema pode ser olhado mais
genéricamente como um grafo regular de grau 2, com vértices vy, vs, ..., U, dispostos
ordenadamente como na Figura 1 de forma que v; s6 é adjacente a v;11 e v;_1, onde
i1=1,...,me V) =1Up € Vpt1 = V1.

Vamos assumir que os vértices estejam associados, respectivamente, as variaveis
01,02, ...,0p, onde 0;, assume ¢ possiveis valores no conjunto Q = {di, ds, ...,ds}. No
contexto do modelo de Ising este conjunto simplesmente se restringe a Q = {—1,+1}
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Vs

Figura 1: Grafo regular de grau 2, representando um magneto unifimensional. Cada
vértice representa um ion magnético.

onde cada estado representa a projegao do “spin” (momento angular intrinseco) de
um particular ion magnético, aqui representado por um vértice do grafo 1. Assu-
mindo, entao, que o custo entre dois vértices adjacentes v; e v;+1 se da simplesmente
pelo produto e(vi,v2) = —0;0;, o custo em todo o grafo para uma particular con-
figuracao de spins (01, 09, ..., 0y,) seria dado simplesmente pela superposicao:

n
E(01,027...70n) = — E 0;0i4+1-
=1

A funcéo densidade de probabilidade P(FE) para um sistema deste tipo fora
postulada por Ludwig Boltzmann (1844-1906) ser da forma exponencial:

exp [-fE(01,02,...,00) ]

>. exp[-BE(0y,0%,..,00) ]
oie Q
i=1,...,n

P[E(O'l,O'Q, -"ao-’ﬂ) ] =

(5.2)

onde § é um parametro de expansao e no modelo representa o inverso da tempera-
tura.

Calcular o valor esperado do custo no grafo acima definido significa calcular o
valor esperado em relagdo a fungao densidade de probabilidade (5.2):

Z E (0130—23"'30—n)exp [7ﬂE(O—1;O—23"'aO—n) ]

‘0'«;16 Q
By Shen 5.3
(E) > exp[-PE(o1,02,....,00) ] (53)
o, € Q
1=1,...,n

O célculo dos somatdrios nestas expressoes envolvem notériamente O(2™) opera-
¢oes. A amostragem por importancia nos diz que escolhendo algumas configuragoes
convenientemente através do algoritmo de Metrépolis [5], que privilegia baixas ener-
gias mas que ao mesmo tempo considera os efeitos de temperatura para a escolha
das configuragoes apropriadas. Para aplicar essa Heuristica, basicamente partimos
de uma configuragao inicial (69,09, ...,0%) com custo Ej e a partir disso realizamos

uma pertubagao (aleatéria a principio, isto é sorteia-se com probabilidade 1/n se
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n < E >Nsample:100 < E >Nsample:1000 < E >Nsu,mplE:10000 < E >

aproz aprozx aprozx exato
10 —7.52 —8.22 —7.87 —17.955661090...
20 —14.04 —15.18 —15.33 —15.27921279...
30 —21.48 —23.05 —22.76 —22.85250425...
40 —31.36 —29.91 —30.33 —30.46417598...

Tabela 1: A primeira coluna representa o niumero de vértices utilizado para cada
grafo pesquisado. Subseqiientemente a segunda, terceira e quarta colunas representa
os valores esperados do custo obtidos pela Heuristica para respectivamente 100,
1000, 10000 amostras para cada um dos valores de n da primeira coluna. Na tltima
coluna apresenta-se o valor exato obtido o valor esperado do custo.

a varidvel relacionada ao vértice é ou nao alterada) nesta configuracdo altera-se
em média apenas a varidvel de um vértice proporcionando uma nova e diferente
configuragao denotada aqui por (01,03, ...,0}) com custo E.

Executando o procedimento e economizando bastante nos detalhes?, apés a
repeticdo do procedimento para um nimero Nggmple de amostras, a Heuristica
deve aproximar o valor 5.3, exponencialmente custoso O(2"), pela simples média
aritmética O(Nsampie): (E) =1 ZNsample E;.

aprox Nsa'lnple =1
Ainda pode-se salientar que um limite de erro nao rigoroso, para esta estima-
tiva, pode ser calculada através do calculo do desvio padrao do custo obtido nestas
Ngampie amostras:

1 Nsample 1 Nsample
error (E) = \/var(E) = N Z E? — N ( Z El> .
sampte = sample i=1

Realizamos experimentos para n = 10, 20,30 e 40 onde comparamos os custo
médio exato ( ( E )., ) € 0 custo médio aproximado (( E'),,,,, ). O nimero
de amostras Nygmpie foi alterado para um estudo da robustez da heuristica. Os
resultados sao apresentados na Tabela 1. Para esses resultados utilizamos § = 1.0.

Como pode ser observado ha uma excelente concordancia visual entre os resul-
tados obtidos heuristicamente com o valor exato. O aumento no ntmero utilizado
de amostras aumenta essa concordancia.

6. Conclusao

O problema de estimar numericamente, dada uma precisao €, o valor esperado de
uma funcéo racional f(z1,...,2,) com (21,...,2,) € [[}_; X I escolhidos de acordo

4As implementacdes relativas e este artigo podem ser obtidas por e-mail diretamente com o
autor Roberto da Silva (rdasilva@inf.ufrgs.br).
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com uma fungdo de densidade de probabilidade P(z1,...,x,) conjunta, ou equi-
valentemente, o problema de calcular médias de fungoes de varias varidveis com
entradas intervalares é NP-Dificil se considerarmos que as varidveis sao correla-
cionadas. Porém, uma simplificagdo do problema ocorre se as varidveis aleatérias
forem independentes, isto é, P(x1,...,x,) = P(x1) - ... - P(z,), e neste caso tem-se
um problema pertencente a classe P, ou seja, um problema que é solucionavel em
tempo polinomial por um algoritmo deterministico. Porém a maioria absoluta dos
problemas envolvem variaveis correlacionadas, o que mostra que solugoes alternati-
vas para estes problemas sao exigidas mesmo que nao exatas.

Observou-se que este tipo de procedimento proporcionou uma significativa redu-
¢ao no custo computacional do problema que envolve o cédlculo do valor espera-
do do custo energético de uma linha de ions magnéticos com condigoes de con-
torno periddicas e com interagao somente entre vizinhos mais préximos (modelo de
Ising), um exemplo que notériamente requer o célculo de custosas médias configu-
racionais. Os resultados mostraram uma razoédvel concordancia do valor exato com
a Heuristica.

O método Monte Carlo possui uma desvantagem no que se refere a exatidao
do valor numérico das médias aritméticas, ou seja, sua exatidao aumenta conforme
o nimero de amostras y/Nsgmpie Necessdrias para a solucdo de um determinado
problema. Se a exatidao requerida na solucao é "modesta”, ou se a capacidade de
armazenamento do computador é grande, recomenda-se a utilizagao do método em
problemas que envolvam integrais multidimensionais.

Apesar desta ”desvantagem”, pode-se afirmar que o método constitui uma boa
heuristica para resolugao de problemas de amostragem intervalar NP-Dificeis, pois
verificou-se que o problema de estimar numericamente, dada uma precisao &, uma
funcao racional intervalar aplicado a esta heuristica, sobre as n varidveis aleatérias
passou a pertencer a classe P, isto é, o problema passou a ser solucionavel em tempo
polinomial através de um tratamento heuristico.

Abstract. The main objective of this work is to show alternatives for approxi-
mation of NP-Hard interval computation problem, using a heuristical approach
with emphasis in algorithms based in the Monte Carlo Method. In order to present
heuristics for the general problem of numerical estimating of the expected value of a
rational function f(z1,...,zn) with (z1,...,2n) € []5_; xIx C R", given a precision
€, chosen in according to a joint probability density function P(x1,...,%»), where
I, are intervals, we have showed, for the specific case of a regular graph of degree
equal 2, which nodes can assume the values —1 and +1 restricting all intervals be
discrete I, = [-1,1]NZ*, k = 1,...,n. We verified that expected value problem
of between all adjacents nodes pair, had its complexity reduced from O(2"), using
exact computing, to O(Nsampie) when approximated by Heuristic, where Ngampie is
the number of sample of configurations chosen by the sampling importance process
on the context of Methopolis algorithm.
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