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Equacao Constitutiva para Corpos Elasticos
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Resumo. Neste trabalho apresentaremos uma relacao constitutiva nao linear
para os materiais eldsticos dentro de um regime de deformagbes pequenas, relagao
esta que é uma extensao natural da Lei de Hooke. Estamos apresentando, aqui,
uma outra maneira de ver a referida Lei. Usaremos frequentemente a convengao
de somatdério para simplificar expressoes que envolvam somatério com respeito a
repeticdo de indices.

1. Deformacoes

1.1. Convengao de somatdrio

Quando um par de indices aparece numa expressao, significa um somatorio sobre o
indice no seu dominio sem explicitar o simbolo do somatério. O dominio do indice
é subentendido no contexto.

Nesta convencgao, o indice é repetido somente uma vez na expressao e, se for
repetido mais de uma vez, héa possibilidade de erro.

Com esta convengao de somatorio escreveremos, por exemplo,

0> 0%u =NNE 0%u
—— | =—=—1 =0 | d —— | =—=—1 =0
6@89@» {(%iamj :| » ©IR fugar ¢e ijz'::l 833281‘] |:(9{)318,’Ej :| ’
ou explicitamente como

0*u n 0*u n 0*u ~0
ozt~ TOox?0x3  Oxf

que € a classica equacao biharmonica.

1.2. Tensor de deformacao

Em Mecéanica do Continuo, particulas (pontos materiais) sdo consideradas elemen-
tos primitivos, como os niimeros que podem ser considerados elementos primitivos
em andalise. E, por hipdtese, estas particulas (pontos materiais) estdo em corre-
spondéncia biunfvoca com os pontos de R®. Um corpo B é considerado como um
conjunto de particulas e, para que possamos estudd-lo como um objeto matematico
precisamos representa-lo como tal; isto é feito com a definigao seguinte.
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Definicao 1.1. Uma configuracao do corpo B tri-dimensional € uma func¢ao bijetiva
de B em R3.

Por conveniéncia fixaremos uma dada configuracio k: B — R3, k(X) = X, que
passaremos a denominar configuracao de referéncia. As coordenada do ponto X,
(X;,7=1,2,3) sao denominadas coordenadas referenciais ou coordenadas materiais.
O corpo na configuracao k : B — R? serd denotado por Bj.

Fixada uma configuragao de referéncia k, dados uma configuracao arbitraria
e um ponto X €B, temos a seguinte definigao:

Definigao 1.2. A transformagao
Y=ok~ : By — By x = Pp(X) = Yk (X)), (1.1)
€ denominada deformacao de B desde k até 1.
O gradiente de deformacao de 1) relativo a k é definido por
F = Vxi. (1.2)

Estamos supondo as 1 continuamente diferencidveis com gradiente diferente de
ZEro.

O gradiente de deformagao é a medida de deformacao local do corpo, e por
definicdo é uma transformacéo linear F: R? — R3 tal que

Pr(X) — ¥ (Xo) = F(X0)(X — Xo) + 0(2), (1.3)

) 0(2)
onde XILH;(O m

Colocamos por definicao,

=0.

J = detF # 0. (1.4)

As coordenadas do ponto x, (x;,i = 1,2,3) sdo denominadas coordenadas de-
formadas ou coordenadas atuais, e fixada uma configuracao de referéncia k& de um
corpo B, qualquer outra configuracao ¥ do mesmo corpo serd denominada con-
figuracao deformada em relagao a k. Em termos dos sistemas de coordenadas (X)
e (x;), 1,7 = 1,2,3, nas configuracgoes de referéncia e deformada respectivamente, a
deformagao v, pode ser escrita como

onde z; sao as funcdes de deformagado e os componentes do gradiente de deformagao
sao dados por
817,’
F.= 27
Y 0X;
Sejam dX = X — X um pequeno (infinitesimal) segmento de reta material na
configuracao de referéncia e de = i (X) — ¥, (X ) sua imagem na configuracao
deformada. A relagao (1.3) pode ser interpretada como

do = FdX. (1.7)

(1.6)

Veremos agora outras medidas de deformagao com significado fisico mais suges-
tivo, tal como mudanga de forma e de orientagao.
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Teorema 1.1 (Decomposicao Polar). Para qualquer transformagdo F nao sin-
gular, existem transformagoes simétricas e positivas definidas U e V, e uma trans-
formacgao ortogonal R, tal que

F=RU=VR, (1.8)
U,V e R sao determinadas de maneira unica.

Demonstracao. O tensor FTF é simétrico, e para qualquer v # 0, temos que
(v- FTFv) = (Fv- Fv) > 0.

Visto que F' é nao singular, e portanto positivo definido. De maneira analoga,
FFT é simétrico e positivo definido.

Definimos agora, U = VFTF, R=FU 'e V = RURT.

Por definiciio U é simétrico positivo definido, e como RRT = 1, R é ortogonal.
Além disso, V2 = FFT, e assim V é também simétrico positivo definido.

Os tensores U, R e V assim definidos satisfazem o teorema. O

Uma transformacao linear de R?® em R3, serd denominada tensor de sequnda
ordem.

Um tensor simétrico e positivo definido representa a superposicao de estados
de extensdo (contragao) pura ao longo de trés eixos mutuamente ortogonais, e um
tensor ortogonal representa uma rotagao de determinado angulo ou uma reflexao. O
Teorema 1.1 afirma que qualquer deformacéao local é uma combinacao de extensoes
(contragbes) puras seguidas de uma rotagao, ou vice versa.

Os tensores, U e V, denominados tensores de deformacio (strain tensors), me-
dem a extensdo (contracdo) local e mudanca de forma local. O tensor R, denominado
tensor de rotagao, mede a rotacgao local e mudanga de orientacao local que sofrem
os elementos materiais do corpo.

Dado um gradiente de deformagao F, usando o Teorema 1.1 podemos escrever
FTF=FTRU =UTRTRU, mas RT = R~! e UT = U, e portanto U2 = FTF.

De maneira andloga obtemos V2 = FFT,

Em lugar dos tensores U e V é mais conveniente usar os tensores:

Tensor de deformacio de Cauchy-Green & direita, C = U? = FTF,
e tensor de Cauchy-Green a esquerda,

B=V?=FFT. (1.9)

1.3. Deformacgoes pequenas

Os tensores de deformagoes definidos acima sao introduzidos para deformagoes fini-
tas em geral; nesse trabalho somente “deformagoes pequenas” serao consideradas.
A expressao “deformagdes pequenas” utilizada vérias vézes ao longo deste trabalho,
sera melhor compreendida depois de introduzirmos o conceito de vetor deslocamento.

Com o objetivo de passar da teoria geral para a teoria de deformagoes peque-
nas, introduziremos um novo tensor de deformacao relacionado com a mudanga de
comprimento e angulo entre as configuragoes referencial e atual.
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Para isso consideraremos dois segmentos infinitesimais de reta material dX; e
dX 9 na configuracao de referéncia, e seus correspondentes dx; e dxs na configuracao
atual. Por (1.7) temos que

dX, dX,=F 'dxy - F'dey = (FY)TF') dey - dao,

e portanto podemos considerar a seguinte diferenca entre as configuracoes de re-
feréncia e deformada, que segue de (1.9) dxy - dry — dX - dXo = 2Edx; - drs, com

E= %(1—3—1). (1.10)

O tensor em (1.10), é denominado tensor de deformagdo de Almansi-Hamel (tensor
de deformacao finito na configuracéo corrente).

Observamos que o tensor em (1.10), anula-se quando néo existem deformagoes,
isto é, quando F' = 1. Introduziremos agora o conceito de vetor deslocamento a fim
de considerarmos as “deformagoes pequenas”.

Definicao 1.3. O vetor deslocamento a partir de um ponto X na configuracdo de
referéncia € definido por

u(z) =z - X =z — ;' (z),
e considerando como uma func¢do de x, seu gradiente € dado por h = Vyxu.

Segue imediatamente que
h=1-F1 (1.11)

Diremos que uma deformacao é pequena, quando o médulo do seu gradiente de
deslocamento for uma quantidade pequena, isto é, |h| < 1.
De (1.9) e (1.11) temos que

Bl=rTprt=01-r"Y(1-h)=1-h—-hT +1hTh,

em termos dos gradientes de deslocamento obtemos, portanto,
1
E = 5(h+hT—hTh). (1.12)

Para o caso de deformacoes pequenas |h| < 1, e visto que hTh é uma quantidade
de segunda ordem, podemos reescrever (1.12) da seguinte maneira E = e + 0(2),
onde

B hTh
=
O tensor em (1.13) foi introduzido por Cauchy na teoria cldssica da elasticidade,
e é denominado tensor de deformacdo infinitesimal. Em termos de coordenadas,

escrevemos 5 )
1 Uy Uj

i == . 1.14

s 2<axj+axi) (1.14)

e= %(h +hT) e o(2) (1.13)
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Proposigao 1. O tensor de deformagao infinitesimal em (1.14) satisfaz a condi¢ao

de compatibilidade
0%e11  O%ean d%e1n
—2 =0. 1.15
0z3 0z? 0x10xs (1.15)

Demonstragao: Pela definicdo (1.14) temos que

82611 1 83u1 83u1 83u1

2~ 5 2 2 ) (1.16)
O0x3 2 \0z50x1  0x35011 0x5011
32622 1 83u2 83u2 83’662

2 — 5 2 2 - ) (1.17)
Oy 2 \ Oz50zy  Ox{0x2 0x{0x2
62612 1 83U1 83u2

=_ . 1.1

0x10z2 2 (&Tlax% 8x%0m2> (1.18)

De (1.16), (1.17) e (1.18) obtemos

62611 82622 82612 83’[1,1 63U2 _ 63u1 83u2 —0
03 0z? O1101s 0z30x1 023019

- 021023 023079

O

2. Equacgoes de Equilibrio

Nesta secao, seguiremos a abordagem classica desenvolvida por Newton e Euler,
de acordo com a qual movimentos sao produzidos pela acao de forcas e momentos
sobre o corpo. A demonstracao do famoso Teorema de Cauchy pode ser encontrada
nas referécias bibliogréficas.

2.1. Teorema de Cauchy

Consideremos um ponto material fixo X. A fungdo ¥(X,:) : R — R3 é denom-
inada curva trajetdéria do ponto material X. A velocidade & e a aceleragdo & sao
definidas como a primeira e segunda derivada em relagdo ao tempo (varidvel t),
quando a posi¢ao do ponto material X se move ao longo desta curva,
oP(X, 1) PP(X,t)
(X, t)= ——", &(X,t)=—77—"".
(.0 = 2D = S
Estamos supondo que (X, t) seja duas vézes diferencidvel em relagéo a t.
O movimento de qualquer parte P C B satisfaz as equagdes da conservagdo de

momento linear J
—/p:kdv:/pbdv—i-/ tda (2.1)
dt Jp P opr

e da conservagao de momento angular

% P(a:fazo)xpa':dv:/

P(a: —xg) X pbdv+/ (x — x0) X tda. (2.2)

oP
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O lado direito da equacdo (2.1) representa as forgas agindo sobre a parte P do
corpo B. Existem dois tipos de forgas, a primeira denominada de forga de corpo b,
que é devido a forgas externas, tal como a gravitacdo. A segunda denominada de
tragao de superficie t, é a forga agindo sobre a superficie P da parte P. Observe
que para um ponto no interior do corpo & € 9P C B, a tragao t em x é geralmente
diferente da tracao no mesmo ponto considerando a mesma superficie como fronteira
de uma outra parte de B.

A idéia classica para simplificar a dependéncia da tragao na OP é conhecida
como a Hipdtese de Cauchy enunciada a seguir.

Proposicao 2 (Hipé6tese de Cauchy). Se x € IP(0Q, P,Q C B, com OP e
0Q possuindo uma normal orientada comum em x, entdo

t(z,0P) = t(z,0Q), (2.3)

A Hipoétese de Cauchy afirma que t depende somente de n, a normal orientada
da fronteira de P em x,
t(x,0P) = t(x,n). (2.4)

ou seja, se duas superficies tem a mesma normal em x, entao os valores da tragao
sao iguais em .
O teorema de Cauchy abaixo assegura a existéncia do tensor de tensao.

Teorema 2.1 (Teorema de Cauchy). Suponha que t(-,n) seja uma fungao
continua de x, e b € limitada em B. Entdo a condi¢cdo necessdria e suficiente

para que as equagoes (2.1) e (2.2) sejam satisfeitas numa parte qualquer P C B, €
que exista um campo tensorial de seqgunda ordem T tal que

1. para cada vetor unitdrio n,
t(x,n) = 7(x)n; (2.5)
2. T € simétrico;
3. e se T for continuamente diferencidvel, satisfaz a equagdo do movimento
pE—divr =pb. (2.6)

A simetria do tensor 7 é consequéncia da conservacdo de momento angular, (ver
[4] e [7]). O tensor 7 é denominado tensor de tenséo.

Uma consequéncia imediata do Teorema de Cauchy sao as equagoes de equilibrio
abaixo.

2.2. Equacoes de equilibrio
Se o corpo estd em equilibrio, isto quer dizer que & = 0, entdo obtemos de (2.6)
que divr = —pb. Ou usando a convengao do somatdério

87'ij



Equacao Constitutiva para Corpos Elasticos 301

Neste caso, das equagoes (2.1), (2.2) e (2.3), obtemos

/8P ™ da = —/Ppbdv, (2.8)
/ap(mfmo)xrndazf/})(:c—:co) x pbdv. (2.9)

2.2.1. Condigoes de equilibrio na fronteira

Seja f uma forga aplicada na superficie do corpo material B. A condicao de
equilibrio implica a seguinte condigao na fronteira: 7n = f, onde n é o vetor
normal da superficie do corpo.

De (2.8) e (2.9), quando o corpo néo estd sujeito a forga externa (b = 0), obtemos
as seguintes condigoes de equilibrio na fronteira:

fda=0, / (x —xy) X fda=0. (2.10)
oB oB

3. Materiais Elasticos

3.1. Materiais elasticos isotréopicos

Definicao 3.1. Diremos que uma funcao tensorial de um tensor, S(A), € uma
funcdo isotrdpica, se para qualquer tensor A a sequinte condi¢do € satisfeita

S(QAQ™) = QS(A)QT, (3.1)
para toda Q € O, onde O € o conjunto dos tensores ortogonais.
O conjunto O forma um grupo denominado grupo ortogonal.

Teorema 3.1 (Rivlin & Ericksen). Seja S uma funcao tensorial simétrica de
uma varidvel tensorial simétrica A, entao S € isotrdpica se, e somente se, pode ser
representada por

S(A) = 801 -+ SlA —+ 521427 (32)

onde sg,s1 e sy sdo funcdes escalares arbitrdrias de trA, trA? e trA3.
Usando a convencao do somatdério, escrevemos os tragos em componentes,
trA = A, trA? = AjkAjk, trA3 = AjkAklAlj- (33)

Uma consequéncia imediata do teorema de Rivlin & Ericksen é o Corolario
abaixo, que, como veremos, é importante na deducao da lei de Hooke.

Corolério 3.1.1. Se, além disso, S for uma fungao linear de A, entdo
S(A) = a(trA)1 + A, (3.4)

onde « e 3 so constantes escalares independentes de A.
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Uma propriedade do material é caracterizada por sua equacao constitutiva, assim
introduzimos a seguinte definigao:

Definicao 3.2. A equacdo constitutiva para materiais eldsticos é definida por
T=F(F), (3.5)
onde a fungao constitutiva F satisfaz as condi¢oes de
1) objetividade material,
F(QF) =QF(FQT, YQeO, (3.6)

2) simetria material,
F(FG)=F(F), VGeg, (3.7)

onde G € um grupo, denominado grupo de simetria material.

A grosso modo, a condigao de objetividade material significa que as propriedades
intrinsecas do material nao mudam com a mudanca de observador. E a simetria
material, que o seu comportamento nao é alterado sob um determinado conjunto
de mudancas de estado de referéncia do corpo.

Um material é denominado isotrdpico se o seu grupo de simetria é o grupo
ortogonal, G = O, isto é, uma rotagdo nao muda a propriedade do material. Das
condigoes imediatamente acima, obtemos

QF(F)QT = F(QF) = F(QFQ"Q) = F(QFQ") YQ €O, (3-8)

e, portanto, a funcao constitutiva F é isotrépica.

3.2. Lei de Hooke

Para pequenas deformagoes temos, pela equagao (1.11) e por (1.13), que o tensor
de deformao infinitesimal é definido por e = %(h +hT), onde h =1 — F~!. Temos,
entao

e= %(1—F’1 +1-FT)y=1- %(F*1+F*T) = e(F), (3.9)

isto é,
e=e(F). (3.10)

Portanto, supomos que a equagao constitutiva (3.5) pode ser escrita como
T=T(e(F)) = F(F) (3.11)
e a condi¢ao (3.8) como
QT (e(F)Q" =T(e(QFQT)),  VQ€O. (3.12)

Mas, por (3.9), temos que

(@rFQ") =1 3 (1QFQ" ™+ @FTQ) ) =@ (1- 5+ P 7,
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ou e(QFQT) = Qe(F)QT e, dai, obtemos
QT (e(F)Q" = T(Qe(F)QT), VQeO. (3.13)

Isto é, a func@o constitutiva 7 é uma funcao isotrépica do tensor de deformacao e.
Para pequenas deformagoes, temos que |e] < 1. Supondo que o estado de
referéncia é um estado natural, 7 (0) = 0, do Corolério 1.1, a equagdo constitutiva
linear para materiais eldsticos isotrépicos é dada por 7(e) = A(tre)l + 2ue, ou em

componentes
Tij = A epk (Sij —|—2,ueij, (314)

onde p e A sao denominadas constantes de Lame. A relagdo acima pode ser reescrita
como uma relacao para e em termos de 7 do seguinte modo

v 1+v
Cij =~ Tkk 05 + g T (3.15)

onde E o médulo de Young, e v o de Poisson.

A equagao (3.14) ou (3.15) ¢ a relac@o constitutiva da teoria cldssica da elasti-
cidade linear isotrépica, conhecida como Lei de Hooke.

O tensor de deformacdo e;; e o médulo de Poisson v sdo quantidades fisicas
adimensionais, e pela experiéncia temos |v| < 1. Assim, de (3.15), a quantidade
adimensional definida por

fig =

. (3.16)

¢ de mesma ordem de grandeza do e;;, isto é, |7| < 1.

4. Relacao Constitutiva Nao Linear

A relagao constitutiva nao linear considerada a seguir, ainda dentro de um regime
de deformagoes pequenas, uma extensao natural da Lei de Hooke. Observamos que
queremos uma relacao constitutiva onde as deformacoes sao dadas em funcgao das
tensGes como a equagao (3.15).

De 7 = 7 (e), definimos agora e = S(7) onde S=7"1

Aplicando S a ambos os membros da equacio (3.13) obtemos S(Q7 (e)QT) =
ST(QeQT), logo

S(QTQ"T) = QS(1)Q",

e portanto S(7) uma fungdo isotrépica do tensor de tensdo 7.
Pelo teorema de representacao de Rivlin e Ericksen, podemos representar
e = S(7) da seguinte maneira:

e=aol + o7+ aar?, a; = aitr7, tr 72 tr3). (4.1)
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Para pequenas deformacoes, usaremos o tensor 7 definido em (3.16) no lugar de
7 e, como |7| < 1, da relagdo (4.1) podemos obter uma representagiao nao linear
em 7 de até segunda ou terceira ordens em geral:

eij = (a0 + a17uk + aoTnkTnk + a3Tun T + QaTnkThiTin + a5TkkTanTu + ...) 055 +
+ (bo + b1k + baTrrTu + b3TriTrr + baThiTinTnk + bsThkTnnTu + ...)Tij +
+ (co + c1Trk + CoTnkTnk + C3TanTi + CaTnkThiTin + ) TipTpjs (4.2)

onde os a;, b; e ¢; sao constantes reais.
Agrupando os termos de mesma ordem, temos

€ij = a05ij + [Chf'kkéij + boﬁj] +
+ [(aofrfu + asfertun)di; + b1funti; + cotipTp;| +
+ [(aaTriTinTnk + a5,k TuTnn + Q6 TkkTinTin )03 (4.3)
4+ (boFwntu + bsTuTe)Tij + 1 funTipTpi] + on
A equacao (4.2), ou (4.3), é arelagao constitutiva dos materiais eldsticos isotrépicos

para pequenas deformagoes em geral. A lei de Hooke corresponde o caso, ag = 0,
a1 = —v, bp = 1+ v e os demais coeficientes nulos.
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