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Resumo. Neste trabalho calculam-se os fatores de intensidade de tensdo de uma
trinca interna eliptica-hiperbdlica homofocal. Tal problema foi investigado a luz
dos conceitos da teoria da elasticidade e da mecanica da fratura através da andlise
complexa onde a transformacao conforme (a trinca foi transformada em um ciclo
unitdrio) e a integral de valor principal de Cauchy sao envolvidas. Os resultados
foram comparados com outros ja obtidos numericamente. As férmulas encontradas
por este trabalho podem ser utilizadas como referéncias para determinar rapida-
mente os fatores de intensidade de tensao das trincas emitidas de uma elipse ou um
ciclo.

1. Introducao

A existéncia de trincas em uma estrutura sempre é uma ameaca & sua seguranca
pois sua resisténcia diminui com a propagacao destas trincas. J4 a propagacao ou
nao das trincas depende do campo de tensoes ao redor de sua ponta, ou, ainda
melhor, dos fatores de intensidade de tensoes.

Nos problemas de propagacao de trincas pode-se estudar trés aspectos: se ha ou
nao propagacao e, no caso de haver, qual a direcao e quantidade propagada. Todos
envolvem diretamente os fatores de intensidade de tensoes. Neste caso esta sendo
estudado o primeiro aspecto.

Os fatores de intensidade de tensoes de muitas trincas originadas de geometria
simples, como por exemplo, linhas retas, retangulares, circulares e elipticas com
ramificagoes lineares conjugadas ja foram estudadas numericamente [5]. No presente
trabalho sao calculados os fatores de intensidade de tensao de uma trinca eliptica-
hiperbélica homofocal (Figura 1) pois a trincas deste tipo aparecem comumente em
materiais geolégicos como rochas e solos.

Este problema foi investigado analiticamente através da teoria da elasticidade,
da mecénica da fratura [1] e da andlise complexa envolvendo transformagio con-
forme e a integral de valor principal de Cauchy.
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Figura 1: Trinca eliptica-hiperbdlica homofocal sujeita a tensoes.

2. Apresentacao do Problema

A trinca em questao estd sujeita a tensao normal p e de cisalhamento 7 no contorno
da elipse e as tensoes normais remotas p; e pa,onde p; € direcionada pelo angulo 3
formado entre ela e o eixo z positivo (Figura 1). A elipse simula um poro numa rocha
subterranea e a ramificacao hiperbdlica conjugada representa as trincas originadas
da elipse. Os pontos 21, 22, 23 € 24 s80 0s pontos de interseccao das trincas e o ponto
2o é a extremidade da trinca. Na verdade z1 e z4 (e 22 e 2z3) s@o apenas os pontos
dobrados de um mesmo ponto. Objetiva-se encontrar os fatores de intensidade de
tensao em zy, que determinam se a trinca propaga.

Muskhelishvili [2] expressa os componentes de tensoes oz, Tyy € 0gy €m termos
das fungoes analiticas complexas ¢1(z) e ¥1(2)

Tra + oy = 2[p1(2) + 91 (2)],
Oyy — Ogz + 2io'ﬂcy = 2[290/1,(2) + 11[},1(2)]
A condigao de contorno é
f(o) = pi(0) + o (0) + ¢ (o),

onde o é o ponto acima do contorno. A integral

B
f= z/ (X, +1Y,)dS + const = i(X +iY) + const
A

representa a resultante complexa (X,Y) das tensoes do arco AB do contorno. Se este
arco submete-se as tensdes cisalhante T e pressdo p(tensdo normal), entdo, tem-se
ainda de Timoshenko [6] que

XndS = [—7 cos(n,y) — pcos(n, z)|dS = Tdx — pdy,

iYndS = i[T cos(n,x) — pcos(n,y)]|dS = i(rdy + pdz),
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sendo cos(n, ) = g—g e cos(n,y) = — 4. Assim,

B
f= z/ (1 +ip)dz + const = i(T + ip)(z2p — z4) + const
A

ou
f=iN(zp — za) + const, (2.1)

onde N = 7 + i¢p. Se nao hé nenhum tipo de tensao no contorno, ou as tensoes se
equilibram estaticamente no contorno, entao

X=Y=0. (2.2)

3. Transformacao Conforme

Para facilitar a obtengao da solucao do problema definida no dominio (z) que tem
um contorno complicado, é vantajoso transformar o dominio fisico z para outro
dominio (notando por ¢) que tem seu contorno relativamente simples. Denotamos
esta transformacgao por

2 = w(Q).

A Figura 2 mostra a transformacgao do contorno complicado do problema fisico para
um ciclo unitario. A transformagao matematica é

2
z:w(<>=%<<+<1>A11A2Jj—2<<+<—1)2—1, (3.1)

onde
Ay = acosngy + ibsinny,

Ag = bcosng + iasinny,

sendo ¢ = pe'® € S~,a e b os comprimentos dos meios eixos da elipse, 1y o angulo
aproximativo da ramificacao hiperbdlica, « e 6y os pardmetros que envolvem os
comprimentos da hipérbole e cos 6y = % (Figura 3). Essa transformagao é conforme.
De Timoshenko admite-se que (3.1) pode ser escrita como uma expressao de Laurent.
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Portanto,

z:RC+Co+%+%+-~:RC+wO(C),

onde R = §(A; + Az) e wo(C) ¢é analitica em S~

4. Funcao de Tensoes

De [2] sabe-se que as fungbes analiticas do campo de tensoes sdo expressas por

X +1iY

p1(2) = p(¢) =TRC — Ikt 1) In¢ + ¢o(C),
_ v k(X —1iY)
1(2) = 0(Q) = T'RC+ 5 G (),
Aplicando a condicdo de contorno (2.2), tem-se
¢1(2) = ¢(¢) =TRC + ¢0(¢), (4.1)
P1(z) = ¥(¢) = I"RC +1o(C), (4.2)
com as fungbes analiticas po(¢) € S~ e 1o({) € S~ representadas em séries da
forma o
@O(C) = Z ancinv
n=1
Yo() =D buC", (4.3)
n=1
com pp(00) = Pp(oco) = 0 e as constantes complexas I' = i(pl +p) el =

—3(p1 — p2)e2" Ainda de Muskhelishvili, tem-se as condicdes de contorno

¢'(0) + (o) = f, (4.4)
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¢'(0) + (o) = T, (4.5)

onde o = ¢ € v (extremidade da trinca no ciclo unitdrio). Multiplicando (4.4) e
(4.5) por m e integrando no contorno =y, encontra-se

1 ¢(o) w(o) ¢'(o) 1 (o) ! f

omi Lo ¢ +§ ==l 7GCda—_%/NCda, (4.6)
1 [ ¢l w(o) ¢'(0) Po) 1

2mi WU*CdU—F% vw/(U)U*CdU+2m v 0—C _2_/0 do. (4.7)

e (3.1), temos

A+ — 1+ 22+ (7Y

; (4.8)
Va2 -

A5 (¢~ 14 2B+
Ve -

Em o = %1 ocorre que (4.8) e (4.9) sdo anuladas. Desta forma, encontra-se a
singularidade na equagao (4.6). Se supormos que a funcao referente

(4.9)

w?—1

w2 —(2

satisfaz a condi¢do de Holder[2] para w = +£1, entdo, pela aplicagdo do conceito da
integral de valor principal de Cauchy[2], pode-se alterar o caminho da integral para
c1, consistindo pelo caminho fechado: ¢1_,c14+ e 0 v menos os dois arcos pequenos
em torno dos pontos ¢ = +1, onde ¢1— e ¢4+ sao os meio ciclos centrados nos
o = F1 respectivamente com o raio r(r — 0) em ST (Figura 4(a)). Assim tem-se

1 p(o) 1 w(o) ¢'(o) 1 ¥(0)
5 yo—cd + 5 w/(g)a_cda+ 5 ). i (4.10)

. 1 / w(o) do 1 f
— lim —
Y027 J,

——=¢'(0) +¢(0) =
w' (o) o—¢ 2miJ,0—C
Exceto a integral entre colchetes, as outras sao integrais convencionais. Pode-se
provar que a integral entre colchétes é zero quando nao ha tenstes nas superficies
perto da ponta da trinca [4]. Por isso simplifica-se (4.10) como segue:

! /‘P(”)da+ L[ wlo) #0), 1 Wdazi/ L

2mi oc—C( 2mi e w' (o) —¢ 2i o 0—¢ 27 ), 0 —C
(4.11)

do.
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Da mesma forma pode-se alterar o caminho da integral da equagao (4.7) para

o, consistindo no caminho fechado: ¢y ,co4 € 0 v menos os dois arcos pequenos em
torno dos pontos 0 = %1, onde co— e coy sao os semi-ciclos centrados nos o = F1

respectivamente com raio r(r — 0) em S~ (Figura 4(b)). Assim tem-se

1 [ ¢(0) 1 [ w(o) ¢'(0) 1 (@) , _ 1 T
2mi ey 0—C T omi C2w’(a)a—(da+% 40 —C 7T omi ,YU—CdO'
(4.12)

De acordo com (4.1) e (4.2), (4.11) e (4.12) podem ser escritas nas formas
%) 1y (413)

L[ wle) A, 1

1
—/ Md0+ -— -
2mi ), 0—C 2mi Jo, w'(0) 0 — ¢ 270 Joy 0= C
1 1
= — dO' —_ fO dO'7
2mi ), 0= ¢ 27 Jo, 0 —C
1 1 f 1
27 ., 0 — ¢ 2mi J,, w'(0) o —¢ 2mi ), o —

27 Jo, 0 — G

/ F g L fo do,
,

com fo =TRo + ﬁ% +1I"Ro.
De (4.3) sabe-se que ¢g(¢) é analitica fora do vy e pg(c0) = 0. Entdo, tem-se,

segundo as féormulas da integral de Cauchy,

§%A@@w=%@—%@FwM)

o=

¢ (o) é o valor de contorno da fungéo analitica e

26 1 (1)

Sabe-se ainda que 22
w! (o)

em ST. Portanto, de Cauchy obtém-se
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! Yo() do = 0.

27t Jo, 0—C
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(4.15)

Assim (4.13) pode ser escrita da maneira
1 -
— I —T'RI, —I"RI3 — T'RIy,

volQ) = 5
onde F )
o
.[1:/ dO’, I2__ dJ,
v 0 —C 27 Jo, 0—C
1 1 d
do, I4:—./ wlo) _do , com(EST.
2mi Je, w'(o) o — ¢

=/
Is = — —_—

27i )., o(0 =)
Da equagao (4.15) determina-se ¢o(¢) que, levado até (4.14), permite o célculo
de ¢o(¢) através das férmulas de Cauchy. Em conseqiiéncia, pode-se obter o campo
de tensoes e do deslocamento. No entanto, o objetivo estd no calculo dos fatores de

intensidade de tensao e nao nas fungoes ora relatadas.
Assim, novamente das férmulas de Cauchy, obtém-se
dIs

=0, Is==
¢
Al + A2 1 . dI4 Al + A2
14::— llm —_ = =
Al + A2 < ¢—1 dC Al + A2
Para o cédlculo de I; deve-se considerar o carregamento no contorno da elipse
(Figura 4). Considerando (2.1) e sub-dividindo f de forma que f = f1+ fa+ f3+ fa

para os respectivos trechos tem-se
z
fi= iN/ dz+iNzy =iNz, z € trecho z4zs3,
z4

23
fo= iN/ dz 4+ iNzy =iNz3 =ilNzg, z € trecho z3zo,
24
z € trecho z9z1,

f3 = ’iNZ,
fa=1iNz, z € trecho zy21,
em que z1 = z4 € zo = z3. Desta forma,
g3 [op) o1 o4
[1:/ LdUJr/ f2da+/ f3d0+/ fay,
o4 G_C o3 U_C o2 U_C o1 U_C
ou
g2 —02 —01 d o1 d
I1_iN|:/ MquL/ w(a)do'JrzZ/ g +Zl/ _J],
o1 U_C —o01 O-_C o2 U_C 7020-_C
(4.16)

para o9 = —0y4, 01 = —03, € 2 = w(0).
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Resolvendo (4.16) chega-se em lim¢__,; ‘ffcl = O‘A21L (mr—26p—2 cot 0p)+2211 csc Og.
Assim, (4.13) assume a forma
d A
clinl d_C(po(C) = 5 kﬂ (m — 200 — 2 cot By) + 2214 csc Oy (4.17)
A+ A
+TR + TRELZL2.
A1+ A

5. Fatores de Intensidade de Tensao

De Newman [3] tem-se que os fatores de intensidade de tensao dos modos I e II sdo
determinados por

Kp —iKyy = Jim /w(Q) - w(1)5282m. (5.1)

Mas, de (4.1), ¢'(¢) = TR+ ¢((), entao (5.1) fica

Calculando, temos

lim Vw(C) —w(l) kv1— k2
¢(—1 w’( Q(Alm‘i’/lg)
Levando (4.17) em (5.2) tem-se, para tanfy = ¥ 1,;“ e z1 =z + 1y,
V1—k?
Kr—iKi=2 WT[(Bg cos \g + Cssin Ag) — i(Cs cos A\g — Bssin Ag)].
To

Assim, os fatores de intensidade de tensao sdo obtidos por

Kr=2,/ 7"1 tan 0y (B3 cos A\g + Cs sin Ag), (5.3)
0

Kip=2 7‘1 tan p(C3 cos A\g — Bs sin Ag), (5.4)
V 7o

onde rg = \/(a\/l — k2 4 b)2cos2ng + (bV1 — k2 4 a)?sin® 1 ,

Ao = —% arctan (%ﬂl:ﬁi‘; tan 770),

B; = —bsinng(m —260g — 2 cot 8y) — 2y1 cot Oy, C1 = acosno(m—20p—2cot by) +
+2x1 cot by,

By = (p1 + p2) costo — (p1 — p2) cos(208 — 3ng), Co = (p1 + p2)sinmng — (p1 —
p2) sin(20 — 3no),

Bs = aT—H)BQ — 5:(TB1 =pC1),  C3 = 5-(7C1 +pB1) — aT—Hjcz-
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Figura 5: Trincas linear (a) e (b) e circular (c).

Se, na Figura 1, a trinca estiver sujeita as tensoes normais (pr,) e de cisalhamento
(71) nos contornos, entdo, pelo método da superposicao, os parametros alteram-se
para

B3 = aT-H)BQ + %(TLB4 +pLC'4) - %[(7’ + TL)Bl + (pL fp)Cl},

C3=—2Co + £ (—7.Cs + prBy) + 5= (7 +7L)C1 + (p — pL)B1l,

By = —7(a+b)sinny, C4=m(a+b)cosnp.

6. Alguns Resultados

6.1. Trinca linear inclinada (Figura 5(a))

Neste caso, para b =19 = po = p = 7 = 0, tem-se, para (5.3) e (5.4) respectiva-
mente, essas férmulas que ja sdo muito conhecidas:

K; = p1/masin? g, K = p1vmasin B cos 3.

6.2. Trinca linear sujeita a carregamento simétrico em partes

das superficies superior e inferior (Figura 5(b))
Se b =1y = p1 = pa = 0 entdo, de (5.3) e (5.4), chega-se em
K 2 T sin! a K 2 .1 a
= — L S — = —T+/TTXp S11 —
1 ’/Tp 0 7o ) 11 p 0 o )

onde (xg,0) s@o as coordenadas da extremidade da trinca. As férmulas sao idénticas
as da literatura [5].

6.3. Trinca originada de pressoes internas no furo em um
plano infinito (Figura 5(c))

Se, agora, N9 = p1 = ps =7 =71, =0, p = pr, a = b, entdo (5.3) e (5.4)

reduzem-se a
av1l — k2

Ky =2pymy| —Y 2%
e vy

KI[ =0.
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A Tabela 1 mostra alguns resultados para K, com a = 1.

Tabela 1: Valores de F em K; = Fp/mxg .

(20 = a) 1,0l | 1,50 | 2,00 | 2,50 | 4,00
F(Newman) 0.2188 | 0,9029 | 0,9670 | 0,9855 | 0,9976
F(Soarese Wang) | 0,1979 | 0,8961 | 0,9682 | 0,9872 | 0,9980

Abstract. This work calculated the stress intensity factors of hyperbolic cracks
developed from the confocal ellipses. The two-dimensional holomorphic solutions
were obtained on the base of elasticity theory, fracture mechanics and complex
analysis where conformal mapping and Cauchy’s principal integral are involved.
The results are good in accordance to the numerical ones. The formulae can be
used to determinate rapidly the stress intensity factors of cracks emanating from a
circular or an ellipse hole in an infinite plate.
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