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Resumo. Este trabalho diz respeito a aplicagdo do Método de Elementos Analiticos,
desenvolvido originariamente para dominios infinitos, a um problema de escoamento
subterraneo caracterizado em dominio semi-infinito. A aplicagdo de Elementos
Analiticos a esses dominios exige a utilizacao de métodos auxiliares (por exemplo o
método de imagens) que, em contra partida, eliminam a necessidade da utilizagao
de elementos convencionais para a representagio de efeitos regionais (por exemplo a
recarga direta do aqiiifero) dando assim lugar a utilizagado de expressoes unidimen-
sionais. A modelagem de problemas em meios porosos com essa técnica reproduz
com precisdo o campo de escoamento em regioes semi-infinitas.

1. Introducao

As formagdes geolégicas por onde escoam os fluidos subterraneos ocorrem geral-
mente sobre dreas que se estendem muito além das regides onde sao estudados
problemas de escoamento. Comumente, essas formagoes apresentam-se em formas
alongadas, ou seja, estreitas em relagao a sua direcdo de maior comprimento. Neste
trabalho é caracterizado um problema de escoamento no aqiiifero Barreiras, litoral
Nordeste do Brasil. O aqifero é representado em uma faixa de dominio semi-infinita
e ¢ modelado a partir do Método de Elementos Analiticos. A regido abordada tem
sido adotada como fonte de captagao de dgua em projetos de abastecimento de co-
munidades distantes, sendo necessério avaliar as interferéncias desses projetos sobre
o comportamento natural do manancial.

O Método de Elementos Analiticos (da literatura internacional, Analytic Ele-
ment Method, AEM) é um método computacional para a obtencao de solugbes em
campos vetoriais utilizando-se para tanto a sobreposicao de solugoes analiticas ele-
mentares. O Método de Elementos Analiticos pode ser aplicado tanto em dominios
finitos como em dominios infinitos. Os primeiros passos para o desenvolvido do
Método foram dados no inicio da década de setenta com o objetivo de construir
um modelo de escoamento subterraneo para a avaliacao dos efeitos da construgao
de um canal entre os rios Tennessee e Tombigbee sobre o escoamento nos aqiiiferos
da regido. O projeto demandava do modelo a representagdo do escoamento tanto
em escala regional (inicialmente 80 por 130 km) como em escala local [12, 13].
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Atualmente a aplicacdo mais extensa em area de abrangéncia territorial é o Mod-
elo Nacional Holandés de Aguas Subterraneas atribuido a [3] e apresentado em
(http://www.tavw.nl/NL/producten/waterbeheer/nagrom/nagrom.htm). O método
permite obter informacoes de escala local mesmo em abordagens de grande escala
como essa, devido a representacao de efeitos por meio de fungoes analiticas.

A formulagao empregada no desenvolvimento das fungoes utilizadas como el-
ementos no AEM tem origem em técnicas bastante conhecidas em Aguas Sub-
terrdneas e na Teoria Linear da Elasticidade. A descrigdo do método e aplicagoes
das Integrais de Cauchy e de Elementos de Contorno em teoria eléstica é feita, por
exemplo, por [9, 10]. Em Aguas Subterraneas, essas técnicas sdo apresentadas, por
exemplo, por [11]. Distribui¢des de vértices foram também amplamente empregadas
em diversos problemas em ambas as 4reas (eg., [2]).

2. Formulacao do Método

Os elementos analiticos sao representados matematicamente por solugoes obtidas
para potenciais complexos. Essas expressoes contém parametros que sao determi-
nados de forma a satisfazer as condicoes de contorno. O potencial de referéncia,
definido pela somatoria das constantes de integragao presentes em cada expressao
utilizada, é um dos parametros a serem determinados no modelo. Tais condicoes
de contorno nao sao satisfeitas de forma exata, mas de forma tao precisa quanto
possivel para um dado nimero de graus de liberdade e natureza dos elementos. O
escoamento irrotacional em aqiiiferos de uma sé camada dispoe de uma formulagao
bastante amadurecida no AEM e a precisdo dos resultados depende somente do
desempenho das méquinas utilizadas [14]. Passamos a discutir de maneira breve,
modelos de elementos analiticos para aqiiiferos de uma sé camada [15, 5].

Define-se o vetor de descarga especifica [LT '] em um agiiffero plano a partir
da lei de Darcy (equagao (2.2)) expressa por:

_ 99
@ =—K-, (2.1)
¢
qQy = — a_y’

onde K é a condutividade hidrulica [LT™!] e ¢ é a carga hidrdulica [L]. O vetor de
descarga total (Q) representa a vazao [L2T~!] que atravessa a espessura de escoa-
mento. A aproximacgao de Dupuit-Forchheimer considera que o vetor de descarga
especifica é uniforme em toda espessura do escoamento, assim as componentes Q)
e @y podem ser escritas como @, = hg, ¢ (Jy = hgy, onde h é a espessura do
escoamento saturado no aqiifero.

Considerando-se apenas casos onde as propriedades do aqiiifero sao constantes
em regides de areas finitas, o potencial de descarga [L3T~!] existe tanto para
aqiifferos confinados como livres na forma da equagao (2.2):

0o
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Faz-se ¢ = %Kh2 = %K(gﬁ)— b)?2 para ¢ < H e ® = KH(¢ —b) — %KH2 para
¢ > H, onde b é a cota da base do aqiiffero [L], h= ¢ - b, é a espessura saturada
para aqiifferos livres [L] e H, a espessura do aqiiifero confinado [L]. Note-se que a
constante KH?2/2 na expressiao do potencial para escoamento confinado (¢ > H) é
adotada de forma que o potencial seja valido em aqiiiferos onde ¢ = H, ou seja, o
escoamento pode ser considerado tanto confinado como livre.

A “mola mestra” da formulagao do Método de Elementos Analiticos é a defini¢ao
do potencial complexo a partir de integrais singulares em linhas a serem utilizadas
como elementos [15, 9, 10]. O potencial complexo (equagao (2.3)) é definido por uma
componente de energia potencial real (®), definida na equagao (2.2), e uma complexa
(U), definida pela condigdo de Cauchy-Riemann (equacdo (2.4)), que expressa as
linhas de corrente do escoamento.

Q= +i7, (2.3)
ov 0P
- 2 2.4
e 7 (2.4)

ov _ov

oy  ox’

As linhas de corrente sao expressas em termos de descarga especifica pela equagao
(2.5):

ov
=—— 2.
Q=75 (25)
ov

Estdo caracterizados basicamente dois tipos de elementos unifilares (sejam
retilinios ou curvilinios) na formulagdo do AEM: as line-dipole e as line-doublet.
O potencial complexo para uma line-doublet apresenta uma descontinuidade na
componente real de €2, ou seja, o potencial (¥). Uma line-dipole, por sua vez, exibe
descontinuidade na componente imagindria de Q2 ou seja, nas linhas de corrente ().
Geometricamente, as line-dipole sao constituidas por dipolos alinhados sobre uma
mesma linha. As line-doublets sao constituidas por dipolos dispostos lado a lado,
todos com a mesma orientacao (Figura 1).

Note-se que em ambos 0s casos, apenas uma componente apresenta descon-
tinuidade enquanto a componente correlata permanece continua. A discussao com-
pleta da formulacdo de elementos e da aproximagcao do intervalo deixado pela de-
scontinuidade de 2 por intermédio de polinémios de ordem menor que trés sao
discutidos em [15]. Jankovié [6] apresenta aproximagoes polinomiais de ordem su-
perior por intermédio de polindmios de Chebyshev [4] introduzindo técnicas de
sobrespecificacdo ao AEM.
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(2) (b)

Figura 1: a) Esquema matemdtico do elemento line-doublet; b) Esquema
matematico do elemento line-sink

O Método pode ser enunciado em termos de um campo vetorial qualquer descrito
por intermédio de expressoes que possam ser sobrepostas. Um campo vetorial @); é
de maneira geral formulado em termos de divergéncia e rotacionalidade. Utilizando-
se a convencao de Einstein para as coordenadas, considere que a rotacionalidade
do campo seja representada por § e a divergéncia por -v. Em um campo sem
divergéncia, sua descricao é feita apenas pelo gradiente de um escalar chamado
fungao de corrente (V) expresso na equagao (2.6):

ov
—€ij A
jaxj

onde ¢;; € um tensor de segunda ordem. Semelhantemente, o campo irrotacional
pode ser representado apenas pelo gradiente do potencial (equagao (2.7)):

B
Q= (2.6)

0P
63@ ’
Se os valores de 8 e v sdo conhecidos, ¥ (equagao (2.8)) e ® (equacao (2.9))
serao entao dados pelas seguintes equacoes:

Q= (2.7)

V30 = 3, (2.8)
V20 = . (2.9)

De acordo com o teorema de Helmholtz, a porcao do campo que nao contribui
para a rotacionalidade nem para a divergéncia do campo é escrita em termos do gra-
diente de um potencial ou em termos do rotacional da funcdo de corrente (equagao
(2.10)):

ha ha
ha 0 ov

- _ = —pi——,

i 8:51 * aﬁj
onde £9/0x; representa a rotacdo e o sobrescrito ha estd relacionado ao termo
harmoénico. Finalmente, a descrigcao completa de um campo vetorial generalizado
(equagado (2.11)) é dada pela soma dos trés campos:

(2.10)
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Y

Jé] ha
Qi=Q+Q+Q. (2.11)

3. Escoamento Unidimensional da Regarga

Embora, os aqiiiferos possuam geometrias irregulares, a caracterizacao de aquiferos
estreitos como faixa permite a abordagem de efeitos regionais de forma simplifi-
cada eliminando-se a necessidade da utilizagao de elementos convencionais para a
representacao da recarga direta do aqiifero.

Além disso, considerando-se um aqiiifero onde uma das formagoes ocorre em
maiores proporgoes, representa-se a formagao de maior ocorréncia de maneira ho-
mogénea (condutividade K e profundidade da base b) e a recarga (IN) uniforme-
mente distribuida. Esquematicamente, a distancia entre os contornos e a dis-
tribuicao de potencial sao ilustrados na Figura 2.
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Figura 2: Perfil de potenciais devido a recarga entre dois drenos paralelos

A expressao para esse escoamento é dada pela solugao do escoamento unidimen-
sional entre dois drenos (equagao (3.1)):

N
o, = —§X2+NLX+<I>O, (3.1)

onde L [L] é a distancia entre a fronteira impermedvel e a fronteira permedvel; ®q
[L3T~!] é o potencial de descarga na fronteira permedvel (®o = £h2), onde hg ¢ a
carga piezométrica); e X [L] é a posi¢do a partir da fronteira permegdvel.

A expressao ¢é utilizada no plano horizontal na forma a seguir (equagao (3.2)),
onde £ e n sdo as componentes da distancia do ponto de referéncia até a posigao
considerada no sistema de coordenadas e ag, a rotagao das fronteiras em relacao a
diregao y.

N
Dy = —3(5 cos a + nsena)? + N L(€ cos a + nsena) + . (3.2)
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4. O Método de Imagens

A representacdo unidimensional da recarga de aqiiiferos estreitos abrange uma
regiao semi-infinita enquanto as funcoes utilizadas no Método de Elementos Analiticos
sao solugoes obtidas para um dominio infinito. A utilizacdo desses elementos em
dominios semi-infinitos, por entanto, exige a utilizagdo de métodos auxiliares (e.g.
mapeamento conforme, Método de Imagens) para a imposi¢do das condigdes dos
contornos externos ao comportamento do elemento. Neste trabalho o Método de
Imagens (MI) é utilizado para a imposigdo dos contornos de uma faixa infinita que
contém a regiao a ser modelada.

Keller [7] define o Método de Imagens como um método para a construcao de
fungoes de Green, para uma regiao delimitada por planos, em termos de fungoes
de Green vélidas em todo espago (equacdo (4.1)) e determinou regides, equagoes
diferenciais e condigoes de contorno para as quais o método é aplicavel.

G(rr')= > Gx (") (4.1)

r”eS(r)

A equacao descreve a funcao de Green para dois pontos no espago, r e sua
imagem r’. A funcdo G* por sua vez é definida para “imagens de imagens” (r”) e
seus pontos originais.

Keller [7] concluiu que as geometrias das regides admissiveis ao Método de Im-
agens para duas e trés dimensoes sao dadas por uma quantidade finita e determi-
nada de planos. Tomando o caso bidimensional como exemplo, apenas os dominios
unidos por angulos da forma 7 /p (onde p é um inteiro) podem ser regices admissiveis
ao Método de Imagens. Dessa forma haverd no méaximo quatro retas definindo o
dominio.

5. Acoplamento do Modelo Unidimensional de Re-
carga ao AEM

Sabendo que o Método de Imagens é um método baseado no principio da so-
breposicao de solugoes, as equacoes diferenciais para as quais o método é valido
devem ser lineares. Sendo o escoamento estacionario de 4gua em meios porosos sat-
urados linear (equagoes (2.8) e (2.9)), o Método tem sido amplamente empregado
no estudo de suas solugoes.

Em sua grande maioria o Método de Imagens é aplicado para satisfazer as
condig¢oes importas ao longo de linhas equipotenciais conhecidas (primeiro tipo)
e linhas impermedveis (segundo tipo). Maxwell (1873) apud Muskat [8], mostra
que o Método de Imagens pode também ser aplicado em fronteiras entre regides ho-
mogéneas porém de diferentes condutividades impondo-se simultaneamente condigoes
do primeiro e do segundo tipos. Keller [7] demonstra a aplicabilidade do Método
também para condigoes do terceiro tipo e recentemente, Anderson [1] obteve o
mesmo resultado encontrado por Keller [7] utilizando-se o caso particular de escoa-
mento produzido por pocos sujeitos a uma fronteira semi-impermeével.



Recarga Unidimensional em Modelos de Elementos Analiticos 49

O acoplamento do Método de Imagens ao Método de Elementos Analiticos é
feito estabelecendo-se relagoes entre os parametros dos elementos posicionados na
regido imagindria e os parametros da regido original (equagoes (5.1), (5.2), (5.3),
(5.4), (5.5)). Assim, para cada condigdo de contorno tem-se uma relagao.

Para condigoes do primeiro tipo (G = 0):

3 gimegem _ §™ "T:al —=0. (5.1)

Para condigoes de contorno do segundo tipo (0G/dn = 0):

imagem 0.7'eal _
Yo +)° —=0. (5.2)

Contornos onde sao impostas condigoes de heterogeneidades (primeiro e segundo
tipo) podem ser expressos, para r™, por:

_ K-
Za,zmagem + |:§+ +§_:| Z o -0 (53)

e para r—, por:

K++ K-

Em contornos onde é imposta a condigao do terceiro tipo a relagao entre os sub-

dominios é obtida introduzindo-se no subdominio imagindrio um alinhamento semi-

infinito de dipolos, a partir do ponto que representa a posicgao refletida (imagem) do

elemento real, extendendo-se para a direcao contrdria a fronteira (espelho). Baseado

na expressao obtida por Keller [7], a relagao entre os pardmetros dos elementos reais
e dos elementos imagem é dada por:

Zo_imagem 4 |: 2K :| Z JT_eal =0. (54)

Z+100
real

Z o Z + Z %Uimage’m / e§(6_E)G*d5 , (55)

z

onde ) é o coeficiente presente na condigao do terceiro tipo, Z é a posicao da imagem
e G* é a func@o que expressa a imagem do elemento.

O acoplamento do MI ao AEM permite a representagao de contornos regionais
com linhas, observando-se a validade da geometria segundo Keller [7]. Os contornos
regionais usualmente constituem-se nos contornos externos do dominio de problemas
de hidrogeologia e sua geometria pode ser representada por planos como descrito
por Keller sem perda de detalhes na regidao dos contornos internos. O problema
caracterizado no aqiiifero Barreiras, abordado neste trabalho, apresenta contornos
onde sao conhecidas condigoes do primeiro e do segundo tipo.

6. Implementacao

No presente estudo, utiliza-se a biblioteca AEM TimSL 0.3 (disponivel na pigina
http: //www.engr.uga.edu/~mbakker). A implementagdo do Método de Imagens é
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desenvolvida de forma a impor a presenca dos contornos regionais aos elementos
implementados na biblioteca AEM. Dois médulos sao para tanto assim especifica-
dos: o primeiro para a especificagdo e verificagdo dos espelhos segundo os critérios
de aplicabilidade definidos por Keller [7]; o segundo para a construgdo dindmica
das imagens dos elementos de acordo com o elemento real e a condigao de con-
torno especificada. A implementacao do modelo de recarga, por sua vez, é feita
definindo-se um moédulo adicional internamente ao TimSL onde sao especificadas
as caracteristicas da faixa de dominio, as propriedades do meio e a taxa de recarga
regional.

7. Aplicacao

O aqiiifero Barreiras estende-se por uma longa faixa com largura de aproximada-
mente 30km ao longo de grande parte da costa brasileira. A drea de aplicagao
do modelo encontra-se na faixa litoral leste do Estado do Rio Grande do Norte
onde encontra-se instalado um importante projeto de captagao de dgua (Figura 3).
Observa-se o fato de que a geometria da costa e do afloramento segue uma tendéncia
retilinea durante um trecho bastante longo. Essas fronteiras podem, portanto ser
aproximadas por linhas retas paralelas que definem a faixa onde é aplicado o modelo
global definido pela equagdo (3.2). Na Figura 3, a regido em branco define a oeste a
regiao rochosa e a leste a costa. As fronteiras a oeste do aqiiifero definem a parede
impermeavel e a leste a linha drenante.

Figura 3: Aproximacao dos contornos regionais do aqiiifero Barreiras. A linha
tracejada aproxima a parede impermeavel, a linha cheia, indica fronteira drenante.

Observa-se na regiao duas formagoes predominantes: a Formacao Barreiras (a
oeste) e a Formacdo Dunas (préxima ao litoral). A Formagdo Dunas e a rede
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hidrografica utilizadas representadas no modelo sao representadas por Elementos
Analiticos enquanto a recarga da Formacao Barreiras e seus parametros hidraulicos
sao representada pela equacao (3.2). Para o acoplamento de ambos modelos (El-
ementos Analiticos e recarga unidimensional), sdo aplicados elementos na regiao
externa a faixa de dominio utilizando-se o Método de Imagens. Na Figura 4 é
ilustrado o posicionamento desses elementos no modelo.

Figura 4: Posicionamento de elementos para o modelo. Linhas escuras (interior da
faixa) correspondem ao dominio real da aplicacdo. As demais linhas representam
as imagens utilizadas na solugao

A distribuicao de potenciais hidraulicos originalmente observada na regiao é ap-
resentada na Figura 5 com linhas tracejadas. A distribuicao resultante da instalagao
da captacao no local é representada com linhas cheias. Os impactos na distribuicao
de potenciais sao observados principalmente em torno da regiao a leste da lagoa,
onde observa-se o rebaixamento de aproximadamente trés metros.

8. Conclusao

Neste trabalho, o Método de Elementos Analiticos (AEM) foi empregado com
o auxilio do Método de Imagens em um problema tipicamente encontrado em
aqiifferos. O uso do Método de Imagens permite ao AEM ser utilizado com fa-
cilidade em dominios semi-infinitos, por exemplo na forma de faixa retilinea. Nesse
caso, a recarga regional do aqiiifero Barreiras foi aproximada utilizando-se uma
expressao unidimensional bastante simples.
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Figura 5: Distribuicao de cargas hidraulicas na regiao da Lagoa do Bonfim. A linha
tracejada indica condigbes naturais e a linha continua, situagdo com bombeamento.
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