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Resumo. Os problemas de otimizagado dindmica (em espagos de fungdes) trata-
dos pelo célculo das variagoes sdo normalmente resolvidos por recurso as condigbes
necessarias de Euler-Lagrange, que sdo equagOes diferenciais de segunda ordem
(ou de ordem superior, quando os problemas variacionais envolvem derivadas de
ordem superior a um). Estas equagdes sdo, em geral, ndo lineares e de dificil
resolucdo. Uma forma de as simplificar consiste em obter leis de conservagao:
primeiros integrais das equagdes diferenciais de Euler-Lagrange. Se em areas como
a Fisica e a Economia a questdo da existéncia de leis de conservagdo é resolvida de
forma bastante natural, a prépria aplicagdo sugerindo as leis de conservagao (e.g.
conservagao de energia, conservagao da quantidade de movimento, conservagao do
rendimento, etc.), de um ponto de vista estritamente matematico, dado um prob-
lema do célculo de variagbes, o processo de obtencao das leis de conservagao ou,
até mesmo, a demonstragao de que elas existem (ou nao), deixa de ser uma questéo
6bvia. Neste trabalho mostramos como um sistema de computacao algébrica como o
Maple pode ser muito 1til na abordagem a estas questoes. Especificamente, propo-
mos, como principal contribui¢do do nosso trabalho, um conjunto de facilidades
computacionais simbdlicas que permitem, de uma forma sistemética e automaética,
identificar as leis de conservacdo de uma dada funcional integral do cédlculo das
variagoes.

Mathematics Subject Classification 2000: 49-04, 49K05, 49S05.

1. Introducao

O célculo das variagoes é uma area classica da matematica, com mais de trés séculos
de idade, extremamente ativa no século XXI, e com intmeras aplicagoes praticas
na mecanica, economia, ciéncias dos materiais, ciéncias do espago e engenharia. O
calculo das variacoes estd na origem de muitas dreas mais recentes, como sejam a
andlise funcional e o controlo éptimo [4, 5, 6].

A computagao algébrica, também chamada de computacgao cientifica ou simbdli-
ca, permite trabalhar com expressoes matematicas de maneira simbélica, nao numé-
rica, e é uma area de investigagdo moderna, que surgiu na segunda metade do século

1 pgouveia@ipb.pt; agradece a dispensa de servigo docente, para efeitos de doutoramento, con-
cedida pelo Instituto Politécnico de Braganga ao abrigo do programa PRODEP I11/5.3/2003.
2delfim@mat.ua.pt; sécio n°89 da Associagio Portuguesa de Controlo Automético (APCA).
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XX. Se é verdade que os atuais sistemas de computagao algébrica sao extremamente
poderosos, também nao é menos verdade que muito existe por fazer no sentido
de se colocarem os computadores a realizar tarefas matemaéticas verdadeiramente
interessantes.

O uso da teoria do calculo das variagoes, na resolucao de problemas concretos,
requer céalculos nao numéricos: no calculo das variagoes a presenga de fendmenos
como o de Lavrentiev [3], faz com que as solugoes algébricas exatas sejam muito
mais convenientes do que as solugoes numéricas. Tendo em conta que a resolugao
dos problemas do cédlculo das variagoes passa quase obrigatoriamente pela resolugao
das equacoes diferenciais de Euler-Lagrange, equagoes estas, em geral, de dificil
resolucao, este trabalho tem como principal objectivo o desenvolvimento de um
conjunto de procedimentos computacionais algébricos que permitem automatizar
o processo de obtencdo de leis de conservagdo (primeiros integrais das equagoes
de Euler-Lagrange). Como é bem conhecido da teoria das equagdes diferenciais,
estas leis de conservacgao sao de extrema utilidade, permitindo baixar a ordem das
equagoes [10].

2. Calculo das Variacoes

Neste trabalho consideramos problemas do célculo das variagoes de ordem superior:
minimizar uma funcional integral

b
Jix()] = / Lt x(8),%(0), ..., x™ () dt (2.1)

onde o Lagrangeano L é uma func¢ao real que assumimos ser continuamente difer-
encigvel em [a,b] x R™*(Mm+1): ¢ € R é a varidvel independente; x(t) = [x1(t) w2 (t)
<2, (1)) € R, as varidveis dependentes; x()(t) = [dlgtﬂ-(t) dlgfi(t) dlﬁ?i(t)]T €
R™ comi=1,...,m, as derivadas de ordem ¢ das varidveis dependentes em ordem
at; e x(t) = xV(t). Assim, o Lagrangeano considerado depende explicitamente
de uma variavel independente, de n variaveis dependentes e das suas m primeiras
derivadas. Para m = 1 obtemos o problema fundamental do cédlculo das variagoes.

Na minimizagao da funcional (2.1) é usual recorrer-se ao sistema de equagoes de
Euler-Lagrange

OL & . d" (0L
— -1)—=(—=]=0 2.2
e+ 2 g () =0 (2.2
onde % = [% % %] e L, e suas derivadas, sao avaliadas ao longo de
T Ty Ty

(6 x(0), (1), ..., ™) (1),
Definicao 2.1. As solugoes das equacgoes de Euler-Lagrange chamamos extremais.

Observagao 2.1. Para o problema fundamental do cdlculo das variagoes, i.e.,
quando a funcional nao depende de derivadas de x(t) de maior ordem do que a
primeira (m = 1), o sistema de equagdes de Euler-Lagrange (2.2) reduz-se a

oL _d (9L _,
ox dt \ox)
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Observagao 2.2. Se a funcional nao envolver mais do que uma varidvel dependente
(n =1), todas as grandezas presentes em (2.1) e (2.2) sao escalares.

Defini¢ao 2.2. Uma fungio t — ¢(t,x(t),%x(t),...,xF)(t)), k < 2m, que se man-
tenha constante ao longo de todas as extremais do problema (2.1), ¢ chamada de

primeiro integral (de ordem k) da equagdo de Euler-Lagrange (2.2). A equagao
o(t,x(t),%(t),...,x®(t)) = const
chamamos lei de conservacao (de ordem k).

As leis de conservacdo sao muito uteis, pois permitem reduzir a ordem das
equagoes diferenciais de Euler-Lagrange. Com um ntumero suficientemente elevado
de primeiros integrais independentes, é mesmo possivel determinar explicitamente
as extremais.

Coloca-se, entdo, a seguinte questao: Dada uma funcional integral do tipo (2.1),
como obter leis de conservagdo? Esta questao foi resolvida por Emmy Noether em
1918 [9]: se a funcional for invariante sob determinado tipo de transformagcoes (trans-
formagoes de invariancia ou simetrias), entao existem férmulas explicitas para as leis
de conservagao. A dificuldade na sua aplicagao reside na obtengao das simetrias (na
obten¢ao das transformacoes de invaridncia). Neste trabalho automatizamos, por
recurso ao sistema de computagao algébrica Maple [1], a determinacao de simetrias
e a correspondente aplicacdo do Teorema de Noether.

3. Simetrias Variacionais

Para o estudo das propriedades de invariancia das funcionais do célculo das variagoes
considera-se uma familia uni-paramétrica de transformagoes h®(t, x) que forma um
grupo local de Lie [8, 2]. A familia uni-paramétrica h*(¢, x) representa um conjunto
de n + 1 transformagoes de [a,b] x R™ em R

t* = hi(t,x), x;=hj (t,x),com i=1,...,n, (3.1)

3

a que correspondem n + 1 geradores infinitesimais representados por

X% = 2ms (%)

0
T(tx) = 5 hi(t,x) =

P ,comi=1,...,n. (3.2)

s=0

s=0

Definigao 3.1. A funcional (2.1) diz-se invariante no intervalo [a,b] sob as trans-
formagdes uni-paramétricas (3.1) se, para todo o s suficientemente pequeno,

B B*
/ L(t,x(t),%(t),...,x") () dt = / L(t5,x5(t%), x5(t%), ..., x* ™ (%)) dt*
em qualquer subintervalo [c, 8] C [a,b]; com a® = hi(a,x(a)) e 8° = hi(8,x(0)).

Observagao 3.1. Nas condi¢oes da Definicdao 3.1 as transformacdes uni-paramé-
tricas (3.1) constituem wma simetria variacional da funcional (2.1).
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O teorema que se segue estabelece uma condigao necesséria e suficiente de in-
variancia, de extrema importancia para os objectivos a que nos propomos.

Teorema 3.1 ([13]). A funcional (2.1) € invariante sob as transformagdes uni-
paramétricas (3.1), com geradores infinitesimais T e X (3.2), se, e apenas se,

L 9L dr
T — . p'+L— = .
T ; @ Pl =0 (3.3)

onde )
i _ 9Pt dD

0
=X
| & ’ dt dt) ’ ’

m—1. (3.4)

Em (3.3) e (3.4) assumimos que T e X = [X; Xo-- 'Xn]T sao avaliadas em fungdo
de (t,x) e p* em funcdo de (t,x,%,...,x"), comi=0,1,...,m.

Observagao 3.2. Todas as derivadas totais presentes em (3.3) e (3.4) podem ser

expressas por derivadas parciais, usando as igualdades % = %—f + g—z ‘X e
dp’ __ op’ % dp* k+1 .
o= Bt 2 k0 e x5 =0,...,m—1, onde
opi  api  opi
azgé) 8$;]_C) amﬁf)
) ) ) . Op5  9p, Opy
op' | 9p' 9p"  OP' | | 9. 5.0 T 5p®
k) — k k k)| . . .
x| 92 9500 " oulP |
dp;,  _Op, op},
Bzgk) Bm;k) o o)

O Teorema 3.1, para além de servir de teste a existéncia de simetrias, estabelece
um algoritmo para a determinacao dos correspondentes geradores infinitesimais.
Como veremos, este fato é crucial: o teorema de Noether (Teorema 4.1) afirma que
as leis de conservacao associadas a uma dada simetria variacional apenas dependem
dos geradores infinitesimais.

Dado um Lagrangeano L, determinamos os geradores infinitesimais 7' e X de
uma familia uni-paramétrica de transformacoes simétricas pelo seguinte método. A
equagdo (3.3) é uma equagdo diferencial nas n+1 fungoes incégnitas T, X7, Xo, ...,
e X,, que pretendemos determinar. Porém, a equagao tem de permanecer valida
para todos os x;, ¢ = 1,...,n. Como as funcoes T', X1, X, ..., e X,, dependem de
tewx;1=1,...,n, ao substituirmos, na equagao (3.3), L e todas as suas derivadas
parciais pelos seus valores, obtemos um polindémio nas n x m varidveis 21, ..., Zn,
x?), . ,an(f), .. .,a:gm), e ,x%m) e suas poténcias. Para que a equagao seja vélida
para todos os valores das varidveis do polinémio, todos os seus coeficientes devem
ser nulos. Notamos que os termos do polindémio poderao ser em maior niimero que
as incognitas do problema (n + 1), pelo que a condigao necessdria e suficiente (3.3)
pode conduzir a um sistema de equacoes sem solucao. Tal fato significa apenas
que nem todas as funcionais integrais do calculo das variagbes admitem simetrias
variacionais. O sistema de equagoes a resolver, para a obtencao dos geradores, é
um sistema de equagoes diferenciais as derivadas parciais. No entanto, ao contrario
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das equacoes diferenciais ordindrias de FEuler-Lagrange, em geral nao lineares e de
dificil resolucao, este sistema é linear em %—f, g—z, %—)t( %—))f.

A resolucéo do sistema de equacoes diferencias parciais que deriva da expressao
(3.3), nomeadamente quando lidamos com valores de n e m superiores & unidade,
envolve um numero muito elevado de calculos, o que torna premente a necessidade
de nos munirmos de ferramentas computacionais que automatizem o trabalho. Com
esse fim, desenvolvemos um procedimento em Maple, designado Simetria (ver §6.).

Na secao que se segue mostramos como os geradores, obtidos por intermédio
do nosso procedimento Simetria, podem ser usados na obtencao explicita de leis de

conservagao.

4. Leis de Conservacao

Emmy Noether foi a primeira a estabelecer a relacao entre a existéncia de simetrias
e a existéncia de leis de conservacao. Esta ligagao constitui um principio universal,
passivel de ser formulado na forma de teorema nos mais diversos contextos e sob as
mais variadas hipéteses [7, 10, 11, 12, 13].

Teorema 4.1 (Teorema de Noether [13]). Se a funcional (2.1) € invariante
sob as transformagdes uni-paramétricas (5.1), com geradores infinitesimais T e X,

entao
m m
Z Uph 4 (L - Z v -x(l)> T = const, t€ |a,b], (4.1)
i=1 i=1
com
oL ; oL dw?
mo 2 il 2 T i—mm—1,...,2,
ox(m) ox(=1  dt
; ; 2m—i ;
d\Il’L _ a\Iﬂ + Z (X(k+1))T ) 8‘I’Z
dt ot — ox k)’
oy’ ouy 0%y . vy
Bx(lk) Bzgk) Bxgk) 6w§k)
. o' oy Oy . Oy,
onde O | oafP — | 025" ox ox)
ox(k)
v ovy 0%y . Ouy
ol 92 9a® oz
considerando a grandeza W' avaliada em (t,x(t),%(t),...,xZ™=0(t)),i=1,...,m.

As leis de conservacao que procuramos sao obtidas substituindo nas equacoes
(3.4) e (4.1), os geradores infinitesimais T' e X encontrados pelo método descrito
na secao anterior. Na Secao 6. definimos o procedimento Noether. Este procedi-
mento tem por entradas os geradores infinitesimais, que sao obtidos por intermédio
do nosso procedimento Simetria, e como saida a correspondente lei de conservagao
(4.1). Resumindo: dado um problema do célculo das variagoes (2.1), obtemos as leis
de conservacao, de uma forma automatica, através de um processo de duas etapas:
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com o nosso procedimento Simetria obtemos todas as possiveis simetrias do prob-
lema; recorrendo depois ao nosso procedimento Noether, baseado no Teorema 4.1,
obtemos as correspondentes leis de conservagao. Na secao seguinte apresentamos
um exemplo que ilustra todo o processo.

5. Exemplo Ilustrativo

Consideramos agora uma situagdo concreta, mostrando a funcionalidade e a utili-
dade das ferramentas desenvolvidas. Vejamos entao um caso relativamente simples
de um Lagrangeano com duas varidveis dependentes (n = 2) e duas derivadas de
ordem superior (m = 2): L(t,x,x,X) = @7 + #3.
Definindo L = v;2 + a2? com a instrucao Maple
> L:=v[1]~2+a[2]"2:
0 nosso procedimento Simetria determina os geradores infinitesimais das simetrias
do problema do cédlculo das variacdes em consideragao:
> Simetria(L, t, [x[1],x[2]], [v[1],v[2]], [al1],al2]1);

{T({t,x1,22) = _Clt+ _C2,

X1 (t,z1,22) =1/2_Cl 21+ _C5, Xa (t,z1,22) =3/2_Claz+_C3t+ _C4 }

A familia de geradores depende de cinco pardmetros que advém das constantes
de integracao. A lei de conservacao correspondente a estes geradores é facilmente
obtida por intermédio do nosso procedimento Noether3:

> LC := Noether(L, t, [x[1] ,x[j]], (v(1l,v[21]1, [al1l,al211, %);

LC:= 2(1/2_C1z:1(t)+_-C5) prd] (t) —2(3/2_Clx2 (t) +_-C3t+ _C4) prEts (t)

d d?
+2 (_Cf)’ +1/2_C1 722 (t)) ProR (t)

+ (_ (%xl (t)>2 - (j—;m (t)>2 + 2%1’2 ) 5—;362 (t)) (LC1t+_C2) = const

E, neste caso, muito facil verificar a validade da lei de conservacao obtida. Por
defini¢do, basta mostrar que a igualdade é verificada ao longo das extremais. A
equacdo de Euler-Lagrange é um sistema de equacoes diferenciais de 4 ordem?*
> EulerLagrange(L,t, [x[1] ,x[22]] , [vI1] ,V[%]] , [al1]l,a[2]11);

-2 %xl (t) = 07 2 %ﬁz (t) = 0}
e as extremais sao as suas solugoes:
> dsolve (%) ;

{z1(t)=_C6t+_C7, 22 (t) =1/6 _C8t> +1/2_C9t* + _C10t+ _C11 }
Substituindo as extremais na lei de conservagao, obtemos, como esperado, uma
proposicao verdadeira:
> expand(subs(%,LC));

C6_C1_C7+2.C6_C5-3_.C8_C1_C11—-2_C8_C4+2_C3_C9

+.C1_C10_C9 — _C6%_.C2 — _C9*_.C2 +2_C8 _C10 _C2 = const

30 sinal de percentagem (%) é um operador usado em Maple para referenciar o resultado do
comando anterior. Para uma introdugao ao Maple, veja-se [1].

4Embora o Maple 9, através do seu package VariationalCalculus, disponha ji de um procedi-
mento para a definicdo da equagdo de Euler-Lagrange, optou-se por implementar um outro pro-
cedimento denominado EulerLagrange por uma questdo de uniformizagdo da forma de invocagao.
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6. Procedimentos Maple®

Os procedimentos Simetria e Noether, descritos e ilustrados nas se¢bes anteriores,
sao agora definidos usando o sistema de computagao algébrica Maple (versao 9).

Simetria determina as simetrias de um Lagrangeano de vdarias variaveis depen-
dentes e com derivadas de ordem superior, de acordo com a Segao 3.

Devolve: conjunto/vetor de geradores infinitesimais das transformagoes simétricas.
Forma de invocagao: Simetria(L, t, x, x1, x2, ..., xm)
Parametros:

L - expressao do Lagrangeano;

t - nome da varidvel independente;

x - nome, lista de nomes ou vetor de nomes das varidveis dependentes;

xi - nome, lista de nomes ou vetor de nomes das derivadas de ordem i das variaveis
dependentes;

Simetria:=proc(L::algebraic,t: :name,x0::{name,list(name),’Vector [column]’
(name) },x1: :{name,list (name), ’Vector[column] ’ (name)})
local n,m,xx,P,EqD,SysEqD,Sol,xi,Tdt,soma,V,r,1i,]j,k;
if nargs<4 then print(‘N° de args insuficiente.‘); return;
elif not type([args[3..-1]1]1,{’list’(name),’listlist’(name),
’list’ (’Vector [column]’ (name))})
then print(‘Erro na lista das var. depend. ou suas derivadas.‘); return;
end if;
unassign(’T’); unassign(’X’);
xx:=convert(x0,’list’) []; n:=nops([xx]); m:=nargs-3;
xi:=[seq(Vector(convert(args[i],’1list’)),i=3..m+3)];
Tdt:=diff (T(t,xx),t)+Vector[row] ([seq(diff (T(t,xx),1),i=xx)]).xi[2];
if n>1 then P:=[Vector([seq(X[i] (t,xx),i=1..n)1)];
else P:=[Vector([X(t,xx)]1)]; end if;
for i from 1 to m do
V:=Vector(n):
for k from 0 to i-1 do
V:=V+Matrix(n, (r,j)->diff (P[i] [r], xil[k+11[j1)) .xi[k+2];
end do:
P:=[P[],map(diff,P[i],t)+V-xi[i+1]*Tdt]:
end do:
soma:=0:
for i from 0 to m do
soma:=soma+Vector [row] ([seq(diff (L,r) ,r=convert(xil[i+1],1list))]) .P[i+1]:
end do:
EgD:=diff (L,t)*T(t,xx)+soma+L*Tdt;
EqD:=collect (EQD, [seq(convert (xi[i+1],’list’) [],i=1..m)],distributed);

5Nota dos autores: publicam-se as defini¢des das rotinas desenvolvidas por se considerar que a
relevancia do trabalho reside essencialmente na originalidade do cédigo desenvolvido: o artigo é,
na opinido dos autores, interessante, ndo propriamente por causa de uma nova teoria apresentada,
mas pelas ferramentas computacionais desenvolvidas, que permitem a determinagao automatica
de simetrias e leis de conservagao no contexto do calculo variacional, tornando deste modo 1iteis,
na pratica, resultados classicos e recentes.
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SysEqD:={coeffs(EqQD, [seq(convert (xi[i+1],’1list’) [],i=1..m)1)};
Sol:=pdsolve(SysEqQD,{T(t,xx)} union convert(P[1],’set’));
if type(x0,’Vector’) then
return (subs(Sol,T(t,xx)),Vector(subs(Sol,P[1])));
else return Sol; end if;
end proc:

Noether dados os geradores infinitesimais, determina a Lei de Conservagao de
um Lagrangeano de varias varidaveis dependentes e com derivadas de ordem
superior, de acordo com a Segao 4.

Devolve: lei de conservagao.
Formas de invocagao:
- Noether(L, t, x, x1, x2, ..., xm, S)
- Noether(L, t, xs, x1s, x2s, ..., xms, T, X)

Parametros:

S - conjunto de geradores infinitesimais das simetrias (output do procedimento
Simetria);
xs - vetor de nomes das varidveis dependentes;
xis - vetor de nomes das derivadas de ordem i das varidveis dependentes;
T - gerador da transformagcéo para a varidvel independente (t);
X - vetor com os geradores das transformagcoes para as varidveis dependentes (xs).

Noether:=proc(L::algebraic,t: :name,x0: :{name,list (name),’Vector [column]’
(name)},x1: :{name,list (name), ’Vector[column]’ (name)})
local xx,n,m,P,psi,LC,xi,Tdt,V,r,i,]j,k;
if type(x0,’Vector’) then m:=nargs-5; else m:=nargs-4; end if;
if m<1 then print(‘N° de args insuficiente.‘); return;
elif not type([args[3..3+m]],{’1list’ (name),’listlist’(name),
’1list’ (’Vector [column] ’ (name))}) then
print (‘Erro na lista das var. depend. ou suas derivadas.‘); return;
elif (type(x0,’Vector’) and not(type(args[-1],’Vector[column]’) and
type(args[-2] ,algebraic))) or (not type(x0,’Vector’) and
not type(args[-1],’set’)) then
print(‘Conj. de gerad. inv{\’al}lido.‘); return;
end if;
xx:=convert(x0,’1list’) []; n:=nops([xx]); unassign(’T’); unassign(’X’);
xi:=[seq(Vector(convert(args[i],’list’)),i=3..m+3)];
xi:=[xi[],seq(Vector([seq(x||i[k],k=1..n)]),i=m+1..2*m-1)];
Tdt:=diff (T(t,xx),t)+Vector[row] ([seq(diff(T(t,xx),i),i=xx)]).xi[2];
if n>1 then P:=[Vector([seq(X[i] (t,xx),i=1..n)]1)]:
else P:=[Vector([X(t,xx)])]: end if:
for i from 1 to (m-1) do
V:=Vector(n):
for k from 0 to i-1 do
V:=V+Matrix(n, (r,j)->diff (P[i] [r],xi[k+11[j1)) .xi[k+2] end do:
P:=[P[],map(diff,P[i],t)+V-xi[i+1]#Tdt]:
end do:
psi:=[Vector[row] ([seq(diff(L,i),i=convert(xi[m+1],’list’))]1)]:
for i from m by -1 to 2 do
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V:=Vector[row] (n):
for k from 0 to 2*m-i do
V:=V+LinearAlgebra[Transpose] (xi[k+2]) .Matrix(n, (j,r)->
diff (psil1] [r],xi[k+1]1[j]1)); end do:
psi:=[Vector[row] ([seq(diff(L,i),i=convert(xi[i],’1list’))])
-map (diff,psi[1],t)-V,psil[l]:
end do:
LC:=sum(’psi[i] .P[i]’,’i’=1. .m)+(L-sum(’psi[i] .xi[i+1]’,’i’=1..m))*T(t,xx)
=const:
if type(x0,’Vector’) then
LC:=eval (LC, [T(t,xx)=args[-2] ,seq(P[1] [i]=args[-1] [i],i=1..n)]);
else LC:=eval(LC,args[-1]); end if;
LC:=subs ({map (i->i=i(t), [xx]) [1},LC);
LC:=subs({seq(seq(xi[k+1] [1]=diff (xi[1] [i] (t),t$k),i=1..n) ,k=1..2*m-1)},
LC);
return LC;
end proc:

7. Conclusao e Trabalho Futuro

Os sistemas atuais de computagao algébrica colocam a nossa disposi¢ao ambientes
de computacgado cientifica extremamente sofisticados e poderosos. Proporcionam
ja muito conhecimento matematico e permitem estender esse conhecimento por in-
termédio de linguagens de programagcao de muito alto nivel, expressivas e intuitivas,
proximas da linguagem matematica. Neste trabalho disponibilizamos o cédigo de
novos procedimentos computacionais algébricos, desenvolvidos pelos autores usando
o sistema de computacao matematica Maple 9, que permitem a determinacgao au-
tomatica de simetrias e leis de conservacao no calculo das variagoes.

Como trabalho futuro pretendemos estender o nosso “package Maple” ao caso
discreto no tempo e aos problemas mais genéricos tratados pelo Controlo ()ptimo.

Abstract. The problems of the calculus of variations are usually solved with the
help of the Euler-Lagrange differential equations. These equations are, in general,
nonlinear, and hard to solve. One way to address the problem is to obtain conser-
vation laws. We develop symbolic computational facilities, based on a systematic
method, which permits to compute conservation laws for the problems of the cal-
culus of variations. The central result used is the celebrated Noether’s theorem,
which connects the existence of conservation laws with the existence of invariance
properties for the problem (with the existence of variational symmetries). We show
how a modern Computer Algebra System can be used to find all the symmetries of
the problems of the calculus of variations and the corresponding conservation laws.
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